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S t r e s z c z e n i e  
 

W  prac y  prz e d st aw ia się  m e t od y  e st y m ac j i param e t ry c z ne j  liniow y c h  
m od e li ob ie k t ó w  nie st ac j onarny c h . D y nam ik ę  id e nt y f ik ow any c h  ob ie k t ó w  
opisuj e  się  z a pom oc ą  liniow y c h  ró w nań  ró ż nic z k ow y c h  z w y c z aj ny c h   
o z nany m  rz ę d z ie . Ponie w aż  st osow ane  w  prak t y c e  alg ory t m y  e st y m ac j i 
param e t ry c z ne j  opart e  są  na prz e t w arz aniu d any c h  re j e st row any c h   
w  sposó b  d y sk re t ny , st osuj e  się  ró ż ne  t e c h nik i d y sk re t noc z asow e j  aprok -
sy m ac j i m od e li c ią g ł y c h . U z y sk ane  w  t ak i sposó b  i z ac h ow uj ą c e  ory g inal-
ną  param e t ry z ac j ę  opisy  z  c z ase m  d y sk re t ny m  id e nt y f ik uj e  się  st osuj ą c  
m e t od ę  w aż ony c h  naj m nie j sz y c h  k w ad rat ó w  oraz  od porną  na w e w nę t rz nie  
sk ore low ane  z ak ł ó c e nia m e t od ę  z m ie nne j  inst rum e nt alne j . 
 
S ł o w a  k l u c z o w e :  e st y m ac j a param e t ry c z na, m e t od a naj m nie j sz y c h  k w a-
d rat ó w , m e t od a z m ie nne j  inst rum e nt alne j , m od e le  z  c z ase m  c ią g ł y m . 
 
Ide nt if ic at io n o f  c o nt inuo us-t im e  m o de l s  
o f  no nst at io nar y  p l ant s 

 
A b s t r a c t  

 
I n t h is pape r t h e  param e t e r e st im at ion m e t h od s of  c ont inuous-t im e   
nonst at ionary  plant  m od e ls are  int rod uc e d . L ine ar ord inary  d if f e re nt ial 
e q uat ions of  k now n ord e r are  use d  t o d e sc rib e  t h e  d y nam ic s of  t h e   
id e nt if ie d  plant s. C onse q ue nt ly , various d isc re t e -t im e  approx im at ion 
t e c h niq ue s are  propose d  in ord e r t o ob t ain aux iliary  d isc re t e -t im e   
d e sc ript ions re t aining  t h e  orig inal param e t riz at ion. Am ong  suc h  num e ric al 
solut ions t h e  t e c h niq ue  involving  spe c if ic  f init e -h oriz on int e g rat ing  f ilt e rs 
g ive s prom ising  re sult s. E ve nt ually , w it h  t h e  aid  of  t h e  w e ig h t e d   
le ast -sq uare s m e t h od  and  t h e  inst rum e nt al variab le  m e t h od  rob ust  t o  
c ross-c orre lat e d  d ist urb anc e s, t h e  c onsid e re d  m od e ls are  id e nt if ie d . 
 
K e y w o r d s :  param e t e r e st im at ion, le ast -sq uare s m e t h od , inst rum e nt al 
variab le  m e t h od , c ont inuous-t im e  m od e ls. 
 
1 .  Wst ę p  
 
W  k l a s y c z n y m  p o d e j ś c i u  d o  i d e n t y f i k a c j i  p a r a m e t r y c z n e j  s t o -

s o w a n e  s ą  n a j c z ę ś c i e j  l i n i o w e  m o d e l e  z  c z a s e m  d y s k r e t n y m  d a n e  
w  p o s t a c i  r ó w n a ń  r ó ż n i c o w y c h  l u b  o d p o w i e d n i c h  t r a n s m i t a n c j i  
z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  z.  P a r a m e t r y  t a k i c h  m o d e l i  s ą  w i e l k o ś c i a m i  
n i e m i a n o w a n y m i  i  n i e  m a j ą c y m i  z a z w y c z a j  i n t e r p r e t a c j i  f i z y c z -
n e j .  W y n i k i  i d e n t y f i k a c j i  m a j ą  w ó w c z a s  c h a r a k t e r  i n s t r u m e n t a l n y , 
a  u z y s k i w a n e  w a r t o ś c i  o c e n  p a r a m e t r ó w  ś c i ś l e  z a l e ż ą  o d  p r z y j ę t e j  
w  d a n e j  i m p l e m e n t a c j i  c z ę s t o t l i w o ś c i  p r ó b k o w a n i a  s y g n a ł ó w .  
P o n a d t o  p r z y  w z r o ś c i e  t e j  c z ę s t o t l i w o ś c i  d o c h o d z i ć  m o ż e  d o  
u n i f i k a c j i  b i e g u n ó w  i d e n t y f i k o w a n e j  z-t r a n s m i t a n c j i  o r a z  w y s t ą -
p i e n i a  w  t e j  t r a n s m i t a n c j i  k ł o p o t l i w y c h  n i e m i n i m a l n o -f a z o w y c h  
z e r , n a w e t  w  p r z y p a d k u  a n a l i z y  o b i e k t ó w  m i n i m a l n o f a z o w y c h .  
Z a s t o s o w a n i e  n a t o m i a s t  l i n i o w y c h  m o d e l i  z  c z a s e m  c i ą g ł y m  

(r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  z w y c z a j n e , s-t r a n s m i t a n c j e ) p o z w a l a  
z a c h o w a ć  s e n s  f i z y c z n y  e s t y m o w a n y c h  p a r a m e t r ó w , c o  i s t o t n i e  
u ł a t w i a  i n t e r p r e t a c j ę  o r a z  w e r y f i k a c j ę  w y n i k ó w  i d e n t y f i k a c j i .   
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P o n i e w a ż  j e d n a k  s t o s o w a n e  w  p r a k t y c e  p r o c e d u r y  i d e n t y f i k a c j i  

o p a r t e  s ą  n a  p r z e t w a r z a n i u  d a n y c h  r e j e s t r o w a n y c h  w  s p o s ó b  
d y s k r e t n y , n i e z b ę d n e  j e s t  p r z e p r o w a d z e n i e  (z a c h o w u j ą c e j  o r y g i -
n a l n ą  p a r a m e t r y z a c j ę ) d y s k r e t n o c z a s o w e j  a p r o k s y m a c j i  p r z y j ę t e -
g o  m o d e l u  z  c z a s e m  c i ą g ł y m .  U z y s k a n y  o p i s  d y s k r e t n y  m o ż n a  j u ż  
ł a t w o  z i d e n t y f i k o w a ć  s t o s u j ą c  a l g o r y t m y  e s t y m a c j i  p a r a m e t r y c z -
n e j  (n p .  e s t y m a t o r  n a j m n i e j s z y c h  k w a d r a t ó w  l u b  e s t y m a t o r  
z m i e n n e j  i n s t r u m e n t a l n e j ).  W p r o w a d z e n i e  d o  t a k i c h  a l g o r y t m ó w  
m e c h a n i z m ó w  z a p o m i n a n i a  p o z w a l a  z a ś  ś l e d z i ć  t r a j e k t o r i e  p a r a -
m e t r ó w  m o d e l o w a n e g o  o b i e k t u  n i e s t a c j o n a r n e g o .  
 

2 .  D y sk r e t na ap r o k sy m ac j a m o de l i c iąg ły c h  
 
P r z y j m i j m y , ż e  d y n a m i k a  i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u  o p i s a n a  

j e s t  z a  p o m o c ą  l i n i o w e g o  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e g o  z w y c z a j n e g o   
o  z n a n y m  r z ę d z i e  (n > m ≥ 0 ) 
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z  u(t) i  y(t) o z n a c z a j ą c y m i  s y g n a ł y  o b s e r w o w a n e  o d p o w i e d n i o  n a  
w e j ś c i u  i  w y j ś c i u  o b i e k t u .  S t o s u j ą c  d o  r ó w n a n i a  (1 ) p r z e k s z t a ł c e -
n i e  L a p l a c e ’ a  ( L) o r a z  o z n a c z a j ą c  U(s) = L [u(t)]  i  Y(s) = L [ y(t)]  
d o s t a j e  s i ę  r ó w n o w a ż n y  o p i s  w  d z i e d z i n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  s 
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z  w i e l o m i a n a m i  o p e r a t o r o w y m i  A(s) = s n + an–1 s n–1 + . . .  + a0  
i  B(s) = bm s m + bm–1 s m–1 + . . .  + b0, p r z y  c z y m  w s p ó ł c z y n n i k i  
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(o b l i c z a n e  d l a  i = 0 , . . .  , n – 1 ) w i e l o m i a n u  C(s) = cn–1 s n–1 + . . .  + c0 
m o d e l u j ą  e f e k t  n i e z e r o w y c h  w a r u n k ó w  p o c z ą t k o w y c h  r ó w n a n i a  
r ó ż n i c z k o w e g o  (t j .  u(0 ) , . . .  , u (m–1) (0 ) , y(0 ) , . . .  , y (n–1) (0 ) ).  
P r z e k s z t a ł c a j ą c  m o d e l  (2 ) o t r z y m u j e  s i ę  r ó w n a n i e  w y j ś c i a  
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w  k t ó r y m  H(s) = B(s) / A(s) o z n a c z a  t r a n s m i t a n c j ę  o p e r a t o r o w ą  
m o d e l o w a n e g o  o b i e k t u , z a ś  V(s) = C(s) / A(s) j e s t  t r a n s f o r m a t ą  
L a p l a c e ’ a  o d p o w i e d z i  s w o b o d n e j  t e g o  o b i e k t u .  Z a k ł a d a j ą c , ż e  
m o d e l o w a n y  o b i e k t  j e s t  s t a b i l n y  (t z n .  p i e r w i a s t k i  w i e l o m i a n u  A(s) 
l e ż ą  w  o t w a r t e j  l e w e j  p ó ł p ł a s z c z y ź n i e  z m i e n n e j  z e s p o l o n e j  s), 
m o ż n a  z a n i e d b a ć  z m i e r z a j ą c ą  a s y m p t o t y c z n i e  d o  z e r a  o d p o w i e d ź  
s w o b o d n ą  i  r ó w n a n i e  (4 ) z a p i s a ć  w  p o s t a c i  Y(s) = H(s) U(s).  



PAK v o l .  5 4 ,  n r  3/2 0 0 8     133 
 

Ponieważ identyfikacja modeli ciągłych jest z założenia op ar ta 
na p r zetwar zaniu danych sp r ó b kowanych, należy p r zep r owadzić  
dyskr etną ap r oksymację  r ó wnania (1) z zachowaniem or yginalnej 
p ar ametr yzacji. M etody takiej ap r oksymacji, p olegające na zastą-
p ieniu kolejnych p ochodnych sygnałó w u(t) i y(t) odp owiednimi 
miar ami uzyskiwanymi na b ieżąco w czasie dyskr etnym, p r zed-
stawiono w niniejszej p r acy. 
 

Metoda operatora delta 
 
N ajp r ostszy sp osó b  ap r oksymacji p ochodnej d x/ d t p olega  

na zastąp ieniu r ó żniczek d t i d x odp owiednio okr esem  
p r ó b kowania sygnałó w ( d t = T ) or az r ó żnicą skoń czoną 
d x | t = k T  ≈ ∆x(kT ) = x(kT + T ) – x(kT ). S tosując notację  z op er ato-
r em delta δ x(kT ) = ∆x(kT ) / T można wó wczas oszacować  p o-
chodne u (r)(t) i y (r)(t) sygnałó w p omiar owych wg ogó lnego wzo-
r u:  x (r)(t) | t = k T  ≈ δ rx(kT ) = (q –1)r x(kT ) / T r, gdzie q jest op er ato-
r em p r zesunię cia (q x(kT ) = x(kT + T ) ). Z achowujący or yginalną 
p ar ametr yzację  dyskr etny odp owiednik modelu (1) identyfikuje 
się  nastę p nie metodami klasycznymi. C hociaż modele deltowe są 
dla małych okr esó w p r ó b kowania (T → 0 ) zb ieżne do użytecznych 
modeli z czasem ciągłym, p osługiwanie się  takimi op isami jest 
kłop otliwe. Z  uwagi na gó r nop r zep ustowy char akter  op er ator a δ 
wysokoczę stotliwoś ciowe szumy p omiar owe nie mogą b yć  b o-
wiem skutecznie odfiltr owane. W  p r zyp adku modeli wyższych 
r zę dó w natomiast (n ≥ 2 ) oceny p ar ametr ó w uzyskane metodą 
najmniejszych kwadr ató w zawier ają b łąd systematyczny [9 ], 
dlatego do identyfikacji modeli deltowych wymagane są b ar dziej 
złożone p r ocedur y estymacji (np . metoda zmiennej instr umental-
nej). W r eszcie niep r zyczynowoś ć  op er ator a δ p owoduje, że ocenę  
n-tej p ochodnej sygnału y(t) w chwili t = kT można wyznaczyć   
z n-kr okowym op ó ź nieniem, wynikającym z koniecznoś ci p ob r a-
nia p r ó b ek sygnału y(t) w nastę p nych momentach p r ó b kowania 
(t = kT + T ... kT + nT ). 
O p isane tr udnoś ci numer yczne nie wystę p ują w p odejś ciu del-

towym z filtr acją ob ser wator ową [6 ]. W  p r op onowanym r ozwią-
zaniu dzieli się  r ó wnanie op er ator owe (2 ) ob ustr onnie p r zez p e-
wien wielomian F(s) = s n + fn–1 s n–1 + ... + f 1 s + f 0 uzyskując 
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Ponieważ z założenia op er ator  1/F(s) jest stab ilny, składnik 
C(s) / F(s) związany z filtr owaną odp owiedzią swob odną stab ilnego 
ob iektu (1) można p ominąć . R ó wnoważny (5 ) model r egr esyjny ma 
zatem p ostać :  
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z uf (t) = L –1[ U(s) / F(s) ] i yf (t) = L –1[ Y(s) / F(s) ] oznaczającymi 
filtr owane p ochodne sygnałó w p omiar owych u(t) i y(t) or az ∈(t) 
r ep r ezentującym zar ó wno szumy p omiar owe, jak i b łę dy modelo-
wania. Z  uwagi na p r zemiennoś ć  liniowych op er acji filtr acji  
i r ó żniczkowania, dla u(t) i y(t) ob owiązuje zależnoś ć :  
d xf (r)(t) /d t = xf (r+ 1)(t), gdzie r = 1, ... , n – 1. Z  kolei z r ó wnania 
( s n + fn–1 s n–1 + ... + f 1 s + f 0 ) X(s) / F(s) = X(s) wynika natychmiast 
wzó r :  xf (n)(t) = x(t) – [ f n–1 xf (n–1)(t) + f n–2 xf (n–2)(t) + ... + f 0 xf (t) ]. 
W ykor zystując ostatecznie op er ator  δ do r ealizacji p ojedynczego 
r ó żniczkowania uzyskuje się  r ekur encyjną for mułę  wyznaczania 
wsp ó łr zę dnych r egr esyjnych uf (r)(t) i yf (r)(t) modelu (6 ) 
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O p isana metoda modelowania daje dob r e wyniki p od war un-

kiem właś ciwego dostr ojenia wielomianu ob ser wator owego F(s). 
W  p r aktyce jednak p oczątkowa wiedza na temat dynamiki identy-
fikowanego ob iektu nie zawsze jest dostę p na, w związku z czym 
właś ciwy dob ó r  wsp ó łczynnikó w f i wielomianu może b yć  utr ud-
niony. Poważną wadą op isanej metody jest natomiast to, że p r oce-
sy identyfikacji wsp ó łczynnikó w (8 ) i r ekonstr ukcji ob ser wator o-
wej (9 ) – (10 ) wsp ó łr zę dnych r egr esyjnych (7 ) p r zeb iegają jedno-
cześ nie. W  r ezultacie, p r zy b r aku właś ciwego dostr ojenia wielo-
mianu F(s), niedokładnoś ć  danych r egr esyjnych p r zyczynić  się  
może do zafałszowania ocen p ar ametr ó w. 
 

Metoda wielokrotn eg o c ał kowan ia 
 
Z asadniczą wadą deltowych metod ap r oksymacji gó r nop r zep u-

stowych op er ator ó w r ó żniczkowania jest wzmacnianie wysoko-
czę stotliwoś ciowych szumó w p omiar owych. M oże to b yć  p r zy-
czyną znacznych b łę dó w modelowania i p r owadzić  w konsekwen-
cji do wyp aczenia wynikó w identyfikacji. S tosując op er ator  wie-
lokr otnego całkowania (1 /s n ) do p r zekształcenia op isu (2 ) uzy-
skuje się  model r egr esyjny ze wsp ó łr zę dnymi wektor a ϕ(t) wy-
znaczanymi dr ogą dolnop r zep ustowej filtr acji sygnałó w p omiar o-
wych. D okonując zatem n-kr otnego całkowania r ó wnania (1) 
ob ustr onnie na p r zedziale [0  , t ] otr zymuje się  zależnoś ć :  
 

 
nnn

n

s
sCsU

s
sBsY

s
sAssY )()()()()()( ++

−
= . (11) 

 
Ponieważ p r zy niezer owych war unkach p oczątkowych (ci ≠ 0 ) 
składnikowi związanemu z wielokr otnie scałkowaną odp owiedzią 
swob odną odp owiada nie zanikający do zer a p r zeb ieg dany wzo-
r em L –1[C(s) /s n ] = cn–1 + cn–2 t + ... + c0 t n–1/ (n –1) ! , w modelu 
muszą zostać  uwzglę dnione wsp ó łczynniki wielomianu C(s). 
M odel r egr esyjny p r zyjmuje wó wczas p ostać  [4 ] 
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gdzie:  
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D yskr etnoczasowy odp owiednik modelu (12 ) dostaje się  stosu-

jąc znane algor ytmy numer ycznego całkowania do wyznaczania 
r egr esor ó w (15 ). W  najp r ostszy sp osó b  ob liczenia takie można 
wykonać  zastę p ując op er ator  całkowania znanym op er ator em 
T ustina:  1/s  ↔  0 ,5 T ( 1 + z –1 ) / ( 1 – z –1 ). N atomiast numer ycznie 
dokładniejsze, a zar azem minimalizujące kumulowanie b łę dó w, 
całkowanie metodą tr ap ezó w dane jest wzor em r ekur encyjnym 
(r = 1, ... , n ;  k = 1, 2 , ... ) 
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W opisanym podejściu całkowym nie występują już problemy 
z wiąz ane z e wz macnianiem wysokocz ęstotliwościowych  sz umó w 
pomiarowych , a wymag aną dokładność  całkowania (1 6 ) daje się 
uz yskać  nawet prz y stosunkowo dużej wartości okresu pró bkowa-
nia T. M etoda całkowa nie może być  niestety stosowana do bieżą-
cej identyf ikacji parametró w (1 4 ) modelu, g dyż naturalne narasta-
nie wartości całkowych  reg resoró w prowadz i nieuch ronnie do 
numerycz nych  prz epełnień  (f iltr 1  /s n jest niestabilny). I dentyf ika-
cję opisu (1 2 ) można ocz ywiście realiz ować  o f f -l i ne , jednak ko-
niecz ność  modelowania warunkó w pocz ątkowych  (ci) istotnie 
z większ a nakład oblicz eń . 
 

Metoda filtracji formującej 
 
P rz ytocz onych  powyżej mankamentó w modelowania całko-

weg o nie posiada metoda, w któ rej do f ormowania wspó łrz ęd-
nych  reg resyjnych  wykorz ystuje się odpowiednie f iltry dolno-
prz epustowe typu 
 

 1)1(
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 (1 7 ) 

 
albo 
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g dz ie G(s) są transmitancjami spotykanych  w praktyce f iltró w 
P oissona i całkująceg o (tj. realiz ująceg o n–krotne całkowanie  
w oknie cz asowym [ t – τ , t ]  o stałej dług ości τ ). P rz eksz tałcone 
ró wnanie operatorowe (2 ) prz yjmuje wó wcz as postać  
 

 })()()()()]({[)()()( sCsUsBsYsAssGsYssG nn ++−= . (1 9 ) 
 

P onieważ operację G(s) X(s) interpretuje się w dz iedz inie cz asu 
jako splot g(t) * x(t) syg nału x(t) z  odpowiedz ią impulsową  
g(t) = L –1[G(s)]  f iltru, metoda ta – z  uwag i na wz ory splotowe –  
naz ywana bywa metodą momentó w [1 ] . Z aniedbując składnik 
G(s)C(s) z wiąz any z  z anikającą odpowiedz ią swobodną uz yskuje 
się ró wnoważny (1 9 ) model reg resyjny [1 , 7 ]  
 

 )()()(*)( T)( tttytg n ∈+= θφ  (2 0 ) 
 

 T)()1( ]......[*)()( uuyytgt mn −−= −φ  (2 1 ) 
 

 T
001 ]......[ bbaa mn−=θ , (2 2 ) 

 
g dz ie:  
 ∫ −=

t
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oz nacz a wynik f iltracji G(s) kolejnych  poch odnych  (r = 0 , ... , n) 
opisany splotem. 
U wz g lędniając w dalsz ej dyskusji dog odniejsz y realiz acyjnie 

liniowy f iltr całkujący (1 8 ) doch odz imy do następującej f ormuły 
oblicz ania reg resoró w (2 3 ) w cz asie dyskretnym [2 , 4 ]  
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z  q–1 oz nacz ającym jednostkowe opó ź nienie:  q–1x(kT ) = x(kT – T ). 
D yskretyz acja (2 3 ) prz eprowadz ona z a pomocą podstawienia 
T ustina prowadz i do f ormuły (2 4 ) z  wielomianami operatorowymi 

Ω n(q–1) = (1  + q–1 + ... + q– L+ 1) n, Qn–r(q–1) = (0 ,5 T ) n–r (1  + q–1) n–r 
oraz  Dr(q–1) = (1  – q–1) r, prz y cz ym L = τ / T określa dyskretny 
h oryz ont obserwacji f iltru całkująceg o (tj. licz bę pró bek miesz -
cz ącą się w oknie cz asowym o sz erokości τ ). S tosując z aś meto-
dę trapez ową dostaje się identycz ną f ormułę (2 4 ) z  nowym 
wielomianem Qn–r(q–1) = T n–r Nn–r + 1(q–1) / (n – r + 1 ) ! oraz  wie-
lomianami Dr(q–1) i Ω n(q–1) podanymi wyżej. W oblicz eniach  
wykorz ystuje się wielomiany normalne [2 ]  (N0(q–1) = 1 ;  
p = 1 , ... , n + 1 ) 
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W prz edstawionej metodz ie dyskretnej aproksymacji modelu 

(2 0 ) wykorz ystuje się łatwo realiz owalne cyf rowe f iltry f ormujące 
typu F I R  (f iltr całkujący) lub I I R  (f iltr P oissona). Z e wz g lędu na 
dolnopasmowy ch arakter prz etwarz ania syg nałó w sz umy pomia-
rowe mog ą być  wstępnie odf iltrowane, z aś niez nane warunki 
pocz ątkowe ró wnania (1 ) nie mają wpływu na poprawność  identy-
f ikacji. S tałą cz asową τ z aleca się [7 ]  dobierać  tak, aby ch arakte-
rystyka amplitudowa | G( jω) | f iltru była dopasowana do pasma 
prz enosz enia obiektu. 
 
3. A l g o r y t m y  e s t y m a c j i  p a r a m e t r y c z n e j  
 
D otych cz as roz ważono ró żne tech niki dyskretnej aproksymacji 

identyf ikowaneg o modelu z  cz asem ciąg łym. Z ach owujący oryg i-
nalną parametryz ację opis dyskretny prz yjmuje wó wcz as postać  
ψ(kT ) = ϕ T(kT ) θ + ∈(kT ), g dz ie syg nał odniesienia ψ, wektor 
reg resji ϕ i wektor niez nanych  parametró w θ dane są wz orami 
(6 ) – (8 ), (1 2 ) – (1 4 ) lub (2 0 ) – (2 2 ). N ajprostsz y sposó b oceny 
parametró w modelu poleg a na z astosowaniu alg orytmu (ważo-
nych ) najmniejsz ych  kwadrató w (L S ). M inimaliz ując wskaź nik 
jakości w postaci wykładnicz o ważonej (0  < λ ≤ 1 ) sumy błędó w 
∈(kT ) dostaje się z nany wz ó r L S  
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w któ rym dla uprosz cz enia z apisu arg ument cz asowy kT z astąpio-
no indeksem k. 
Ł atwo pokaz ać , że dla λ = 1  i k → ∞ oceny L S  opisuje z ależność  

korelacyjna:  )(ˆ kθ = θ + { E [ϕ(k) ϕ T(k)]  }–1 E [ϕ(k)∈(k)] . O ceny te 
są z atem asymptotycz nie z bieżne do prawdz iwych  wartości θ, 
jeżeli reg resory ϕ(k) są nieskorelowane z  błędem resz towym ∈(k) 
(wó wcz as E [ϕ(k)∈(k)]  = 0 ). T aka z bieżność  z ach odz i wtedy, g dy 
∈(k) jest sz umem białym, cz yli ciąg iem niez ależnych  z miennych  
losowych  o z erowych  wartościach  ocz ekiwanych . W prz ypadku 
wewnętrz nie skorelowanych  sz umó w ∈(k) pojawia się natomiast 
niez erowa korelacja E [ϕ(k)∈(k)]  i oceny (2 6 ) z awierają błąd 
systematycz ny (obciążenie). 
Z astępując w (2 6 ) kolumnowy  wektor reg resji pewnym wekto-

rem ξ(k) nieskorelowanym z  procesem ∈(k) otrz ymuje się estyma-
tor z miennej instrumentalnej (I V ) 
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Z  uwag i na z ależność  )(ˆ kθ = θ + { E [ ξ(k) ϕ T(k)]  }–1 E [ ξ(k)∈(k)]  
oceny (2 7 ) są już asymptotycz nie z g odne, g dyż E [ ξ(k)∈(k)]  = 0 . 
P rz eksz tałcając wyrażenie (2 7 ) i korz ystając z e z naneg o lematu 

o odwracaniu macierz y alg orytmowi I V  można nadać  dog odną 
f ormę rekursywną (k = 1 , 2 , ... ) 
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 )]1(ˆ)()([)()()1(ˆ)(ˆ T −−+−= kkkkkkk θφξPθθ ψ , (2 9 ) 
 

p r z y  c z y m  d l a ξ(k) = ϕ(k) o t r z y m u j e  s ię  al g o r y t m  L S .  W ar t o ś c ią 
p o c z ąt k o w ą m ac ie r z y  k o w ar ian c y j n e j  j e s t  w  m e t o d z ie  L S  m ac ie r z  
d iag o n al n a, n p .  P(0 ) = d iag  ( 1 0 5 , . . .  , 1 0 5 ).  W  m e t o d z ie  I V  n at o -
m ias t  z al e c a s ię  w y k o r z y s t ać  j ak o  p o c z ąt k o w e  w ar t o ś c i P(k0)  
i θ̂ (k0) u z y s k an e  al g o r y t m e m  L S  p o  w y k o n an iu  k0 (n p .  k0 = 1 0 0 ) 
p o c z ąt k o w y c h  o bl ic z e ń  (2 8 ) – (2 9 ).  Z  k o l e i n ie s k o r e l o w an y   
z  bł ę d e m  r e s z t o w y m  w e k t o r  in s t r u m e n t al n y  ξ(k) w y z n ac z a s ię  [ 2 ]  
z g o d n ie  z e  w z o r am i (2 1 ) i (2 4 ).  W  m ie j s c e  z ak ł ó c o n y c h  d an y c h  
p o m iar o w y c h  y(k) n al e ż y  w ó w c z as  w s t aw ić  n ie  z aw ie r aj ąc ą s z u -
m u  o c e n ę  u z y s k an ą z  r ó w n an ia f il t r ac y j n e g o  (4 ) 
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(z  an = 1 ), p r z y  c z y m  z m ie n n ą s –1 z as t ąp io n o  t u  o p e r at o r e m   
T u s t in a.  W  p r z y p ad k u  e s t y m ac j i (2 8 ) – (2 9 ) r e al iz o w an e j  o n-l i ne  
w  m ie j s c e  p ar am e t r ó w  ai i bi w s t aw ia s ię  ic h  bie ż ąc e  o c e n y .  
W  p r z e p r o w ad z o n y c h  t e s t ac h  n u m e r y c z n y c h  id e n t y f ik o w an y  

by ł  m o d e l  (1 ) r z ę d u  n = 2 .  P r z y j ę t o , ż e  s y g n ał  w e j ś c io w y  m a p o -
s t ać  u(t) = s in  0 ,7  t + s in  1 ,1  t + s in  1 ,7  t + s in  2 ,1  t , a  p o m iar  s y g n ał u  
w y j ś c io w e g o  y(k) = y(t) | t= k T  , p r z y  o k r e s ie  p r ó bk o w an ia T = 0 ,0 5  s , 
z ak ł ó c o n y  j e s t  g au s s o w s k im  s z u m e m  biał y m  w(k).  A p r o k s y m ac j ę  
d y s k r e t n ą w s p ó ł r z ę d n y c h  r e g r e s y j n y c h  p r z e p r o w ad z o n o  z a p o m o -
c ą f il t r u  c ał k u j ąc e g o  z  h o r y z o n t e m  o bs e r w ac j i τ =1  s  (L = 2 0 ).  
O c e n y  L S  i I V  p ar am e t r ó w  m o d e l u  u z y s k an o  m e t o d am i r e k u r -
s y w n y m i (c z as  s y m u l ac j i 3 0 0  s , be z  z ap o m in an ia:  λ = 1 ), p r z y  
c z y m  w  k o l e j n y c h  t e s t ac h  z m ie n ian o  m o c  s z u m u  p o m iar o w e g o , 
t ak  aby  s t o s u n e k  ρ = σw /σy d y s p e r s j i s z u m u  p o m iar o w e g o  d o  
d y s p e r s j i s y g n ał u  w y j ś c io w e g o  p r z y j m o w ał  w ar t o ś c i w  z ak r e s ie  
o d  1 0  %  d o  3 0  % .  P r z e d s t aw io n e  w  t abe l i 1  w y n ik i z o s t ał y  d l a 
k o l e j n y c h  w ar t o ś c i ρ u ś r e d n io n e  k aż d o r az o w o  p o  5 0  r e al iz a-
c j ac h .  
 

Tab. 1.  O c e n y  p ar am e t r ó w  m o d e l u  u z y s k an e  m e t o d am i  L S  i  I V  
Tab. 1.  P ar am e t e r  e s t i m at e s  o f  a m o d e l ,  o bt ai n e d  f r o m  t h e  L S  an d  I V  m e t h o d s  
 

ρ 
a1 ± σ a1 
(a1 = 3 , 0 )  

a0 ± σ a0 
(a0 = 4 , 0 )  

b1 ± σ b1 
(b1 = 0 , 8 )  

b0 ± σ b0 
(b0 = 6 , 0 )  

10  %    L S  
           I V  

2 , 8 11 ± 0 , 0 3 1 
3 , 0 0 1 ± 0 , 0 3 5  

3 , 6 8 4  ± 0 , 0 5 4  
4 , 0 0 1 ± 0 , 0 6 1 

0 , 8 9 2  ± 0 , 0 18  
0 , 8 0 0  ± 0 , 0 2 0  

5 , 4 9 5  ± 0 , 0 8 5  
6 , 0 0 0  ± 0 , 0 9 6  

2 0  %    L S  
           I V  

2 , 4 2 1 ± 0 , 0 4 4  
3 , 0 0 0  ± 0 , 0 7 1 

3 , 0 4 2  ± 0 , 0 7 8  
4 , 0 0 1 ± 0 , 12 2  

1, 0 7 6  ± 0 , 0 2 9  
0 , 7 9 9  ± 0 , 0 4 1 

4 , 4 6 0  ± 0 , 12 0  
5 , 9 9 9  ± 0 , 19 3  

3 0  %    L S  
           I V  

2 , 0 6 0  ± 0 , 0 4 4  
3 , 0 0 1 ± 0 , 10 8  

2 , 4 6 6  ± 0 , 0 8 5  
4 , 0 0 4  ± 0 , 18 6  

1, 2 3 3  ± 0 , 0 3 5  
0 , 7 9 7  ± 0 , 0 6 2  

3 , 5 2 1 ± 0 , 12 5  
6 , 0 0 3  ± 0 , 2 9 3  

 
 
P r z e p r o w ad z o n e  t e s t y  n u m e r y c z n e  p o k az u j ą, ż e  al g o r y t m  

z m ie n n e j  in s t r u m e n t al n e j  z ad o w al aj ąc o  r ad z i s o bie  z  w e w n ę t r z n ie  
s k o r e l o w an y m i s z u m am i p o m iar o w y m i, p o d c z as  g d y  o bc iąż e n ie  
o c e n  L S  z n ac z ąc o  r o ś n ie  z e  w z r o s t e m  p o z io m u  s z u m u .  J e d n o c z e -
ś n ie  p r z y  z w ię k s z an iu  m o c y  t e g o  s z u m u  n ie  n as t ę p u j e  z au w aż al n e  
p o g o r s z e n ia d o k ł ad n o ś c i o c e n  I V .  W ar t o  z au w aż y ć , ż e  m e t o d a I V  

p o z w al a u s u w ać  bł ąd  s y s t e m at y c z n y  e s t y m ac j i n ie z al e ż n ie  o d  
t y p u  r o z k ł ad u  p r aw d o p o d o bie ń s t w a ad d y t y w n e g o  z ak ł ó c e n ia.  
 
4. W n i o s k i  
 
W  p r ac y  p r z e d s t aw io n o  i p o r ó w n an o  r ó ż n e  m e t o d y  d y s k r e t n e j  

ap r o k s y m ac j i m o d e l i z  c z as e m  c iąg ł y m .  W y k az an o , ż e  s t o s u j ąc  
o d p o w ie d n io  d o s t r o j o n y  f il t r  f o r m u j ąc y  u z y s k u j e  s ię  p r o s t y   
w  im p l e m e n t ac j i d y s k r e t n o c z as o w y  o d p o w ie d n ik  r ó w n an ia r ó ż -
n ic z k o w e g o .  P o n ie w aż  o t r z y m y w an e  w  t e n  s p o s ó b o p is y  r e g r e s y j -
n e  z ac h o w u j ą o r y g in al n a p ar am e t r y z ac j ę  m o d e l u  w  d z ie d z in ie  
c iąg ł e j , z ad an ie  id e n t y f ik ac j i d aj e  s ię  r o z w iąz y w ać  k l as y c z n y m i 
m e t o d am i e s t y m ac j i p ar am e t r y c z n e j .  T r z e ba p o n ad t o  p o d k r e ś l ić , 
ż e  m e t o d a ap r o k s y m ac j i z  l in io w y m  f il t r e m  c ał k u j ąc y m  t y p u  
F I R  n ad aj e  s ię  t ak ż e  d o  d y s k r e t n e j  ap r o k s y m ac j i r ó w n ań  r ó ż -
n ic z k o w y c h  n ie l in io w y c h  [ 5 ]  o r az  r ó w n ań  r ó ż n ic z k o w y c h  c z ąs t -
k o w y c h  [ 8 ] .  P r z y d at n o ś ć  m e t o d  id e n t y f ik ac j i m o d e l i c iąg ł y c h , 
g d z ie  z ac h o w an ie  f iz y c z n e j  in t e r p r e t ac j i p ar am e t r ó w  u ł at w ia 
w e r y f ik ac j ę  u z y s k iw an y c h  w y n ik ó w , w y k az an o  r ó w n ie ż   
w  p r ac ac h  [ 3 , 6 , 1 0 ] .  
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