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Streszczenie. W pracy skoncentrowano si¢ na zjawisku niewspoOtmierno$ci
modalnej drgan. Zjawisko to wykorzystano do przyspieszenia eliminacji drgan
niskiej czgstotliwosci. Niewspoimierno$¢ uzyskano przez cykliczne dotaczanie
iodlaczanie dodatkowego elementu inercyjno - sprezystego. W celu
zweryfikowania skutecznosci metody zbudowano 1 przetestowano model
numeryczny zjawiska. Testowanym uklfadem jest model przgsta mostu
z pojedynczym odciagiem. Charakterystyka przesta jest modyfikowana przez
dofaczanie i odlaczanie dodatkowej przeciwmasy zaczepionej na przeciwnym
koncu odciagu.

1. WSTEP

W pracy oméwiono wybrany aspekt dynamiki uktadow ciagltych. Uwage skupiono na
problemie eliminacji drgan stabo tlumionych. Zaproponowano dziatania mogace przyspieszy¢
eliminacj¢ drgan. Zrezygnowano z montowania dodatkowych elementow tlumiacych.
Wykorzystano efekty wynikajace z cyklicznych zmian sztywnosci. Zmiany takie mozna
przeprowadzi¢ poprzez dolaczanie 1 odiaczanie elementu sprezysto - inercyjnego.
Czestotliwosci 1 postaci drgan ukladu przed zmiana sa odmienne od czestotliwosci 1 postaci
drgan ukfadu po zmianie. Méwimy, ze wspomniane drgania sa modalnie niewspdimierne
(odmienne). Stosowano nagla (skokowa) modyfikacje wilasciwosci modalnych. Podczas
zmiany sztywnosci, przemieszczenia i predkosci punktéw ukladu nie zmieniaja sig¢. Poniewaz
przemieszczenia i predkosci punktéw materialnych (odpowiadajace pojedynczej wspotrzednej
modalnej ukfadu przed modyfikacja) nie sa zgodne z ktorakolwiek z postaci drgan ukfadu
zmodyfikowanego, pojedynczej wspotrzednej modalnej uktadu przed modyfikacja odpowiada
kombinacja liniowa wspotrzednych modalnych uktadu po zmianie sztywnosci. Wzbudzane sa
drgania kilku (a najcze$ciej wszystkich) postaci drgan, takze tych postaci, ktorych drgania
zanikaja szybko. Przyspiesza to rozproszenie energii. Niestety, w ukladzie o zmienionej
sztywnosci pojawiaja si¢ takze postacie, ktorych drgania sa stabo tlumione. Te drgania
zmniejszaja si¢ tylko w niewielkim stopniu. Aby przyspieszy¢ ich zanikanie, potrzebna jest
ponowna zmiana charakterystyki modalnej uktadu (np. do poczatkowej). Takze teraz powinny
pojawi¢ si¢ postacie, ktorych drgania szybko zanikaja. Mozna przypuszczaé, ze cykliczne
zmienianie sztywnosci przyspieszy rozpraszanie energii i przyspieszy zanikanie dran.
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Idea wykorzystania zjawiska niewspdimiernosci modalnej nie jest pomystem catkowicie
nowym. Zostala zaproponowana przez Diaza i Mukherjee’a [1, 2]. Analizowali oni
kratownicg, w ktorej umieszczono dziewi¢¢ dodatkowych odciagdw. Obserwowali pierwszych
sze$¢ postaci drgan kratownicy. Tylko trzy z tych postaci udostepnialy mozliwosé
kontrolowania (tlumienia) drgan. Pozostale drgania wyeliminowano dzigki cyklicznym
zmianom sztywno$ci ukladu (napinanie 1 luzowanie odciagow). W kolejnym tescie
weryfikowano efekty dodawania mas w wybranych, strategicznych miejscach kratownicy.
Efekty niewspdimiernosci modalnej prezentowano takze w pracy [3]. Do przgsta z odciagiem
dofaczano i1 odlaczano dodatkowy, drugi odciag. Wykazano skuteczno$¢ metody. Wskazano
zagrozenia wynikajace z malej masy elementu odtaczanego.

W obecnej pracy zmodyfikowano element dolaczany. Zamodelowano przgsto mostu
z odciagiem. Sztywno$¢ i tlumienie sa niskie. Wystepuja stabo tlumione drgania niskiej
czgstotliwosei. Odciag przeciagnigto przez krazek umieszczony na szczycie pilonu (rys. 1). Po
przeciwnej stronie krazka polaczono odciag z masa na sprezynie. Niewspotmiernosé
wymuszana jest przez blokowanie obrotu krazka. Modyfikuje to wlasciwosci modalne uktadu.
W celu efektywno$ci zanikania drgan przeprowadzono test na modelu numerycznym.

Prezentowana pracg¢ podzielono na cztery rozdzialy. W rozdziale drugim przedstawiono
uklad poddany analizie. Zaproponowano takze sposob modelowania jego dynamiki.
Do modelowania wykorzystano metodg elementdw skonczonych. Podano najwazniejsze wzory
opisujace dynamike¢ uktadu zbudowanego z elementéw belkowych i pretowych. Rozdziat trzeci
prezentuje wyniki obliczen numerycznych. Osobno przebadano uklady bez przeciwmasy
1z przeciwmasa. Przedstawiono wyniki analizy modalnej oraz przebiegi czasowe uzyskane
droga catkowania numerycznego. Przeanalizowano efekty wynikajace z niewspotmiernosci
modalnej. Zaproponowano sekwencje przelaczen pomigdzy konfiguracjami ukladu.
Wyznaczono i zaprezentowano odpowiednie przebiegi czasowe. Rozdzial czwarty
przeznaczono na prezentacj¢ podsumowania i wnioskow.

2. UKLAD PODDANY ANALIZIE

Przyjeto, ze sztywnos¢ i thumienie wystepujace w ukladzie sa niskie. Oznacza to obecnosé
stabo thumionych drgan niskiej czgstotliwosci. Wykorzystujac metodg elementow skonczonych,
zbudowano model hipotetycznego ukiadu. Poniewaz skoncentrowano si¢ na obserwacji
zjawiska, odniesienia do potencjalnego obiektu rzeczywistego zminimalizowano. Przyjeto niski
poziom dyskretyzacji modelu. Do zamodelowania przgsta wykorzystano 10 ptlaskich
elementow belkowych (rys. 1). Do opisu odksztalcenia przgsta wykorzystano przemieszczenia
w weztach. Wezly moga przemieszczac si¢ w pionie i obracaé si¢. Przemieszczenia wzdluzne
zablokowano. Odciag i ciggna przeciwmasy zamodelowano jako elementy pretowe.
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Rys. 1. Schemat uktadu poddanego analizie

Wspohrzedne ¢q; + g2, opisuja deformacje przesta, q;;, 23+ q30 opisuja deformacje odciagow
1 polozenie przeciwmasy. Na liScie tej dwukrotnie wystgpuje wspotrzedna ¢g,;. Dzieje si¢ tak,
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poniewaz wspohrzedna ¢;; opisuje przemieszczenie pionowe punktu faczacego belkg z
odciagiem. Zmiennymi sa wspotrzedne: ¢> + g0 , ¢22 , q24 + q29 . Pozostale wspoOtrzedne
zablokowano. Nadano im stale, zerowe wartosci. Czasowo blokowana jest takze wspotrzedna
426, Opisujaca obrot krazka.

W celu opisu dynamiki przyjeto: globalny uklad odniesienia (polaczony z cialem
odniesienia) oraz lokalne uklady elementow belkowych. W ukladzie lokalnym elementu
belkowego kierunek przemieszczenia jest rownolegly do osi y,, 0§ obrotu rownolegla do osi y;.
Kazdy element opisuja dwa wezly. Dla elementu prgtowego kierunek odksztalcenia jest
rownolegly do osi y;. Nadajac weztom elementu numery i oraz j, wspotrzednymi elementu sa
[4-6]:

ﬁpe 2001(671'1:‘?;1): abe :COZ(inqu(y’ququﬁ)’ (D
gdzie: ¢q,,q, - przemieszczenia weziOw elementu pretowego (rys. 2a); ¢,,,q;,-
przemieszczenia wezlow elementu belkowego (rys. 2¢); ¢, q,, - obroty wezlow elementu

belkowego, (rys. 2¢); symbol * oznacza, ze przemieszczenia mierzono w uktadzie lokalnym.
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Rys. 2. Szczegoly modelu elementu skonczonego: przemieszczenia elementu pretowego (a);
transformacjg lokalnego i globalnego uktadu wspotrzednych (b); przemieszczenia
elementu belkowego (c)

Obciazenie przytozono jedynie w wezltach. Odpowiednimi sitami uogdInionymi sa:

ZCOZ(ﬁiZ’ﬁiﬁ’ﬁ'Z’Pjﬁ)’ (2)

J

P, =col(P,,P,) P,

gdzie: 131.1, 13;1 - obcigzenie wezlow elementu pretowego (wspolliniowe do osi y;); f;z, f_)/z -

obciazenie (sity) weztow elementu belkowego (wspotliniowe do osi y,); P, Py - obciazenie
(momenty sit) wezlow elementu belkowego (wspotliniowe do osi y;).

Dla kazdego punktu materialnego (wycinka o dlugosci elementarnej) elementu (punkt A4)
przemieszczenia uzalezniono od przemieszczen w weztach. Otrzymano

CO/(dAz:dAe) = Nbe(g) ’ 6be P (3)
gdzie: ﬁbe - funkcja ksztattu.

Dla elementu pretowego funkcje ksztaltu zaproksymowano funkcjami liniowymi, natomiast
w elemencie belkowym wykorzystano wielomiany 3 stopnia [4-6]:

_ _ 2T (G- HE) 203 L =C)] L (4)
No)=l-¢) ¢l No(g)=| 6¢°-¢) g RO g g
L, L
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gdzie: ¢ =x,/I, - wspohrzedna wzglednego potozenia punktu na elemencie.
Takze predkosci punktu 4 wyrazono za pomoca funkcji ksztattu i otrzymano

CO/(aAz:aAﬁ) = Nbe ©)- abe (5)

Do opisu dynamiki wybranych elementéw potrzebne sa macierze mas i sztywno$ci. Maja one
postac [4-6]:

156 220 54  —13L 12 6/,  —12 6l,
o _PEL 41 131, -3 . _EJ, 4 -6l 21} |, (6a)
420 156 220 | P 12 ~6l,
sym. 41’ sym. 41’
R I T T (6
6 | sym. 2 ;| sym. 1

gdzie: 4,,.C,, - macierze elementu belkowego; 4,,,;C

be’

e - Macierze elementu pretowego.

Macierze tlumienia przyjgto jako proporcjonalne do macierzy mas i sztywnosci [4-6]:

A

B,=aA, +pC,. (7)

Rownania (1+7) opisuja zachowanie elementu w lokalnym ukladzie wspotrzednych,
zwigzanym z analizowanym elementem. Dalsze kroki wymagaja ich transformacji do uktadu
globalnego. W elemencie belkowym wspotrzedne i1 macierze nie ulegaja zmianie (brak
wzglednego obrotu uktadow). Otrzymujemy:

qbe = abe > Pbe = ﬁbe > Abe = Abe > Cbe = CAbe ’ Bbe = ébe ° (8)
W wypadku elementu prgtowego (rys. 2.b) macierza transformacji jest [4-6]:
o - {cos(a”) cos(a,,) 0 0 } )
! 0 0 cos(a,,) cos(a,,)

a zwiazki pomigdzy wspotrzednymi i macierzami opisuja relacje [4-6]:

9.,-0,q, P.,=0, P A ,=0..A ,0; C,=0".C,0; B,=0".B,0,./(0)
Rownania elementow sa laczone. Tworzony jest wektor przemieszczan gq,, zawierajacy
przemieszczenia wszystkich wezlow ukladu. Podczas jego budowy laczone sa bloki
zawierajace wspohrzedne opisujace przemieszczania kolejnych wezidow. W podobny sposob
budowany jest wektor sit uogolnionych P, . Po polaczeniu, przyjmuja one postac:

q, =col(q,) ; P, = col(P) : i=1,2,...,w, (11)

c

gdzie: q; - wektor przemieszczeh w wezle i; P, - wektor sit uogdlnionych w wezle i.
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Podobnie jak przemieszczenia, laczone sa macierze réwnan dynamiki. Macierze elementu
A, C,, B, dzielone sa na bloki odpowiadajace przemieszczeniom w poszczegolnych wezlach.
Bloki te umieszczane sa w macierzach A, C,, B, opisujacych dynamike elementu
we wspoOtrzednych ukladu [4-6]. Umieszczane sa na przecigciach pasm o numerach
odpowiadajacych numerom weztow elementu skonczonego:

A B

Ae:[A B} i | . Z (12)

c D j

i
Macierze te sa sumowane w celu uzyskania macierzy dynamiki uktadu. Otrzymujemy [4-6]:
A=A > C=XrC . B =3B, (13)
gdzie: n, — liczba elementow rozwazanego ukladu.

Na zakonczenie wusuwane sa wiersze 1 kolumny odpowiadajace blokowanym
przemieszczeniom. Zmniejsza to rozmiar macierzy. Alternatywnie pozostawia si¢ blokowane
wiersze 1 kolumny, zerujac znajdujace si¢ w nich wartosci i wstawiajac ,,1” na gldwne;j
przekatnej. Koncowa posta¢ rownan dynamiki uktadu mozna zapisa¢ [4-6]:

Ac'dc+Bc'qc+Cc'qc:Pc' (14)

3. WYNIKI TESTU NUMERYCZNEGO

Rownania (1+14) wykorzystano do utworzenia modelu numerycznego. Obliczenia
wykonano w MATLABie [7]. Zamodelowano przgsto o dlugosci 9 metréw wykonane
z bardzo wiotkiej stalowej belki. Przekroj belki ma wysokos$¢ 4 = 0,05 m i szeroko$¢ a = 0,2
m. Przgsto podzielono na 70 elementéw skonczonych. W wezle srodkowym zamocowano
odciag. Jego drugi koniec umieszczono na wysokosci 4 metréw. Zamocowano go do krazka
umieszczonego na pylonie stojacym ponad pierwszym weztem przgsta. Odciag zamodelowano
jako pojedynczy stalowy element pretowy. Pole powierzchni odciagu przyjeto 4., = 0,25-107
m’. Dla modelu z zablokowanym odciagiem przeprowadzono analize modalna, ktorej wyniki
przedstawiono w tabeli 1. Wyniki uzyskano dla bardzo niskiego tlumienia wewngtrznego. Do
dalszej analizy wybrano pierwsza posta¢ drgan (rys. 3a).

Tabela 1. Wyniki analizy modalnej — blokowany odciag

postac czes¢ rzeczywista czes¢ urojona czestotliwos¢ (Hz) | ksi(%)
1 -0,0038 -12,36 1,97 0,03
2 -0,0061 -15,60 2,48 0,04
3 -0,0398 -39,91 6,35 0,10
4 -0,1258 -70,92 11,29 0,18
5 -0,2935 -71,26 11,34 0,41
6 -0,3510 -119,98 19,10 0,30
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Wyniki potwierdzaja, ze drgania zgodne z pierwsza postacia sa drganiami stabo ttumionymi.
Wspotezynnik thumienia postaci wynosi jedynie 0,03%. Wynik ten zweryfikowano.
Wygenerowano wychylenie poczatkowe zgodne z pierwsza postacia drgan. Nastepnie
przeprowadzono calkowanie numeryczne przebiegu czasowego wychylonego uktadu.

Zasymulowano 20 sekund ruchu uktadu. Ruch wybranego wezta przedstawiono na rys. 4a.
Uzyskany przebieg potwierdza niska skuteczno$¢ thumienia.

pierwsza postac

Q
~
O
-

pierwsza postaé

0,75

0,5

przemieszczenie [cm]
przemieszczenie [cm]

o

3 6 9

3 6 9
potozenie na przesle [m]

potozenie na przesle [m]
Rys. 3: Przemieszczenia pionowe w weztach przesta: uklad z zablokowanym odciagiem (a);
uklad z dodana przeciwmasa (b)

Uzyskane wyniki potwierdzity konieczno$¢ zwigkszenia ttumienia w uktadzie. Uzyskano to,
przedtuzajac odciag i umieszczajac na jego koncu przeciwmasg (m, = 300 kg) z tlumikiem
(cp = 20 Ns/m) umieszczonym pomigdzy masa a otoczeniem. Do polaczenia odciagu
z przeciwmasa wykorzystano 4 elementy prgtowe o dhugosci /,, =1 m kazdy i o przekroju
poprzecznym A, = 0,64-10° m’. Dodatkowo mase potaczono z otoczeniem. Uzyto wiotkiego
elementu pretowego o dlugosci /.3 =/ m i polu przekroju A4.; = 0,1-1 0 m’. Przeprowadzono
analiz¢ modalna zachowania uktadu z przeciwmasa (tabela 2).

Tabela 2. Wyniki analizy modalnej — uktad z przeciwmasa

postac czes¢ rzeczywista czes¢ urojona czestotliwos¢ (Hz) | ksi(%)
1 -0,0114 -10,38 1,65 0,11
2 -0,0061 -15,60 2,48 0,04
3 -0,1647 -28,48 4,53 0,58
4 -0,0540 -40,58 6,46 0,13
5 -0,1258 -70,92 11,29 0,18
6 -0,3598 -119,94 19,09 0,30

Profil pierwszej postaci drgan przedstawiono na rys. 3b. Dodanie przeciwmasy tylko
nieznacznie zmienito profil postaci. Poprawito wspotczynnik tlumienia (rys. 4b- obwiednia).
Wzrést on kilkukrotnie. Mimo to przyjmuje nadal bardzo niska warto$¢ réwna 0,11 %.

przemieszczenie $rodka przesta

a

) 0,015
0,005

-0,004

przemieszczenie [m]

0,015, 5 10 15 20

czas [s]

O

przemieszczenie [m]

)0,015

przemieszczenie $rodka przesta

0,005/

-0,005

-0.015, 5 10 15 20
czas [s]

Rys. 4. Przemieszczenia pionowe w wybranym wezle przgsta: ukfad z zablokowanym
odciagiem (a); porownanie uktadu z dotaczona przeciwmasa (zarys obwiedni i koncowy
fragment wykresu) i uktad z przetaczana przeciwmasa (b)
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W kolejnym etapie przeprowadzono test efektywnosci zjawiska niewspotmiernosci
modalnej. Podczas testu czterokrotnie dofaczano 1 trzykrotnie odlaczano przeciwmasg.
Momenty dolaczenia i odlaczenia przeciwmasy dobierano tak, aby odpowiadaly one
odpowiednio: brakowi napigcia odciagu w momencie odlaczania i lokalnego maksimum
predkosci przeciwmasy w momencie dotaczania. Czekanie na odpowiedni moment
przelaczania rozpoczynano kolejno w: 2; 4, 7; 9; 12; 15; 18; 20 sekundzie. Uzyskane
przebiegi predkosci przeciwmasy przedstawiono na rys. 5. Przemieszczenia $rodka przesta
przedstawiono na rysunku rys. 4b. Pordwnano je z przemieszczeniami uzyskanymi dla uktadu
z przeciwmasa podiaczona na stale (obwiednia i koncowy fragment wykresu). Uzyskany
przebieg potwierdza pozytywny wplyw dofaczania/odlaczania przeciwmasy na mozliwos¢
wytlumienia drgan analizowanej postaci.

predkosc¢ przeciwmasy

0,05
7 0025
£
s o
g
3 0,025
o
-0.05 5 10 15 20

czas [s]
Rys. 5: Predkos¢ przeciwmasy

Dodatkowym kryterium oceny jest zmiana energii kinetycznej drgania. Obliczono wartos¢
energii na kolejnych etapach przelaczania konfiguracji uktadu. Jej stan poczatkowy wynosit
2,0683 J. Na kolejnych etapach przelaczania malat i osiagnat wartosci: 71,9761, 1,5983;
1,5363; 1,3949; 1,3243; 1,0417; 1,0157 J. W tym czasie energia kinetyczna przeciwmasy
przyjmowala wartosci: 0,3187; 0,0144; 0,1462; 0,0016; 0,2604;, 0,0175; 0,1083 J.
Dla porownania, koncowa energia kinetyczna ukladu zablokowanego (masa dodatkowa
permanentnie odlaczona) przy identycznym czasie trwania ruchu (36 okreséw oscylacji)
wyniosta 7,7899 J.

4. WNIOSKI

Zjawisko niewspotmierno$ci modalnej mozna wykorzysta¢ do przyspieszenia procesu
eliminacji drgan. Jest szczegbélnie korzystne w tych sytuacjach, gdy nie ma mozliwosci
instalacji elementéw o wysokich wspolczynnikach thumienia. Wprowadza mozliwos¢
przesunigcia energii drgania do innej postaci, w tym do postaci lepiej thumione;.

Dla efektywnego dzialania istotny jest dobor wielu parametréw. Istotny jest dobor
parametréw sprezysto-masowych przeciwwagi. Nalezy dazy¢ do tego, aby ruchowi przesta
odpowiadal duzy ruch przeciwwagi. Istotny jest wybor momentu odlaczenia przeciwwagi tak,
aby w momencie odlaczenia miala ona duza energi¢ kinetyczna. Nie jest to zadanie trywialne,
gdyz ruch przeciwwagi jest ztozeniem kilku ruchéw harmonicznych. Istotny jest takze moment
dofaczenia przeciwwagi. Powinno to nastapi¢ przed catkowitym wytlumieniem drgan
przeciwwagi. Catkowite wytlumienie jej ruchu nie jest korzystne. Czas potrzebny
na wytlumienie pozostajacej niewielkiej energii drgan mozna wykorzysta¢ do ponownego
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rozruszania przeciwwagi. Istotny jest taki dobor miejsca przylozenia odciagu, aby powigkszy¢
amplitudy drgan tych postaci, dla ktorych drgania zanikaja najszybcie;.
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MODAL DISPARITY INDUCTED BY AN INERTIA-ELASTIC
ELEMENT USED FOR VIBARATIONS ELIMINATION
FOR LOW FREQUENCIES OF VIBRATIONS

Summary. The paper presents effects of the modal disparity. The phenomenon is
used to accelerate eliminations of low damped, low frequency vibrations present in
a mechanical system. The disparity is indicated by an inertia-elastic element present
in the system. The element is periodically connected/disconnected from the rest of
the system. To verify efficiency of this method, a numerical model of a system is
proposed in the paper. It refers to a single span of a bridge supported by a single
cable stay. The span modal characteristic is modified by periodic
connections/disconnections between a stay and a pylon. To increase inertia of the
disconnected stay, some additional countermass is attached to the released end
of the stay.
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