MODELOWANIE INZYNIERSKIE ISSN 1896-771X
39, s. 127-134, Gliwice 2010

ROWNANIA WIEZOW POMIEDZY UKEADEM
WIELOCZL.ONOWYM I MODELEM ZY¥.0ZONYM Z ELEMENTOW
SKONCZONYCH

KRZYSZTOF LIPINSKI

Katedra Mechaniki i Wytrzymatosci Materiatow, Politechnika Gdanska
e-mail: klipinsk@pg.gda.pl

Streszczenie. W pracy zaprezentowano réwnania punktowego kontaktu
pomiedzy ukladem wielocztonowym 1 struktura odksztalcalng. Uklad
wieloczlonowy zbudowano z nieodksztalcalnych czlonéw polaczonych parami
kinematycznymi. Cze¢$¢ odksztalcalna zbudowano z elementéw skonczonych.
Zarysowano sposob wyznaczania réwnan modelu wielocztonowego i modelu
odksztalcalnego.  Wyznaczono réwnania wigzéw. Uklad algebraiczno-
rézniczkowy przeksztalcono do postaci rézniczkowej. Wykorzystano do tego
dedykowana wersje¢ metody podzialu zmiennych. Wyeliminowano wspdhrzedne
zalezne imnozniki Lagrange’a. Zagadnienie zilustrowano  przykladem
numerycznym.

1. WSTEP

W pracy zaprezentowano rownania wynikajace z punktowego kontaktu pomigdzy uktadem
wielocztonowym 1 struktura odksztalcalng (rys. la). Rozwazania dotyczace mechanizmu
(uktadu  wieloczlonowego) ograniczono do ukltadow zbudowanych =z czlonow
nieodksztalcalnych.  Struktur¢ odksztalcalna zamodelowano za pomoca elementow
skonczonych, mimo ze spotykany w wielu praktycznych zastosowaniach punktowy kontakt
mechanizmu 1 struktury odksztalcalnej rzadko prezentowany jest w publikacjach naukowych.
Wyjatkiem jest kontakt kolo/szyna zaprezentowany w pracy [4]. Kolo to element struktury
wielocztonowej. Szyna to element odksztalcalny. Proponowane rozwiazanie to elastyczny
kontakt kota i szyny. Pomigdzy koto i szyng wprowadzono sprezyng i thumik o wysokich
wspoélczynnikach  sztywnosci 1 tlumienia. Innym wyjatkiem jest kontakt pomigdzy
pantografem i kablem elektrycznym dostarczajacym prad. Opisano go w pracach [5, 6]

Zaleta elastycznego kontaktu jest prostota modelu. Wady to niedoktadnos$ci wyznaczenia
pozycji kontaktu, drgania ukladu na fikcyjnej elastyczno$ci, problemy numeryczne
wynikajace z wprowadzenia duzych sztywnosci (mate kroki catkowania). Alternatywa
zaproponowana Ww obecnej pracy jest kontakt opisany réwnaniami wigzéw. Brak jest
obszernej literatury tego zagadnienia. Formulowanie réwnan wigzéw wymaga potaczenia
elementow pochodzacych z dwoéch strukturalnie réznych modeli. Laczona jest kinematyka
ukladu  wieloczlonowego  z kinematyka elementu  skonczonego. Budujac  ukiad
wieloczlonowy, nieodksztatcalne czlony potaczono parami kinematycznymi o jednym stopniu
swobody (weztami). Wspotrzednymi ukladu sa wspohrzedne zlaczowe (przemieszczenia
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w weztach). Ich zmienno$ci sa znaczne. Roéwnania dynamiki uzyskano, korzystajac
z klasycznej metody opisanej w pracach [7, 8]. Relacje opisujace dynamike zapisano jako
liniowe rownania przyspieszen oraz nieliniowe rownania predkosci i przemieszczen. Model
czesci elastycznej zbudowano z elementow skonczonych. Jej ruchem sa odksztalcenia (brak
ruchu unoszenia). Korzystano z klasycznej metody opisanej w pracach [1-3]. Wspotrzednymi
modelu sa przemieszczenia wybranych punktéw (weztdw). Zmiennos¢ ich wartos$ci jest mata.
Przemieszczenia pozostatych punktow opisano przy pomocy przyjetej a priori funkcji
ksztaltu. Wyznaczono réwnania opisujace dynamik¢ ukladu. Uzyskane relacje zapisano jako
liniowe réwnania przys$pieszen, predkosci oraz przemieszczen weztow.

Rozwazania skoncentrowano na poszukiwaniu analitycznej postaci réwnan wigzow.
Opisano nimi kontakt (dopuszczalny poslizg), jaki wystepuje pomigdzy ukladem
wieloczlonowym 1 elementem odksztalcalnym. Do opisu kontaktu wykorzystano wigzy
skleronomiczno-holonomiczne. Po wyznaczeniu réwnan wigzéw wspotrzedne ukiadu
dzielone sa na zalezne i niezalezne. Ide¢ podzialu zaczerpnigto z pracy [9]. Opisana tam
klasyczna metoda podzialu zmiennych jest modyfikowana, to znaczy dopasowywana jest do
specyfiki prezentowanych rozwazan.

a) koncowy element

struktura
wielocztonowa

Rs
I
X

/z 0

ciato odniesienia

Rys. 1. Analizowany ukiad: kontakt belki i manipulatora (a); uktad wielocztonowy (b)

punkt kontaktu odksztafcalna belka

W pracy wydzielono pi¢¢ rozdzialow. W pierwszym, po wstegpie, zaprezentowano
podstawowe zalezno$ci opisujace uklady wielocztonowe. W czgéci nastepnej przedstawiono
zarys metody elementéw skonczonych. Zaprezentowano réwnania wybranego typu elementu
(element belkowy). Rozdziat trzeci poswiecono prezentacji rownan wigzow. Kolejny rozdziat
przedstawia przyklad numeryczny. Plaski manipulator oparto na plaskie belce odksztalcalne;.
Punkt kontaktu ma stale polozenie na manipulatorze, moze S§lizga¢ si¢ (bez tarcia) po
powierzchni belki. Rownania dynamiki scalkowano numerycznie. Przedstawiono wybrane
wyniki. Ostatni rozdzial przeznaczono na prezentacje wnioskdw i podsumowanie.

2. DYNAMIKA UKEADU WIELOCZLONOWEGO

Analiz¢ ograniczono do uktadow zbudowanych z nieodksztalcalnych cztonéw. Potaczono
je weztami (parami kinematycznymi o jednym stopniu swobody). Ograniczono si¢ do ukladu
posiadajacego formg otwartego tancucha kinematycznego. Rozpoczyna si¢ on od
nieruchomego czlonu odniesienia. Czlony numerowano w kolejnosci wystgpowania
w tancuchu (rys. 1b). Czton odniesienia otrzymuje numer zero.

Dla wszystkich czlondw wyprowadzono predkosci i przyspieszenia $rodkoOw mas oraz
predkosci 1 przyspieszenia katowe. Wyznaczajac je w ukladzie zwiazanym z czlonem
odniesienia, przedstawiono je jako kombinacje liniowe wektoréw czastkowych. Mnoznikami
sa predkosci (przyspieszenia) wspotrzednych zlaczowych. Zapisano je w postaci zwartej,
korzystajac z zasad rachunku macierzowego. Otrzymano:

aSi:;Z\z’i q : ;C'i =A1,i.q : Pt =A2'i-d+03i'R : —i :2\'1,i '('i+)'_C:i’R , (1)
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gdzie: @' - predkos¢ katowa czlonu i; X' - polozenie srodka masy czlonu i A A%
macierze ktorych elementami sa wektory czastkowe; @ "*; ¥"* - wektory sumujace wyrazenia
niezalezne od przyspieszen wspotrzednych ztaczowych.

Czlony ukfadu oswobodzono od weztow. W miejscach oswobodzenia wprowadzono
reakcje (sity 1 pary sif). Dynamike oswobodzonego czionu opisuja: I zasada dynamiki
Newtona (ruch postepowy) oraz réwnania Eulera (ruch obrotowy) [2]:

e - — 7 - T o £ - B - -
m~xC=Z§:lfa ; wx(l'w)+l'w225:1t5c+za:1”a xf., (2)
gdzie: ¥. — przyspieszenie $rodka masy; 7, - sita zewnetrzna; 7,. - zewngtrzny moment sil,
(liczony wzgledem Srodka masy); 7, - wektor okreslajacy potozenie punktu przylozenia sily
(mierzony wzgledem srodka masy).

Rys. 2. Elementy analizowanych uktadéw: uktad wielocztonowy obciazenia cztonu (a); uklad
wielocztonowy wektory geometrii uktadu (b); element skonczony (c)

W ukfadzie wielocztonowym réwnania (2) potaczono z réwnaniami (1). Grupujac wyrazenia
poprzedzajace przyspieszenia wspotrzednych ztaczowych, otrzymano [2]:

B -G+m' -X*@@)=f"+3, . f

i i o B 3)
B? -(7+d3i X(ji .6)1')_’_ I .@i,k(q,q) — 7 +Zj€{,-,i+};j _,_Zje{w}f"f xfj ,

dzie: B™,B? - macierze ktorych elementami sa wektory czastkowe.
g ry ry

Z réwnan wyeliminowano symbole oddziatywan nastgpcow. W tym celu wyznaczanie
rozpoczeto od koncowego czlonu tancucha. Nastgpnie korzystano z iteracji zstgpujace;.
Wyznaczano oddziatywania w wezle poprzedzajacym. Symbole oddziatywan bezposrednich
nastgpcoOw zastgpowano wzorami wyznaczonymi w poprzednim kroku. Otrzymano:

f; _ 61,,' G+ D" + EV : 7= éz,i g +D?¥ L E¥ ’ (4a)
gdzie:
61’1 :z“g/é” 2 51’1 221.1g1m1 ';]}R ; EU :_ZI.islf—‘:J ; 62,i :z“g/ [étl +(Zk.i£k£1ik] )X éf”] : (4b)
52"' :z“g/[a—)] X(I:] '(Z)])_i—]:] ,a*)lﬁ +ml '(Zk.igkgll-k] )X;]}R]; Ei’,i :_21.1&1[;:}] _(Zk.iéksll—k])xf-‘:}]] .

Dla kazdego wezta wyznaczano skladowa aktywna. Tylko jedna skladowa réwnan (4a)
(sity lub pary sil) jest aktywna. Odnajdowano ja, rzutujac odpowiednie oddzialywanie na
kierunek przemieszczenia. Elementy otrzymanych réwnan grupowano w macierzach.
Uzyskano [2]

M(q)'q+F(qaq)+Q(q7q7fe7te’I)203 (5)
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gdzie: M - macierz mas, F —wektor zawierajacy efekty bezwladnosciowe niezalezne od
przyspieszen wspotrzednych zlaczowych, Q — wektor zawierajacy efekty oddzialywan
zewngtrznych.

3. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

Wspotrzednymi struktury elastycznej sa przemieszczenia wybranych punktow (weztdw).
Zatozono, ze dowolna wielko$¢ ciagla (funkcja rzeczywista @) przyblizana jest za pomoca
iloczynu. Mnozono wartosci funkcji @ okreslone w weztach 1 warto$ci wybranych funkcji
(np. wielomiandw) zwanych funkcjami ksztattu. Opisuje to relacja [1-3]:

®=N.- @, : N.=[N,N,..N,] ; &, =col(®,P,,.D,), (6)

e

gdzie: @
ksztattu.

. - wektor wartoéci w punktach weztowych elementu; N, - macierz funkcji

Z uwagi na réznice pomiedzy funkcja rzeczywista i przyblizajaca ja funkcja ksztaltu
rozmiary elementu zminimalizowano (minimalizacja blgdu). Rownanie (6) wykorzystano do
opisu przemieszczen punktu wewnatrz elementu. Wektor przemieszczen q zapisano [1-3]:

q=N;-q, : q. =col(¢,,95,93.--4,,) » (7)
gdzie: q, - wektor przemieszczen wezlow elementu

Przyktadowo dla elementu belkowego funkcja ksztattu jest wielomianu 3.stopnia [1, 2]:

i 207 =307 41 1,(§7 =207 +0) =207 4387 (67 =C7)
Noo(C)=| 67 =C)  3p2 y4pyy OC+E) 302y ®)
/ /

e e

gdzie: ¢ =x,/I, - wzgledne polozenie analizowanego punktu (rys. 1c).

Znajac stan przemieszczen, stan odksztatcen wzglednych & uzyskano z relacji [1, 2]:

T

%xl 0 0 aaxz 0 %x3
£€=B-q. B=|0 %, 0 % %, 0| N, ©)
0 0 %x3 0 %xz %xl

gdzie: B, - macierz zaleznosci odksztalcen i przemieszczen,

a zalezno$¢ pomigdzy stanem naprezen o istanem odksztalcen € to [1-3]:

1 L 0
o-D,.¢ p,= £ 1o | (10)
1-v
sym (1—1)%

gdzie: E - modut sprezystosci; v - liczba Poissona.
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Posta¢ macierzy D, zalezy od typu stanu obciazef. Zapisana rownaniem (10), odpowiada
plaskiemu stanowi obciazen. Nastgpnie energi¢ kinetyczna oraz energig potencjalng elementu
wyznaczono z zaleznosci [1, 2]:

L (a4 : — LT
Ee—zm_[q q-dm ; V, 2{/[8 co-dV (11)

Uwzgledniajac zalezno$¢ (2), (3) oraz (4), rownania (11) przepisano w postaci [1-3]:

1. 4 : _1,. AN dv-dz
E =24/ 4.4, odzie A,=5p jy”zv N’ dx-dy-dz; (12)
i _1 "D .B -dc-dv-
Vv, = 2qe .C,-q, gdzie e—zjjjB, D,-B,-dx-dy-dz. (13)
XeVeZe

Catkowite energie uktadu otrzymano, sumujac energie po wszystkich elementach ukfadu.
Podstawiajac wyrazenia (9) do rownan Lagrange’a II rodzaju oraz uzupehiajac rownanie
o macierz tlumienia, otrzymano réwnanie r6zniczkowe w postaci macierzowej [1, 2]:

M- +D-q.+K-q =P, (14)
gdzie: M - macierz mas; D - macierz mas; K - macierz sztywnosci.

4. DYNAMIKA UKLADU Z WIEZAMI

Rozwazane réwnania dynamiki zbudowano z roéwnan: dynamiki (5) otwartego ukiadu
wieloczlonowego, dynamiki (14) ukladu odksztalcalnego bez wigzoOw oraz rownan wigzow.
Roéwnania dynamiki rozszerzane sa o mnozniki Lagrange’a 4 reprezentujace oddziatywania
wigzow [10]:

M,(q,)-4,+Q,(4,.q,.F,.t,. r>+JR(qb> A=0 : Jy=i®; (15)
®@Qq..q,)=N-q.-p(q,)=0 , (17)

gdzie: p(q,) — skladowa poprzeczna pozycji punktu kontaktu wyznaczona dla ukladu
wieloczlonowego; J, — jakobian rownan (17) wzgledem wspohrzgdnych otwartego ukiadu
wieloczionowego; J, — jakobian rownan (17) wzgledem wspotrzednych czesci elastyczne;.

Roéwnania wigzéw dla predkosei otrzymano, liczac pochodna wzgledem czasu z (17) [10]:

Nq +€N q, —J-qbZO : J:Ts,p(qb) ) é:v(qb:qb)/le 5 N zaiNa (18)

gdzie: £ — wzgledna, wzdluzna predkos¢ kontaktu; v, — wzdluzna predkose kontaktu; N, —
pochodna macierzy funkcji ksztaltu wzgledem parametru potozenia wzglednego.

Rownania wigzow dla przyspieszen otrzymano, liczac druga pochodna [10]:

N-G.+&-N.-q.+26N.-G.+5" N -q.-(J-q,),-4,-J-4,=0 : (19)
£=4,(64,9,9,)/l, : Ne=%L : N(U-q,)=:(4,). (20)

gdzie: & — wzgledne przyspieszenie wzdluzne; a, — wzdtuzne przy$pieszenie kontaktu.
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Predkosci 1 przy$pieszenia wzdhuzne wyznaczono z kinematyki uktadu wielocztonowego:
E=(1/Ddy-g, ;. E=1/DY,-6,+(;-4,),4,) 1)
gdzie: J; — jakobian potozenia wzdluznego wyznaczony z uktadu wielocztonowego.

Podstawiajac (21), wprowadzajac symbole y, oraz y,, rownanie (18) przedstawiono w
postaci [10]:

N-g+J,-q,=0 ; N-g.+J,-g,+y=0 : (22)
Jy=(1/DN.-q,-J,-J ; VTZ(JT'qb)q'qb 5 7N=(J'qb)q'qb > (23)
y =201/0)-¢"-(N7-J,)-q,+(1/17*-G7 -(JT-N..-q,-J,)- 6, +(1/DN, -q, -7, 7, , (24)

Wspotrzedne q, ukladu wieloczionowego podzielono na wspotrzedne niezalezne u oraz
zalezne v. Rozszerzajac metod¢ podzialu zmiennych, zaproponowana w [9], roéwnania
dynamiki uktadu wielocztonowego i rownania wigzow zapisano w postaci [10]:

M, -i+M, v+Q, +J; -A=0 ; M, -i+M, -Vv+Q, +J; -A=0 ; (25)
N-q +J,,-u+Jd, -v=0 ; N-q +J,, -Uu+Jd, -v+y=0 : (26)
JRV [’)v (JR qb) ’ JRu (’)u (J ql)) (27)

Eliminujac  wspohrzedne zalezne i mnozniki Lagrange’a, réwnania dynamiki ukladu z
wigzami zapisano w postaci zaleznej jedynie od wspdtrzednych niezaleznych [10]:

Ml*llu‘+Ml*2'q‘c+Ql*zo 5 M;"j+M;z'dc+D;'qc+K;'qc+Q;=0 ’ (28)
gdzie:
M1*1 =M, - BT M, _-M,, -B +BT M, -B : B =J 7V1 Jo s
M1*z =-M,, -B, +B M, - -B, : B =J,y ;
M; = _BT M, +BT M, B, : B,, =J1;\1» Yv o
M; M, +BT M, -B, : B, =J,;V1 -N
Q* Q, - va - (Mbuv - B1T 'Mbw)' B, : B,=J 1; 'Ng 5
Dz_Dc +2(l/le)-BT m, -J.-q,-B, : BS=J,;-N§§ ;

K, =K, +(1/1, B -M,, - (7 -J,)-q,) B, +(/1)y, Bl -M,, B, ;
Q; = _BST 'va BT M B

bvv

5. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Analizowanym ukladem wieloczlonowym jest model manipulatora 2D (rys. 1b). Dwa
pierwsze wezly sa obrotowe, podobnie ostatni. Trzeci wegzel jest postgpowy. Ramiona
wykonano z rurek o dtugosci 0,3 m. Masa kazdego z ramion to / kg. Moment bezwladnosci
to 0,/ kg m’. Srodek masy umieszczono w polowie dlugosci ramienia. Nadano zerowe
momenty odsrodkowe. Parametry suwaka (czlonu #2) to: masa — 0,5 kg; moment
bezwladnosci — 0,01 kg m*; pozycja $rodka masy — 0; moment odsrodkowy 0.
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a) 0.6 Pozycja analizowanego uktadu b)_o o1 przemieszczenia wezta # 3 C)_O 0D przemieszczenia wezta # 3
E o4 E E-0.06
3 - ©
% ;T':; 0.04 3
£ 02 3 z -0.1
8 Qo o
g §-0.07 © ©1=0.1 rad/s S——
8 N
g0 ? 8 801410 c05rads — —- | N
° 2 3 9 10 4 8 =1 radls ——— ~o
0.2 45 5 78 € -0.1 £-0.18 ~-—
“0 025 05 075 1 8 0 04 0.8 g 0 0.4 0.8
Q Q

diugosc belki [m] kat obrotu pierwszej pary kinemat. [rad] kat obrotu pierwszej pary kinemat. [rad]

Rys. 3 Wyniki analizy: wybrany slajd deformacji uktadu (a); poprzeczne przemieszczenie
trzeciego wezla belki (b); poprzeczne przemieszczenie piatego wezta belki (c);

Koncoéwka manipulatora $lizga si¢ po elastycznej belce o dlugosci to / m. Belke
podzielono na 10 elementéw skonczonych (rys 3a). Pole przekroju belki to 0,001 nr,
geometryczny moment bezwladnosci to /0™ m*, gestos¢ materiatu to 4,7-10° kg/m’. Z uwagi
na ilustracyjny charakter obliczen, przyjeto relatywnie niski modut Younga, réwny 2,1-10°
Pa.

Symboliczne postaci rownan dynamiki ukladu wieloczlonowego uzyskano za pomoca
programu ROBOTRAN [7, 8]. Poszerzono je o rownania dynamiki uktadu zamodelowanego
elementami skonczonymi. Numeracj¢ wezlow przedstawiono na rys. 3a. Roéwnania dynamiki
przygotowano na podstawie rownan i regul zaprezentowanych w pracach [1-3]. Nastgpnie,
korzystajac z rownan (17)-(24), wyznaczono roOwnania wigzéw i ich pochodnych wzgledem
czasu. Przemieszczenia trzeciego wezta uktadu wieloczlonowego przyjeto jako zalezne.

Wykorzystujac program MATLAB [11], wykonano seri¢ symulacji numerycznych.
Rownania dynamiki zredukowanego ukladu z wigzami scatkowano numerycznie procedura
ode45. Ustawienie poczatkowe odpowiada stanowi rownowagi statycznej ukladu. Predkosé
katowa pierwszego wezla uktadu wielocztonowego jest stata i rowna / rad/s.

Na rys. 3a przedstawiono wybrany slajd prezentujacy ustawienie uktadu wieloczionowego
i odpowiadajaca mu deformacj¢ belki. Zaproponowany test powtorzono dla kilku wybranych
predkosci katowych obrotu pierwszego wezta uktadu wieloczlonowego. Przebiegi odksztatcen
wybranych weztow belki przedstawiono na rys. 3b-c.

5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Zaproponowane rownania z powodzeniem wykorzystano do modelowania kontaktu
pomigdzy manipulatorem (modelowanym jako ukiad wieloczlonowy) i struktura elastyczna
(modelowana za pomoca elementéw skonczonych). W zaproponowanym modelu koncéwka
manipulatora i belka pozostaja w statym kontakcie (wigzy dwustronne). Kontakt wyrazono w
postaci holonomicznych/skleronomiczych réwnan wigzéw. Pomigdzy stykajacymi sig
elementami wystepuje poslizg (bez tarcia). W celu eliminacji wspohzednych zaleznych
1 wspolczynnikow Lagrange’a z powodzeniem zastosowano metodg podzialu wspotrzednych.
Przedstawione rownania moga by¢ wykorzystane do analizy bardziej zlozonych ukladow,
zaréwno wielocztonowych jak 1 odksztatcalnych.
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CONSTRAINT EQUATIONS BETWEEN A MULTIBODY SYSTEM
AND A FINITE ELEMENT MODEL

Summary. In the paper, constraint equations are presented for a punctual contact
between a multibody system and an elastic structure. The multibody system is
composed of rigid bodies, joined by kinematic pairs. The elastic structure is built
of deformable finite elements. Dynamic equations of the both (the multibody and
the finite elements) models are presented. The main zoom is set on the constraint
equations. Then the differentially-algebraic system of equations is transformed
into a differential set of equations, by used of a dedicated version of the
coordinate partitioning technique. Dependent coordinates, as well as the
Lagrange’ multipliers are eliminated. The method is illustrated with a numerical
example.
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