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Streszczenie. W pracy pokazano, jak dzieki odpowiedniemu wyborowi dtugosci odcinka realizacji
(obserwacji) dyskretnego stacjonarnego procesu stochastycznego mozna istotnie poprawi¢ doktad-
no$¢ estymacji parametrow sinusoid w nim zawartych. Wybér ten oparto o nowy, tu zdefiniowany
parametr nazwany indeksem widmowej koncentracji energii periodogramu. Rozwazania zilustrowano
wynikami eksperymentu numerycznego.

Stowa kluczowe: dyskretny stacjonarny proces stochastyczny, periodogram, dokladnos¢ estymacji
parametréw.
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1. Wstep

Stacjonarne procesy stochastyczne sg czesto stosowanym modelem mate-
matycznym wielu zjawisk §wiata naturalnego i wynikéw dziatalnosci techniczne;j
czlowieka. Szczegélnym zainteresowaniem badaczy do dzis cieszg sie¢ takie procesy
stacjonarne, ktére w swoim skladzie zawieraja (m.in.) skoniczong liczbe, na ogét do
kilkunastu, sktadowych sinusoidalnych, ktérych parametry (czgstotliwo$¢, moc/
/amplitude, a czesto i fazg poczatkows) zamierzamy poznaé (zmierzy¢, wyesty-
mowac) jak najdokladniej. Za przyklady takich proceséw moga postuzy¢ niektore
zjawiska astrofizyczne (np. fale grawitacyjne generowane przez nasza galaktyke,
zwlaszcza przez gwiazdy podwdjne), indykatory chronosygnatéw do synchronizacji
precyzyjnych zegaréw lub telekomunikacyjnych odbiornikéw koherentnych, jak
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réwniez wibroakustyczne sygnaly cigzkich maszyn wirnikowych wykorzystywane
do ich diagnostyki. Takie wlasnie stacjonarne procesy stochastyczne sa w tej pracy
przedmiotem naszego zainteresowania.

Ogolnie przyjetym opisem wlasciwosci stacjonarnych proceséw stochastycznych
jest ich widmo gestosci (gestos¢ widmowa) mocy, ktdrej nieparametryczng estymate,
zwang periodogramem, przed ponad stu laty opublikowal Schuster [1]. Szczegélnie
burzliwe zainteresowanie periodogramem, zwlaszcza w zastosowaniach przyrodni-
czych i technicznych, notuje si¢ po kolejnym, dziesiatym wynalezieniu przez Cooleya
i Tukeya algorytmu szybkiego przeksztalcenia (transformacji) Fouriera (FFT) [2].
(Pierwsze wyprowadzenie i zastosowanie FFT w 1805 r. nalezy do Gaussa [3]). Z ro-
kiem 1965 wiazg sie narodziny empirycznego dzialu statystyki matematycznej zwanego
analiza widmowa (spectral analysis) [4]. Dziesig¢ lat pdzniej, w 1975 r., periodogram
jako asymptotycznie nieobcigzona, aczkolwiek niezgodna (niekonsystentna) estymata
widma gestosci mocy [5] wchodzi do kanonu wiedzy cyfrowego przetwarzania sy-
gnalow (CPS) w dwu pierwszych podrecznikach tego przedmiotu [6, 7].

Dzi$ periodogram w wersji opublikowanej przez Schustera jest nazywany surowym
(raw periodogram); sa bowiem znane i szeroko stosowane jego liczne modyfikacje
i ulepszenia, systematycznie wykladane m.in. w stawnych monografiach [8, 91 10].
Celem wszystkich tych udoskonalen jest poprawa wlasciwosci statystycznych (gtéwnie
redukcja obcigzenia i wariancji) periodogramu jako estymaty widma gesto$ci mocy.
Ma to z zasady niewielki wplyw na doktadno$¢ estymacji parametréw sktadowych
sinusoidalnych badanego procesu, gdyz tu doktadno$¢ w najwyzszym stopniu zalezy
od czasu trwania (dlugosci) obserwacji poddawanej transformacji Fouriera. W dzi-
siejszej praktyce periodogramowej estymacji widma przyjeto sie obiera¢ diugos¢
obserwacji (przycinajac ja badz uzupelniajgc ciggiem zer) réwna naturalnej potedze p
liczby 2 (N = 2P) po to, by przeksztalcenie DFT wykonad, stosujac szczegdlnie szybki
algorytm FFT. Przy dzisiejszych olbrzymich (w poréwnaniu np. z rokiem publikacji
prac [2, 4]) szybkosciach procesoréw takie uzasadnienie wyboru diugosci obserwacji,
w szczegdlnosci procesu stacjonarnego, nalezy uznac za nieuzasadnione. Dzi$ do
rzadkosci nalezg sytuacje, w ktérych argument szybkosci obliczenia estymaty widma
uznajemy za wazniejszy od argumentu dokladnosci odczytu z tej estymaty parametréow
sinusoid zawartych w badanym procesie. Badaniu tak zdefiniowanej dokladnosci
periodogramu Schustera w funkcji dlugosci obserwacji, w oparciu o ktérg obliczono
ten periodogram, jest poswiecona ta praca.

Kompozycja pracy jest nastepujaca. W nastepnym punkcie przypominamy
podstawowe definicje i analityczny wzdér na widmo DFT superpozycji skonczonej
liczby sinusoid. Dalej proponujemy kryterium wyboru takiej dlugosci obserwa-
cji transformowanej przez te DFT, dla ktérej otrzymane widmo scharakteryzuje
si¢ najmniejszym rozmyciem (najmniejszymi przeciekami), oraz sprawdzamy
skuteczno$¢ tego kryterium w eksperymencie numerycznym przeprowadzonym
w MATLABie i wyciggamy wnioski.
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2. Periodogram superpozycji sinusoid
Rozpatrzmy realizacje
Anl; n=..,0,1,2,...,N-LN,... (1)

dyskretnego, w ogolnosci zespolonego, stacjonarnego, w (co najmniej) szerokim
sensie procesu stochastycznego {x[n]}. Przyjmujac, ze proces ten spelnia hipoteze
ergodycznosci w stosunku do swojej autokorelacji i dysponujac skonczonym frag-
mentem realizacji (1), np.

xy[n]=x[n]; n=0,12,...,N-1 (2)

zwanym dalej obserwacja o dlugosci (czasie trwania) N probek (w skrocie N Sa),
potrafimy oszacowaé najwazniejszg charakterystyke procesu {x[n]}, czyli widmo
gestosci jego mocy

oo

S.(e)= Y rllle ™ wel-m,x). (3)
J=—c0
W tej definicjir,[I], [ =..., 1,0, ... jest ciagiem autokorelacji tego procesu [6-10].
Argument w widma (3) mianowany w [rad/Sa] i, dalej, jego estymate w,,,\, nazywamy
pulsacja (angular frequency), a argument [ autokorelacji — opdznieniem (lag).
Najpopularniejszg nieparametryczng estymatg widma (3) jest periodogram
Schustera [1] zdefiniowany jako

1 2
Syl =~ Xy kT (4)
N-1
gdzie X, [k]1="Y x,[nlexp(—j2mkn/N) (5)
n=0
jest ,N-punktowa” transformatg (widmem zespolonym) DFT, przy czym
k=-N/2,...,0,...,N/2-1, (6)
gdy N jest parzyste i
k=-(N-1/2,...,0,...,(N=-1)/2, (7)

gdy N jest nieparzyste. Przy N > oo estymata (4) zmierza do widma prawdziwego:

lim S [k]=5, (e/"), (8)
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gdzie w, = 27k/N jest pulsacjg k-tego prazka widma DFT. Zbieznos¢ szeregu (8) nie
jest jednostajna; szybkos¢ tej zbieznosci istotnie zalezy od charakteru analizowanego
procesu. I tak, zbieznos¢ (8) jest szybsza dla proceséw szumopodobnych (o ptaskim
widmie) lub fluktuacyjnych (o widmie wielomodalnym z wzglednie ptaskimi maksi-
mami) niz dla proceséw zawierajacych w sobie superpozycje M sinusoid zespolonych
(kompleksoid):

xlrl= Y a, exp(i(@,n +9,)) 9)

o parametrach: a,, > 0 Vm — zwanych amplitudami, ¢,, € [-7, m) — zwanych fa-
zami poczatkowymi i o réznych pulsacjach w,, € (—m, ). Superpozycja M sinusoid
rzeczywistych przyjmuje szczegdlng posta¢ wyrazenia (9):

xy[n]=a, + iam cos(w,n+¢,))=
m=1 (10)

=ay+ Y (Exp(j(@, 1+ p,) + exp(—j(@,n+,)

Tu pulsacje w,, € (0, 1) Vm, przy czym ,,amplitude’, a, € R, M+1-szej sinusoidy
(de facto kosinusoidy) o zerowej pulsacji nazywa si¢ sktadowg stalg (DC). Zauwaz-
my, ze procesy stochastyczne, ktorych realizacje zawieraja w sobie superpozycje
typu (9) i (10), s3 przedmiotem zZywego zainteresowania diagnostyki technicznej
[11, 12], a najczestsza dokumentacja obecnosci sktadowych sinusoidalnych w ich
skladzie sg periodogramy.

Graficzne wykresy periodogramoéw (4) sg z reguly przedstawiane na liniowej
(rzadziej — logarytmicznej) osi czestotliwosci unormowanych wzgledem szybkosci
probkowania:

f=w/Qr)e[-1/2,1/2). (11)

Mianem tak unormowanej czestotliwosci jest Hz/(Sa/s), czyli czes¢ szybkosci
probkowania. Skala pionowa periodogramoéw, gestosé mocy [(W/Hz)/(Sa/s)],
[8-10], na ogot jest cechowana w decybelach, [dB], nierzadko wzgledem maksy-
malnej wartosci, [dBc]. Wigkszo$¢ GUI pakietéw oprogramowania numerycznego
(np. MATLAB, MathCad,...) kresli periodogram odcinkowo-linearng interpolatg
N-prazkowych widm dyskretnych (4), Sy[k] lub 101gSy[k], przy czym uzytkowni-
kowi/operatorowi pozostawia sie¢ swobode wyboru dtugosci obserwacji N, zwykle
jednoczesnie sugerujac wybor N sposrdd liczb 256, 512, 1024,... motywujac ten
wybor szybkoscig obliczen. Tymczasem, obierajac diugos¢ obserwacji (2) pod-
legajacej transformacji w (5) inng, rézng od naturalnej potegi liczby 2, mozemy
istotnie poprawi¢ dokladnos¢ periodogramu odnosnie wydobytych/ujawnionych
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sktadowych sinusoidalnych badanego procesu. W tej pracy chcemy odpowiedzie¢
na pytanie, jak dluga obserwacje realizacji typu (9) lub (10) przetransformowac
w dziedzine czestotliwosci, by z otrzymanego periodogramu mozna byto najdo-
ktadniej odczyta¢ moce: a,” i pulsacje: w,, poszczegdlnych sinusoid superpozycji
(9) lub (10) zakldconej np. addytywnym szumem bialym lub innym procesem
stacjonarnym o stosunkowo ptaskim widmie.

Na potwierdzenie powyzej sformutowanej tezy wstawmy (9) do (5), nieco
modyfikujac przy tym zastosowane oznaczenia. I tak niech

oznacza amplitude zespolong m-tej sktadowej kompleksoidy A, exp(jw,,n), ktorej
pulsacje zapiszemy jako

w, =k, 27/N. (13)

Tu k,, € (=N/2, N/2) jest ,ufamkowym numerem” tej kompleksoidy na catko-
witoliczbowej skali (6), (7) N-punktowego widma DFT (5). Zatem

Xylk] = Nz_:l[iAm exp(j 27][\1;'” nDexp(—j 2;k nj

n=0\ m=l1

Y 4, Y exp(j27(k,, — k)n/N))
m=1 n= (14)
Y

1—exp(j2n(k, —k))

m

exp(j27 (k,, —k)/N))

1_
—Niex ('nN_l(/c —k))A asinc(z—ﬂ(/c —k))
p .] N m m N m >

gdzie
(14a)

jest zaliasowana funkcja sinc [6].

Z ostatniego wiersza wyprowadzenia (14) wynika, ze tylko wtedy gdy kazda
réznica (k,, — k) jest liczba calkowita (tj. gdy «,, jest jedna z liczb wymienionych
w (6) lub w (7)), N-punktowe widmo DFT (5) jest sumg delt Kroneckera o zespo-
lonych ,,amplitudach” A4, JN ulokowanych doktadnie na pulsacjach kompleksoid,
w = 27nk,,/N = w,,. Taka korzystna sytuacja moze zaistnie¢ tylko wtedy, gdy po
pierwsze: czestotliwo$¢ kazdej z tych kompleksoid (f wg (11)) jest utamkiem wy-
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miernym szybkosci probkowania (jest wspoimierna z szybkoscig prébkowania),
oraz po drugie: N-probkowa obserwacja miesci w sobie calkowitg liczbe ,,petnych”
okresow kazdej z sinusoid. W przeciwnym przypadku widmo DFT (5), a w §lad za
nim i periodogram (4), sa rozmyte z powodu ,,przeciekéw energii” tych sinusoid,
ktore nie spelniaja powyzszych dwu warunkow. (Zwalczaniu tych przeciekow wiele
uwagi po$wieca si¢ w klasycznym kursie CPS [6, 7], jak i literaturze specjalistycznej
[8-10]).

W praktyce analizy widmowej nie ma wiekszego sensu zaktadac, ze obie z wy-
mienionych sprzyjajacych okolicznosci zachodzg; wigc skutki przeciekdw staramy
sie tagodzi¢, stosujac takie modyfikacje nieparametrycznej estymacji widma, jak
okienkowanie obserwacji, jej segmentacje, usrednianie widm segmentéw i inne,
opisane w wielu akademickich podrecznikach [6-10]. W tej pracy proponujemy
inne rozwigzanie tego problemu, wylacznie poprzez odpowiedni wybor dlugosci
N obserwacji x[n], na podstawie ktdrej obliczamy surowy periodogram Schustera
(4). Wybor ten opieramy o kryterium zaproponowane w nastepnym punkcie.

3. Indeks widmowej koncentracji energii

Periodogram zdefiniowany wzorami (4) i (5) i obliczony na podstawie obser-
wagcji xy[n] o dlugosci N unormujmy nastepujaco:

I,[k]= SN[k]/ZSN[k]=|XN[k]|2 / 3| x, 4]

2
B

(15)

gdzie k przyjmuje wartosci jak w (6) badz jak w (7). Tak unormowany periodo-
gram, I [k], ktéry ma teraz charakter rozkladu prawdopodobienstwa dyskretnej,
réwnomiernie skwantowanej zmiennej losowej {k}, opisuje utamkowy udziat (share)
kazdego z prazkéw widma DFT, X,[k] w energii calej obserwacji o dlugosci N.
Z tym rozkladem udzialéw powigzmy parametr

JIN1= Y 1,[k], (16)

ktory proponujemy nazwa¢ widmowym indeksem koncentracji (skupienia) energii
(spectral energy concentration index — SECI) obserwacji uzytej do obliczania pe-
riodogramu (4). Zdefiniowany tu indeks bedziemy dalej traktowac jako parametr
periodogramu Sy[k].

Interesujaca nas wlasciwoscig indeksu (16) jest ograniczenie jego wartosci do
przedziatu J[N] € [1/N, 1]. Latwo sprawdzi¢, ze kres dolny, J[N] = 1/N, ten indeks
osiaga, gdy rozktad udzialéw (15) jest rownomierny: Iy[k] = 1/N Vk. Natomiast
kres gorny, J[N] = 1, zdarza si¢, gdy I[k] = &[k — «,,] (tu 8[n] jest delta Kronecke-
ra), a wiec gdy widmo X, [k] stanowi jeden jedyny prazek ulokowany na pulsacji
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w,, = 27k, /N, a k,,, jest jedna z liczb catkowitych wyszczegélnionych w (6) badz
w (7). Te wlasciwos¢ traktujemy jako przestanke nastepujacej hipotezy.

Jesli stochastyczny proces stacjonarny {x[n]} zawiera w sobie pewna liczbe M
sktadowych sinusoidalnych, to periodogram Sy[k], obliczony na podstawie obser-
wacji xy[n], o dostatecznie duzej dlugosci N > N,,,, o najwigkszym indeksie J[N],
jest dokladniejszy w tym sensie, ze z niego mozna odczytaé parametry tych sinusoid
dokfadniej niz z periodograméw o mniejszych indeksach (powiedzmy) J[N'], nawet
gdy N’ jest wieksze od N. N, [Sa] oznacza tu najdtuzszy ,,ukryty okres” (hidden
periodicity [1]), ktéry nas jeszcze interesuje w danym badaniu. Postawiona tu teze¢

staramy sie potwierdzi¢ nastepujacym przykladem.

4. Eksperyment numeryczny

Schemat eksperymentu numerycznego potwierdzajacego tez¢ postawiong w po-
przednim punkcie przedstawia rysunek 1. Poszczegolne bloki tego rysunku zostaty
juz opisane w poprzednich punktach badz zostang opisane ponizej. I tak generator
realizacji (9) z addytywnym bialym szumem gaussowskim o zadawanym stosunku
mocy sumy sktadowych sinusoidalnych do $redniej mocy szumu (SNR) ma zada-
wang liczbe sinusoid M = 1, 2, 3,... i ich zakres dynamiczny (dynamic range — DR)
zdefiniowany jako

DR =20lg(a,,, /amin ), (17)

gdzie a, ia,;, to odpowiednio najwigksza i najmniejsza amplituda wylosowa-
nych sinusoid.

M DR SNR Nuin Niax
oo 1 1
e ol ok {x[}’l]}N‘mx & & N N
0 Y max o
generator periodograf ISl ]}N"“".. kalkulator U [N]}Nmin
realizacji (19) —— 4. (6) sieci (15), (16)
(@ am}{w | est € i €
| ymator analizator
. “| parametréow [ _ _\3 statystyk [~ _
/| sinusoid /| bledéw
T F ) * .
MU Nmax | 1 M Nimax statystyki
{meam I | 1] {80 Aand B 0T S e
! max' 'ave

Rys. 1. Schemat eksperymentu numerycznego

Ten generator wytwarza ciag zespolony {x[n]};v ™, ktory traktujemy jako

fragment realizacji dyskretnego stacjonarnego procesu stochastycznego, w skiad
ktorego wchodzi superpozycja kompleksoid (9) o wylosowanych z przedziatu [-m, )
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pulsacjach w,, i fazach poczatkowych ¢,,. Tu N, ,, oznacza najwieksza dlugos¢
obserwacji, ktora nas interesuje (z r6znych powoddw: np. ograniczen sprzetowych,
ograniczen czasowych, przesadnej potencjalnej rozdzielczosci,...).

Nastepny blok tego schematu — periodograf oblicza na podstawie obserwacji
xy[n] o dlugosciach N= N, , N, ;. +1...., N, wszystkie periodogramy Sy[k], dla
ktorych kalkulator SECI oblicza parametry J[N]. Réwnolegle, estymator parame-
trow sinusoid wyznacza warto$¢ poszczegdlnych pulsacji w,,y jako potozenia M
najwigkszych maksimow periodograméw i wartosci amplitud a,,, — jako warto$¢

tych maksimoéw, a nastepnie oblicza bledy estymacji pulsacji
Aw,y=w,, —o, daVmiVN (18a)
i amplitud Aa,, =a,, —a, dlaVmiVN. (18b)

Blok nazwany analizatorem statystyk daje mozliwos¢ powigzania tak zdefi-
niowanych bledéw pulsacji i amplitudy poszczegélnych periodograméw Sy[k]
z ich parametrami J[N]. Jednym z takich powigzan jest skojarzenie wartosci mak-
symalnych modutéw bledéw z parametrami J[N] odpowiednich periodogramoéw.
Poniewaz w uktadzie wspdtrzednych na rysunkach 8 i 9 wartos¢ J[N] odkladamy
na osi poziomej, a btedy — na pionowej, te zaleznos$¢ zapisujemy symbolicznie
para wzordw:

Ninax
A
max[22o ! gdzie Awy = 2%, (19a)
m | Aw, v N
.
{maxZOlg 2 (J[N])} , (19b)
@n Ninin

gdzie skrot max oznacza warto$¢ maksymalng szukang po wszystkich m. Podobny
wzlr

{ave S0l (JINT) Y (20a)
{aveZOlg 2 (JIN ])} , (20b)

gdzie skrot ave oznacza usrednianie arytmetyczne po wszystkich m, reprezentuje
zalezno$¢ srednich modutéw bledéw odczytu parametréw sinusoid od parame-
tru J[N]. (Mozliwos¢ wyboru jednej z dwu lub obu tych statystyk zaznaczono na


http://mostwiedzy.pl

/\/\\ MOST WIEDZY Pobrano z mostwiedzy.pl

J—

O poprawianiu doktadnosci periodogramu — estymaty widma gestosci mocy... 63

schemacie z rysunku 1). Z uwagi na to, ze jestesmy zainteresowani, by oba odczyty:
pulsacji w,, i amplitud a,,y byly réwnoczesnie jak najdokladniejsze, stosujemy
jeszcze jedna pare statystyk:
Nmax
J} , (21a)
Nmin

J} . (21b)

5. Wyniki eksperymentu

Aw
201g|A m
{mmax g|Aa,, /am|(mmax v

N

mN

{axe201g|AamN/am|(axe AACZ)N

Omawianie wynikéw zaczniemy od eksperymentu przeprowadzonego dla
nastepujacych nastaw systemu symulujacego: M = 2, DR = 0 dB, SNR = 30 dB.
Analizowany sygnat jest prostym sygnalem dwutonowym (bichromatycznym) ze
skladowymi o jednakowych amplitudach. Taki wlasnie sygnal pozwala zaobserwo-
wac wszystkie podstawowe zjawiska zwigzane z widmowym indeksem koncentracji
energii i doborem dlugosci obserwacji N.

e Lasthinn,
0,4 1111 -|,'||I'_u;

L THEELARN |
0)2_ 1 | i _
0,1~

O i i ! L i i !
0 100 200 300 400 500 600 700 N [Sa]

Rys. 2. Indeks widmowej koncentracji energii dla sygnatu dwutonowego

Po pierwsze, dla dostatecznie duzego N (tutaj N,;,, = 150) indeks J[N] wyzna-
czony dla obserwacji (prawie)okresowego sygnalu jest réwniez (prawie)okresowy
(rys. 2). Na rysunku 2 wyrézniono dwa punkty, w ktoérych indeks J[N] przyjmuje
warto$¢ maksymalng (krzyzyk) oraz minimalng (kétko). Jak wida¢ z rysunku 3,
periodogram sygnatu wyznaczony dla N odpowiadajacego duzej (tutaj najwiekszej)
warto$ci indeksu J[N] cechuja stabe przecieki widma (lub catkowity ich brak).
Z kolei periodogram sygnatu wyznaczony dla N odpowiadajacego matej (tutaj
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najmniejszej) wartosci indeksu J[N] cechuja silne przecieki (na rysunku 4 pro-
blem przeciekéw dotyka obydwie sktadowe analizowanego sygnatu), co skutkuje
pogorszeniem jakosci estymacji parametréw skladowych sygnalu, ze szczegdlnie
duzymi btedami amplitud.

Sy [K]
1
08
0,6
04
02

0
-0,5 -04 -03 -0,2  -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 f[Hz/(Sa/s)]

Rys. 3. Periodogram analizowanego sygnatu dwutonowego dla indeksu J[N] przyjmujacego wartos¢
maksymalng

Snlk]
N
0,8+
0,6 ¢
0,4
0,2

-%,5 -0,4 -03 -02 -01 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 f[Hz/(Sals).

Rys. 4. Periodogram analizowanego sygnatu dwutonowego dla indeksu J[N] przyjmujacego wartos¢
minimalna

Gorna granica $redniego bezwzglednego bledu estymacji pulsacji (wg wzoru
(20a) bez normowania do Awy) (rys. 5) maleje odwrotnie proporcjonalnie do
dlugosci obserwacji N. Jednak, jak wida¢ z rysunku 5, obnizanie si¢ gérnej granicy
(linia ciggla) tego bledu ma istotnie mniejsze znaczenie niz odpowiedni dobor N.
Zwiegkszanie dtugosci obserwacji N nawet kilkudziesigciokrotnie moze skutkowa¢
wigkszym bledem estymacji pulsacji sktadowych sygnalu niz odpowiedni dobér
niewielkiej wartosci N. Na przedstawionym przyktadzie wida¢ rowniez, ze wybor
N jako potegi dwdjki nie jest uzasadniony w przypadku analizy sygnaléw (prawie)
okresowych. Co ciekawe, nawet zmiana dlugosci obserwacji N o jedng probke
z reguly skutkuje znaczng zmiang dokladnosci estymacji.

Na rysunku 5 szarymi kropkami zaznaczono bledy estymacji pulsacji dla tych
dtugosci obserwacji N, dla ktérych, na skutek zbyt malej rozdzielczosci lub przeciekow,
w periodogramie Sy[k] mozna wyrdznic tylko jedna sktadows. Ttumaczy to zachowanie


http://mostwiedzy.pl

Pobrano z mostwiedzy.pl

AN\ MOST

O poprawianiu doktadnosci periodogramu — estymaty widma gestosci mocy... 65

si¢ indeksu J[N] (rys. 2), ktéry dla matych N przekracza warto$¢ 1/M. Dlatego bardzo
wazne jest okreslenie wartosci N,,,;,, ponizej ktorej nie analizujemy przebiegu J[N].
Poniewaz wplyw zwigkszania dlugosci obserwacji N na doktadnos¢ estymacji
pulsacji skladowych sygnatu jest drugorzedny, w analizach wygodnie jest postugiwac sie
srednim wzglednym bledem estymacji pulsacji skladowych sygnatu (20a) (rys. 6).

ave |Aw x|

100 prr— . v .
101 F:
10'2 + ) o

1072

04F : : ’ 1

i g 1 i

ol
.
1632 64 128 256 512 N [Sa]

10°°

Rys. 5. Sredni bezwzgledny blad estymacji pulsacji sktadowych w funkcji dtugosci obserwacji N

ave Amel
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100 prr—

1 T - Tizw ogp p.:u-

= J’-'-'-w.ﬁ,:w -*::«,-:E:ﬂ-q‘ivi' -5"'-4
10-1 3 N -r.l '| ' o e
102 b * * -
103 F E
104 F -
Gt d ; o
1632 64 128 256 512 N [Sa]

Rys. 6. Sredni wzgledny btad estymacji pulsacji sktadowych (20a) w funkcji dtugosci obserwacji N

Aa,
ave 201g [—&

T 1 i aL & -

. o L

-
1632 64 128 256 512 N [Sa]

Rys. 7. Sredni wzgledny blad estymacji amplitud (mocy) sktadowych (20b) w funkcji dtugosci
obserwacji N
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Poza jakoscig estymacji pulsacji sktadowych sygnatu, bardzo czesto istotna
jest doktadno$¢ estymacji amplitud (mocy) tych sktadowych (rys. 7). Jak widag,
przebieg ten, podobnie jak przebieg z rysunku 6, jest (prawie)okresowy. Warto
zauwazy¢, ze obydwa przebiegi osiagaja czesto minima i maksima dla tych samych
dlugosci obserwacji N.

Dokladniej zwigzki pomig¢dzy tymi btedami mozna przeanalizowa¢ w oparciu
o zaprezentowane na rysunkach 8-10 skupienia statystyk (20) z parametrem J[N].
Widac¢ tutaj bledy odczytu parametréw sinusoid z periodograméw o wigkszym in-
deksie widmowej koncentracji energii J[N], jest ona (w sensie kryteriow zawartych
w zapisach (20)) istotnie najlepsza. Jednak osiggniecie optimum wymaga znalezienia
globalnego maksimum indeksu J[N] dla N, ; < N < . W praktyce jednak poszu-
kiwania ograniczamy od gory do pewnego sensownego N, ... W takim przypadku
poszukiwanie najkorzystniejszego N nalezy prowadzi¢ posrod kilku najwigkszych
warto$ci indeksu J[N].

ave AAa(:)T]Nl ave 201g |A;\JMN|
0,5 = g 0
045} . 1ol
0,4+
0,35 20f
0,3+ -30
025+ 40|
0,2 501
0,15+
0.1 -60
0,05 | % 70 ¢
0" -80

02 025 03 035 0.4 045 05 JIN] 02 025 03 035 0.4 045 05 JIN]
Rys. 8. Statystyki $redniego bledu estymacji pulsacji (20a) (po lewej) i sredniego btedu estymacji

amplitud (20b) (po prawej)

Podobne zalezno$ci mozna zaobserwowa¢ dla kryteriéw sformutowanych
wzorami (19) (rys. 9), z ta roznica, ze odpowiedni dobdr N jest tutaj bardziej
istotny, poniewaz wszystkie skladowe sygnatu w jednakowym stopniu musza by¢
pozbawione przeciekdw.

Natomiast ze skupien statystyk (21) (rys. 10) potwierdza si¢ wczesniejsze
spostrzezenie, ze blad estymacji pulsacji sktadowych (19a) i (20a) jest wyraznie
skorelowany z bledem estymacji amplitud sktadowych (19b) i (20b). Stad dla du-
zych wartosci indeksu J[N] periodogramy daja mozliwo$¢ szczegdlnie dokladnej
estymacji i pulsacji i amplitudy/mocy wydobytych przez nie sinusoid.

Wiszystkie wnioski, ktore przedstawiono powyzej na przyktadzie sygnatu o dwu
sktadowych sinusoidalnych o jednakowych amplitudach, sprawdzaja si¢ rowniez
dla sygnaléw bardziej ztozonych. Podstawowa roznica polega na tym, ze przy
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wigkszej liczbie sinusoid zwykle poszukiwana warto$¢ N, dla ktdrej jakos$¢ estymat
parametrow skltadowych sygnalu jest najlepsza, jest znaczaco wieksza. Dodatkowo,
jezeli skladowe sygnalu znaczaco réznig si¢ amplitudami, to wplyw najmniejszej
ze skltadowych na indeks J[N] jest bardzo maly, co moze utrudni¢ poszukiwanie
optymalnej dlugosci obserwacji N.

02 025 03 0,35 04 045 0,5 J[N] ~ 0,2 025 0,3 035 04 045 0,5 J[N]

Rys. 9. Statystyki maksymalnego btedu estymacji pulsacji (19a) (po lewej) i maksymalnego bledu
estymacji amplitud (19b) (po prawej)

ave 201g | Aai]’"N max 201g | Aai"“\’ |
0 , . . . . . . . 0 r
-10 - g 4 9 J10!
220 -20 7
30+ _.‘ -30 1
_40_:"..‘ 40 t\
S0k ] 501
60 : -60 |
=701 1 270t
B0 02 03 04 05 06 07 B0 02 03 04 05 06 07

ave Amel max Amel
Awy Awy

Rys. 10. Statystyki btedu estymacji amplitudy w funkcji bledu pulsacji; $redni (po lewej) (21b),
maksymalny (po prawej) (21a)

6. Podsumowanie

Przedmiotem badan autoréw w tej pracy jest klasyczny (surowy) periodogram
— estymata widma gestosci mocy opublikowana ponad sto lat temu, ale szczeg6lnie
przydatna do dzi$ do wykrywania skladowych sinusoidalnych zawartych w badanym
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procesie i do estymacji ich parametréw: pulsacji i mocy. Znanym faktem jest to, ze
bledy takiej estymacji (odczytu z periodogramu) parametréw sinusoid silnie zaleza
od dlugosci obserwacji, na podstawie ktérych obliczono periodogram. Autorzy
zaproponowali tu nowy parametr periodogramu nazwany indeksem widmowej
koncentracji energii, ktory umozliwia wybor takiej dtugosci obserwacji, dla ktd-
rej odczyty parametréw sinusoid z jej periodogramu s3 znacznie dokladniejsze.
Zachecajace wyniki eksperymentu numerycznego potwierdzaja hipoteze autorow
i zapowiadajg praktyczng przydatno$¢ nowego podejscia, np. w badaniach diagno-
stycznych ciezkich maszyn wirnikowych w oparciu o generowane przez nie sygnaly
wibroakustyczne [11, 12].

Artykut wplyngt do redakcji 3.11.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w listopadzie
2009 .
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On accuracy improvement of periodogram — stationary stochastic process
power spectral density estimate

Abstract. In this paper, it has been demonstrated that if the length of the discrete-time stationary
stochastic process observation length is carefully selected, the accuracy of sinusoidal components
parameters estimation can be significantly improved. Observation length selection is based on new,
defined in this paper, parameter called spectral energy concentration index. Our reasoning has been
illustrated with results of numerical experiments.
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