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Streszczenie. Tematem pracy s3 symulacje przebiegu fal sprezystych w plaskiej tarczy o ksztalcie
przypominajacym litere T. Obliczenia wykonano, stosujac metode elementéw spektralnych. Poréw-
nawcze rozwiazania numeryczne wykonane zostaly dla tarczy nieuszkodzonej, jak réwniez dla tarczy
z wprowadzonym uszkodzeniem. Zadaniem rejestrowanych sygnatéw czasowych przyspieszen fal
sprezystych jest proba wykrycia i zlokalizowania uszkodzenia. W pracy przeprowadzono dyskusje
nad mozliwoscig detekcji uszkodzen w rozpatrywanym typie wezta konstrukeji kratowych.

Stowa kluczowe: metoda elementow spektralnych, wezly kratownicy, propagacja fal sprezystych,
wykrywanie uszkodzen

1. Wstep

Modelowanie propagaciji fal sprezystych jest tematem intensywnych badan
naukowych. Mozliwe jest sformulowanie problemu w dziedzinie czasu [1, 2] lub
w dziedzinie czestotliwosci [3]. Obliczenia w dziedzinie czasu mogg by¢ przepro-
wadzane metodg elementdw skonczonych. Podejscie to wymaga jednak stosunkowo
duzej liczby wezléw na diugos¢ fali (okoto 40). Dlatego tez w pracy zastosowano
metode elementow spektralnych, bedaca rozwinieciem klasycznej metody elemen-
tow skonczonych. W metodzie elementdw spektralnych stosuje si¢ wieloweztowe
elementy, w kazdym z przestrzennych kierunkéw aproksymacji z interpolacja
Lagrange’a. Jednak wykorzystuja one nieréwnoodlegly rozklad weztéw elementu
wzorcowego zgodny z polozeniem punktéw calkowania numerycznego kwadratura
Gaussa-Lobatto-Legendrea (wezty GLL). Podejscie to umozliwia zmniejszenie
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wymaganej liczby wezléw na dlugos¢ fali do okoto 5-10, a takze gwarantuje, iz
otrzymana macierz mas przyjmuje forme¢ diagonalng.

Wezesniejsze prace dotyczace propagacji fal sprezystych w plaskim stanie napre-
zenia dotyczyly m.in. tarczy kwadratowej [4] ze wzbudzeniem punktowym. Tematem
niniejszej pracy sg symulacje przebiegu fal sprezystych w plaskiej tarczy o ksztalcie
przypominajacym litere T. Analizowany element konstrukcyjny stanowi ,,zgrubne”
przyblizenie ksztattu wezldéw kratowych charakterystycznych dla takich konstrukeji
jak dzwigary mostowe, wieze wysokiego napiecia czy tez przekrycia strukturalne roz-
nych obiektéw. Obszar zastosowan praktycznych niniejszej pracy skierowany jest na
poszukiwanie sposobow taniej i bezinwazyjnej lokalizacji uszkodzen eksploatowanych
konstrukcji w warunkach polowych. Obliczenia wykonano stosujac metode elementéw
spektralnych. Poréwnawcze rozwigzania numeryczne przeprowadzono dla tarczy
nieuszkodzonej, jak réwniez dla tarczy z wprowadzonym uszkodzeniem. Zadaniem
rejestrowanych sygnatéw czasowych przyspieszen fal sprezystych jest proba wykrycia
i zlokalizowania uszkodzenia. W pracy przeprowadzono dyskusje nad mozliwoscia
detekcji uszkodzen w rozpatrywanym typie wezta konstrukeji kratowych.

2. Metoda elementow spektralnych

Rozpatrywane spektralne elementy skonczone sg przemieszczeniowymi wie-
loweztowymi, dwuwymiarowymi elementami C°. Ogélne podstawy formutowania
elementow przemieszczeniowych mozna odnalez¢ na przyktad w pracach [5, 6, 7].
Z tego tez wzgledu w ponizszym paragrafie ograniczamy wywody do niezb¢dnego
minimum.

Rozpatrujemy pewne cialo B z brzegiemdB =0B, UdB,, takim ze
0B, MdB, =, wykonane z materialu sprezystego, jednorodnego i izotropowe-
go, o gestosci p > 0. W dalszym ciggu zaktadamy, ze indeksy greckie przyjmuja
wartosci 1 i 2, indeks poprzedzony przecinkiem oznacza obliczanie pochodnej
wzgledem odpowiedniej wspdtrzednej kartezjanskiej. Standardowo, kropka nad
symbolem oznacza rézniczkowanie po czasie.

W przypadku liniowej elastodynamiki podstawowy, hiperboliczny uklad réwnan
problemu brzegowo-poczatkowego moze by¢ zapisany jako

Oaﬂ,ﬁ+ba = pii,,. (1)
€p = %(ua,ﬂ tug )= U, (2)
Oaﬁ = Caﬂyﬂu(%ﬂ)’ Caﬁi’ﬂ = léaﬂéyﬂ +’u(6a7’6/9ﬂ +5aﬂ6ﬁ7)’
(3)
- Ev E
A = 2 lu = N
l-v 2(14+v)
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W powyzszych wzorach u,, u C,» 0znaczaja odpowiednio
kartezjanskie wspoltrzedne: wektora przemieszczenia u, wektora predkosci u, wek-
tora przyspieszenia i, tensora matych odksztalcen €, tensora naprezen (Cauchyego)

o, wektora gestosci sit masowych b i tensora sprezystosci C.

a’ aauaa Saﬂaaaﬁﬂbaa

Réwnania (1)-(3) nalezy uzupetni¢ o warunki brzegowe u=u na dB,i t=t¢
na dB;. Tutaj  — ¢, = 0 4,n; jest wektorem naprezenia kontaktowego na dowolnej
powierzchni (w tym dB), a n oznacza wektor zewnetrznie normalny do tej po-
wierzchni. Wymagane dla spdjnosci sformulowania warunki poczatkowe zapisujemy
w postaci u,(x,0) = uy(x),u,(x,0)=v,(x), VxeB,t=0.

W toku standardowej argumentacji, por. na przyktad [5], odpowiadajacy réw-
naniom (1)-(3) funkcjonatl zasady przemieszczen wirtualnych przyjmuje postac¢

[ pou,iiav+| c

afyn

6u(a’ﬂ)u(y’”)dV - .[Baua ba v+ J.BB/ 6”0: tadS, (4)

gdzie Ou — Ou, jest kinematycznie dopuszczalng wariacjg przemieszczenia, ktéra
znika na brzegu 0B,

Rownanie (4) podlega aproksymacji przestrzennej, to znaczy B =U, ., B, ,gdzie
N, jest liczbg elementéw skoriczonych. Kazdy element B, jest definiowany jako gladkie
przeksztalcenie tak zwanego elementu bazowego (naturalnego) 77, okreslonego przez
produkt kartezjanski s ,, =[~1,+1]x[-1,+1]C Rx R, k= (&8 e 7 ,,-W dyskuto-
wanym podejsciu element skoriczony ma w ogdlnym przypadku N = m, - m, wezt6w,
przy czym m, oznacza liczbe weztéw w kierunku odpowiedniej osi £“. Interpolacja
wielkosci wezlowych wezta a odbywa sie poprzez macierz

10
|-a(k)=La(k)[O J, (5)

(2x2)
gdzie: L,(k)=L"(E"YL"(E),1<a<m -m,,1<r<m;,1<s<m, jestiloczynem

wielomianow Lagrangea L7 (§) = H
azp 5(,,) N ‘f(q)

—29 yzedu m—1, m < m,,m,. Zaznacz-

my tu jeszcze raz, ze wezly sa roztozone zgodnie z metodg GLL.
Wobec (5) macierz interpolacyjna elementu dana jest przez

L(e) k) =[L (k) [L,(K) ... Ly (K)]. (6)

Schemat interpolacyjny dla dowolnej wielko$ci wektorowej problemu przyj-
muje postac¢

u(k,r) = L(e)(k) ug, (), (7)
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7
gdzie u,, (1) = {u, (0,1, (0),...u, (6) = {1, ()10, (O} ooty (O } L@ =1,2,3,m, - m,.
Przyjmujac wygodna konwencje zamiany macierzy na wektory: € — € = {&,}, €,,,
2e .} 10e — 08 = {0, O¢,,, 20¢,} " interpolacje odksztalcen zapisujemy jako

8(k,t) = DL(e)(k) u(e)(t) = B(e)(k) ”(e)(t)a (8)
a odksztalcen wirtualnych
oe (k) = DL, (k)ou,,, =B (K)ou,,,. )
Tutaj
() O
D= 0 (), (10)
(D (s

jest operatorem rézniczkujacym. Prawo konstytutywne (3), we wprowadzonym
zapisie brzmi

o, 1 v 0 £,

E
0, =15 v 1 0 £y, , 0=EE. (11)
0, 0 0 Id-v||2¢,

W dalszym ciagu zakladamy, ze grubo$c¢ tarczy w obrebie elementu skonczonego
hy1gestos¢ p sa stale. Wykorzystujac reprezentacje (7) w rdwnaniu (4), uzyskujemy
standardowe wyrazenia dla, odpowiednio, macierzy mas, macierzy sztywnosci
i wektora obciazen weztowych

_[B pw, i, dV - M =ph, J.Bm Lfe)(k)L(e)(k) dx,dx,

[ CopaOtt iy @ —>K(e)zhOJ.B(E)B(T‘_,)(k)EB(e)(k)dxldxz (12)

apyn

[ w.b,av+ LB, W, 1,dS —> P =h, [ . Kby, + | s, Ea1dS.

Dodatkowo zakladamy nastepujaca posta¢ macierzy ttumienia proporcjonal-
nego do macierzy mas M

Tutaj n [1/s] oznacza wspdlczynnik ttumienia. Wielkosci (12) sg catkowane nu-
merycznie przy pomocy kwadratury Lobatto, zob. na przyklad [8, 9, 10]. Regula ta
ujmuje wezly skrajne elementu jako wezty calkowania i przy takim roztozeniu weztow
elementu, ze pokrywaja si¢ one z wezlami catkowania, macierz mas elementu (12),
staje sie w pelni diagonalna. Ma to decydujace znaczenie dla przyspieszenia catkowania
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numerycznego rownan dynamiki w dziedzinie czasu. Macierz sztywnosci elementu
(12), ma pelng strukture. W zwigzku z tym aby unikna¢ jej obliczenia, wykorzystu-

jemy w algorytmie wektor sit wewnetrznych r, =h, JB B/, (k)G (k)dx,dx, oraz,
(e)

Pozostawiaje.}c odpowiedni(.), wekt9ry bezwladnosci i ttumienia: b, =M, 4,
ie,, =Cu,,wklasycznej postaci.

Wynikowe réwnanie ruchu, zapisane wzgledem wektoréw przemieszczen q,
predkosci q i przyspieszen q,uzyskuje sie poprzez agregacje tylko macierzy diago-
nalnych i wektoréw, otrzymuje posta¢

Mg +Cq=p-r(q). (14)
Wykorzystanie aproksymacji Newmarka [11] w dziedzinie czasu do (14) daje
[M+AryClod=p,, b, - ¢l -r (@) +(4)°40q). (15)
Wyliczenie poprawki iteracyjnej dquzyskuje sie z réwnania
6q=[M+AyC]" (p,.,~ b —c —r@))) (16)
Wida¢, ze rozwigzanie tego rownania, ze wzgledu na diagonalng rozprzezona
strukture macierzy mas i thumienia, jest trywialne. Aktualizacja zmiennych pro-
blemu odbywa si¢ dalej na podstawie zaleznosci
4, =4, +04, (17)

q;i:ll) = qn +At[(1_’}/)qn +V¢|f,li1] +Atydq = qi,iL +Atyoq, (18)
a
q.) =q,+Aq,+ Q) [(1-28)4,+244,) ]+ (A)’Boq=q]) + (M)’ Boq. (19)

o)
9.

W obliczeniach przyjmujemy 8=1/4i y=1/2.

3. Symulacje numeryczne

Symulacje numeryczne przeprowadzone zostaly na panelu o ksztalcie litery T.
Panel wykonany jest ze stali o module sprezystosci E = 196,58 GPa, gesto$ci masy
p = 7976 kg/m® i wsp6tczynniku Poissona v = 0,27. Grubo$¢ panelu wynosi 0,005 m,
a jego geometrie pokazano na rysunku la. Symulacje przeprowadzono dla panelu
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bez uszkodzenia oraz panelu z wycietym otworem o wymiarach 0,04 m na 0,04 m.
Panel zostal podzielony na 175 elementéw spektralnych o wymiarach 0,04 m na
0,04 m (rys. 1b). Kazdy z elementéw posiada 11 x 11 = 121 wezléw typu GLL.
Warunki brzegowe zalozono jako swobodne na wszystkich krawedziach. Calko-
wanie w czasie przeprowadzono z krokiem At = 107 s. Jako wzbudzenie przyjeto
paczke falowa sktadajacg sie z czterech cykli sinusoidy o czestotliwoéci 120 kHz
zmodulowanej oknem Hanninga (rys. 2).

a) 2 b) o=
ty i
hed
(=)
= 10,04 ¥ I i) :
= 2#0,04 3 Aj . B
Si £ 4+ . | ]
A 0,44 J defekt X defekt
1,0 (m]

Rys. 1. Panel T: (a) geometria; (b) podzial na elementy skonczone

a) b)
p[N]
1 0,015
0,5
0,01
0
0,005
-0,5
-1 0
0 0,01 0,02 0,03 0 100 200
t [ms] S [kHz]

Rys. 2. Wzbudzenie w formie paczki falowej (a) w dziedzinie czasu; (b) w dziedzinie czgstotliwosci

W symulacjach wzbudzano fale podtuzng. Zastosowano dwie formy wzbudza-
nia: punktowa w wezle A sitg skupiona P(t) oraz ciagla liniowa wzdiuz krawedzi
zawierajacej wezet A, obciazeniem #(t), jak pokazano na rysunku 3. W pierwszej
kolejnosci symulacje przeprowadzone zostaty na panelu nieuszkodzonym. Wzbu-
dzenie punktowe powoduje, iz czoto fali ma ksztalt kulisty (rys. 3a), i z powodu
wielokrotnych odbi¢ fala odbita od przeciwleglej krawedzi jest trudna do ziden-
tyfikowania w sygnale zarejestrowanym w wezle A (rys. 4a). Wzbudzenie wzdluz
krawedzi powoduje, iz czoto fali ma ksztalt liniowy (rys. 3b), i fala odbita od kra-
wedzi zawierajacej wezel B jest widoczna w czasie 0,4 ms (rys. 4b).
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a) b)
t=0,06 ms
o) 3

=
£(t)

t=0,12 ms

t=0,15ms

)

Rys. 3. Propagacja fali podtuznej w panelu bez uszkodzenia: (a) wzbudzenie punktowe; (b) wzbu-
dzenie liniowe

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1x1073 t[s]

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1x1073 t[s]

Rys. 4. Sygnal przyspieszenia w wezle A w panelu bez uszkodzenia: (a) wzbudzenie punktowe;
(b) wzbudzenie liniowe

Druga symulacja dotyczy analizy propagacji fali w panelu z uszkodzeniem.
W przypadku zastosowania wzbudzenia punktowego, wielokrotne odbicia od
krawedzi panelu uniemozliwiaja wskazanie potozenia uszkodzenia. Zastosowanie
wzbudzenia liniowego (rys. 5b) powoduje, ze po odbiciu od uszkodzenia front fali
jest wyrazny i dochodzi do punktu A w czasie 0,2 ms (rys. 6b), wskazujac dokladnie
na miejsce polozenia uszkodzenia.
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a) b)

t=0,06 ms
Po—] e
£(t)

t=0,12 ms
i)
1)

t=0,15ms

Rys. 5. Propagacja fali podluznej w panelu z uszkodzeniem: (a) wzbudzenie punktowe; (b) wzbu-
dzenie liniowe

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1x1073 t[s]

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1x1073 t[s]

Rys. 6. Sygnal przyspieszenia w wezle A w panelu z uszkodzeniem: (a) wzbudzenie punktowe;
(b) wzbudzenie liniowe

4. Podsumowanie

W pracy opisano metode symulacji propagacji fal sprezystych z zalozeniem
plaskiego stanu naprezenia w panelu o ksztalcie litery T. Zastosowano elementy
spektralne z weztami Gaussa-Legendrea-Lobatto. Sformulowanie to pozwala na
wyprowadzenie réwnan zjawiska propagacji fal z diagonalng macierza mas. Dzieki
zastosowaniu kwadratury Lobatto, catkowanie w czasie moze zosta¢ przeprowadzone
efektywnie z wykorzystaniem dedykowanego schematu catkowania.

Przedstawione symulacje propagacji fal sprezystych w panelu o ksztalcie litery T
pokazaly, ze do celow diagnostycznych nie jest wskazane zastosowanie wymusze-
nia punktowego. Dla takiego wymuszenia w elemencie rozchodzi si¢ fala czotowa
o ksztalcie kotowym, ktéry powoduje liczne odbicia od krawedzi. Skomplikowana
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interferencja odbi¢ uniemozliwia identyfikacje fali odbitej od uszkodzenia i tym
samym nie pozwala na okreslenie polozenia uszkodzenia. Zastosowanie wzbudzenia
liniowego, gdy sila wymuszajaca przytozona zostala na calej krawedzi, powoduje
powstanie fali czolowej o ksztalcie zbliZzonym do liniowego. W tym przypadku
odbicie od uszkodzenia jest wyraznie widoczne na przebiegu przyspieszenia obli-
czonym w punkcie na krawedzi wzbudzenia. Wyznaczenie potozenia uszkodzenia
jest mozliwe na bazie pomiaru czasu powrotu fali odbitej od uszkodzenia oraz
znanej predkosci rozchodzenia sie podtuznych fal sprezystych w panelu.

Artykut wplyngt do redakcji 21.01.2010 . Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w maju 2010 .

LITERATURA

[1] T. PATERA, A spectral element method for fluid dynamics: laminar flow in a channel expansion,
Journal of Computational Physics, 54, 1984, 468-488.

[2] C.Canuto, M. Y. HussAINT, A. QUARTERONTI, T. A. ZANG, Spectral Methods in Fluid Dynamics,
Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, 1998.

[3] J.E DovyLE, Wave propagation in structures: spectral analysis using fast discrete Fourier transforms,
(second ed.), Springer—Verlag, New York, 1997.

[4] A.Zax, M. Krawczuk, W. OsTACHOWICZ, Propagation of in-plane wave in an isotropic panel
with a crack, Finite Elements in Analysis and Design, 42, 2006, 929-941.

[5] M.KLEIBER, Wprowadzenie do Metody Elementow Skoriczonych, IPPT PAN, Warszawa—-Poznan,
1989.

[6] G.RaxkowsKl, Z. KACPRZYK, Metoda Elementow Skoriczonych w mechanice konstrukcji, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa, 2005.

[7] K.]J. BATHE, Finite Element Procedures, Prentice Hall, Upper Saddle River, 1996.

[8] J. CHROSCIELEWSKI, M. Rucka, W. Witkowskl, K. WILDE, Formulation of spectral truss element
for guided waves damage detection in spatial steel trusses, Archives of Civil Engineering, 55, 1,
2009, 43-63.

[9] W. WITKOWSKI, M. RUCKA, J. CHROSCIELEWSKI, K. WILDE, Wave propagation analysis in spatial
frames using spectral Timoshenko beam elements in the context of damage detection, Archives
of Civil Engineering, 55, 3, 2009, 367-402.

[10] E B. HILDEBRANDT, Introduction to numerical analysis, McGraw-Hill Book Company Inc., 1956.
[11] N.N.NEWMARK, A method of computation for structural dynamics, Proc ASCE, J. Engng. Mech.
Div., (EM3), 85.

J. CHROSCIELEWSKI, M. RUCKA, K. WILDE, W. WITKOWSKI

Modelling of elastic wave propagation in T-panel in the context of damage detection

Abstract. A computational approach to analysis of wave propagation in plane stress problems is
presented on the example of a T-panel. Numerical simulations were conducted using spectral element
method, for the intact T-joint and the T-joint with damage. The accelerations time histories of
elastic waves have been applied to find the locations of a defect. Finally, a possible application of
the present formulation to damage detection in plane stress problems is discussed.

Keywords: spectral element method, truss joints, wave propagation, damage detection
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