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Streszczenie

Przeprowadzono krytyczng dyskusje stosowanych w literaturze definicji
ryzyka blednych decyzji wynikajacych z niepewnosci pomiaréw. Dla
znanych rozktadéw prawdopodobienstwa charakteryzujacych produkcje
i aparatur¢ pomiarowa dokonano analizy ryzyka na przykladzie testowania
amplitudy napigcia. Pokazano, ze tradycyjne definicje ryzyka producenta
i ryzyka konsumenta sa przypisywane prawdopodobienstwom zanizonym.
Poréwnano je z definicjami lepiej dostosowanymi do praktyki produkcyj-
nej.

Slowa Kkluczowe: ocena zgodnosci wyrobow, niepewnos¢ pomiarow,
ryzyko konsumenta, ryzyko producenta.

Consumer’s and producer’s risk associated
with measurement uncertainty

Abstract

In the paper a critical discussion of the definitions of producer's and
consumer's risks associated with measurement uncertainty is presented.
The considerations are illustrated by an example of amplitude testing, for
which risks are evaluated using known from literature and proposed
formulae. It is shown that when the consumer's risk is discussed in
literature it is by definition lower than probability referenced to the
consumer's perspective. The reason for this is that the appropriate action,
usually taken in the case of parameter being outside the acceptance
interval, is not considered. The similar remark refers to the definition of
the producer's risk because production yield is usually not 100 %. The
proposed definitions of risk are better adjusted to the industrial practice.
The paper concludes that suitable precautions must be taken using
the definitions of consumer's and producer's risk which are published in
journals. This discussion deals also with draft of the important document
"Evaluation of measurement data - The role of measurement uncertainty in
conformity assessment", JCGM 106, which is under preparation by Joint
Committee for Guides in Metrology.

Keywords: conformity assessment, measurement uncertainty, consumer’s
risk, producer’s risk.

1. Wprowadzenie

Niepewno$¢ pomiaré6w niesie ryzyko podejmowania biednych
decyzji. Ich skutkiem moga by¢ straty materialne i moralne, nie-
powodzenie misji, a nawet utrata zycia. Dotyczy to wszystkich
obszaréw technologii, badan medycznych, monitorowania $rodo-
wiska, zapewnienia bezpieczenstwa.

W artykule ryzyko rozwazane jest w kontekscie procesow pro-
dukcyjnych, w ktoérych wyniki pomiaréw shuzg do podejmowania
decyzji akceptujacej lub odrzucajacej wyrdb. W praktyce produk-
cyjnej mamy czgsto do czynienia z sekwencyjnym testowaniem
nominalnie jednakowych wyrobow, ktorych parametry réznig si¢
z powodu niedoskonato$ci procesu technologicznego. Niepewno$¢
pomiaré6w moze spowodowac podjecie btednych decyzji - akcep-
tacje wyrobu nie spetniajacego specyfikacji lub odrzucenie wyro-

bu zdatnego. Obie sytuacje sg charakteryzowane za pomoca praw-
dopodobienstwa nazywanego tradycyjnie ,,ryzykiem konsumenta”
(RK) i ,,ryzykiem producenta” (RP), poniewaz skutki wprowadze-
nia na rynek niezdatnego wyrobu sg odczuwalne bezposrednio
przez konsumenta, a w drugim przypadku strat¢ ponosi producent,
ktéry nie sprzedaje zdatnego wyrobu, lecz odrzuca go lub tozy na
koszty niepotrzebnej korekcji, naprawy i ponownego testowania.
Zauwazmy, ze nie tylko klient, ale rowniez producent ponosi
konsekwencje akceptacji wyrobu nie spetniajacego specyfikacji.
Sa nimi reklamacje, utrata reputacji, a nawet sprawy sadowe.

Problemowi oceny ryzyka konsumenta i producenta po§wigco-
ny jest rozdzial 10 projektu dokumentu opracowywanego przez
Joint Committee for Guides in Metrology noszacego tytut
"Evaluation of measurement data - The role of measurement
uncertainty in conformity assessment”, JCGM 106 [1], ktéry ma
by¢ kolejnym suplementem do przewodnika ,Guide to the
expression of uncertainty in measurement” (GUM) [2]. W doku-
mencie tym, a takze w wielu innych pracach z dziedziny badania
zgodnosci [3-5], pod pojeciem ryzyka rozumie si¢ prawdopodo-
bienstwo obliczone dla wyrobu losowo wybranego z procesu
produkcyjnego, nazywane rowniez globalnym ryzykiem konsu-
menta lub producenta. Do zdefiniowania ryzyka w takim ujeciu
potrzebne sg trzy wielkosci: x, x,, g gdzie: x jest testowanym
parametrem wyrobu (atrybutem wyrobu decydujacym o jego
jakosci), x,, jest wynikiem pomiaru tego parametru, g jest wyspe-
cyfikowana graniczna (dopuszczalng) wartosciag parametru x.
Problem ryzyka btednych decyzji powstaje stad, ze z powodu
niepewnos$ci pomiaréw wynik pomiaru x,, r6zni si¢ od menzuran-
du x.

Ryzyko konsumenta jest definiowane jako prawdopodobien-
stwo jednoczesnego spetnienia dwdch nierdwnosci

RK:Pr(x>g,xm£g), @))
natomiast ryzyko producenta, to prawdopodobienstwo
RPzPr(ng,xm >g). )

Gdy istnieja dwie granice tolerancji parametru; dolna i goérna,
w wyrazeniach (1) 1 (2) operuje si¢ przedziatami.

Wyznaczone w ten sposob poziomy ryzyka nie uwzgledniaja
dziatan podejmowanych w zaktadach produkcyjnych po przepro-
wadzeniu testu. Zauwazmy, ze z perspektywy konsumenta, po-
ziom ryzyka wyznaczony za pomoca definicji (1) jest zanizony,
poniewaz nie uwzgledniono, ze wyroby, ktore nie spetnity testu sa
odrzucane i nie trafiaja na rynek. Podobne zastrzezenie dotyczy
wzoru (2) ze wzgledu na fakt, ze uzysk produkcyjny nie jest row-
ny 100%. Zatem definicje (1) i (2) prowadza do zbyt optymistycz-
nej oceny ryzyka przeznaczonej dla celow produkcyjnych.

W [6] zaproponowano lepiej dostosowane do praktyki produk-
cyjnej definicje ryzyka konsumenta i producenta:

« P Xy S

R = P> e, <g) G)
Pr(xlﬂ S g)

RP" = Pr(x <g.x,> g) @)

Pr(x < g)

gdzie: Pr(xm < g) jest prawdopodobienstwem, ze wyrob speini

test, Pr(xs g) jest prawdopodobienstwem, ze wyrdb jest po-

prawnie wyprodukowany (zdatny).



Pobrano z mostwiedzy.pl

A\ MOST

1062

Dla poréwnania stosowanych w projekcie dokumentu JCGM
106 i proponowanych definicji ryzyka, w dalszej czg¢éci przedsta-
wiono studium procesu testowania produkcyjnego, w ktorym
mierzonym parametrem jest amplituda napigcia.

2. Ocena ryzyka w testowaniu amplitudy
napiecia

Niech z oznacza mierzong amplitude napigcia (menzurand), z,
wynik pomiaru amplitudy, a U, wyspecyfikowana graniczng
wartos¢ parametru z. Dla danego procesu produkcyjnego i zasto-
sowanego systemu pomiarowego wiedza o mozliwych rezultatach
sprawdzenia zgodno$ci wyrobu wybranego losowo z populacji jest
zawarta w lacznym rozkladzie prawdopodobienstwa menzurandu
i wyniku pomiaru p(z, z,) [1]. Wyprowadzenie tego rozkladu
wymaga znajomosci rozkltadéw prawdopodobienstwa charaktery-
zujacych wielkos¢ badang i proces pomiarowy.

Jako przykladowa charakterystyke wielkosci badanej zastosuj-
my rozktad prawdopodobienstwa modutu napigcia [7].
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Rys. 1. Rozktad ggstosci prawdopodobienstwa modutu napigcia na wyjsciu
uktadu testowanego

Fig. 1.  Probability density function of the voltage magnitude at the tested
circuit output
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oy, oy — odchylenia standardowe czgsci rzeczywistej i urojonej
napigcia, » — wspotczynnik korelacji migdzy czgécia rzeczywista
i urojona, I/, — zmodyfikowana funkcja Bessela zerowego rzgdu.
Jest to uogdlniony rozktad Rayleigha (ze wzgledu na liczbe para-
metrow funkcji zwigkszong z jednego do trzech), adekwatny dla
napiecia, ktorego czesci rzeczywista i urojona charakteryzowane
sa normalnymi rozktadami prawdopodobienstwa z zerowymi
warto$ciami oczekiwanymi i1 réznymi odchyleniami standardo-
wymi. Na rys. 1 przedstawiono wykres funkcji rozktadu (5) dla
danych odchylen standardowych: oy = 14,8 mV, oy = 18,6 mV,

oraz wspoétczynnika korelacji r = 0.
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Mierzony parametr jest destymulantg jakos$ci i jego zbyt wyso-
kie wartosci przemawiajg na niekorzys$¢ produktu. Dychotomiczna
klasyfikacja jednostek produktu, z wyrdéznieniem jednostek wyko-
nanych poprawnie (zdatnych) oraz jednostek, ktore przekraczaja
wyspecyfikowany poziom amplitudy napigcia (niezdatnych),
wykonywana jest metodg bezposredniego poréwnania z napigciem
wzorcowym za pomoca komparatora analogowego, dla ktorego
znamy niepewno$¢ standardowa pomiaru. Do analizy tego procesu
pomiarowego, realizowanego na seryjnie produkowanych wyro-
bach, =zastosujemy podejscie probabilistyczne. Wedlug [8]
W procesie pomiarowym mozna wyr6zni¢ dwa etapy: obserwacje
i restytucje (odtwarzanie menzurandu). Obserwacja y menzurandu
z jest zaklocona przez sktadnik losowy W wynikajacy z niepewno-
$ci progu komparatora

Y=Z-W. 6)

Etap obserwacji opisuje funkcja rozktadu prawdopodobienstwa
warunkowego p(y|z), ktora jest rozktadem Y dla Z przyjmujace-
go ustalong warto$¢ z. Gdy podstawimy Z = z do modelu (6), to

widoczne jest, ze zmienna losowa Y rozni si¢ od W tylko statym
sktadnikiem z. Stad rozktad 7, dla ustalonego Z, jest rozkladem W,

ktéry oznaczymy pw(.) . Mamy wigc

plz)=pulz-»). @

Jezeli dla scharakteryzowania niepewnosci progu komparatora
przyjmiemy rozklad normalny, to rozktad prawdopodobienstwa
warunkowego opisujacy etap obserwacji bedzie posiadal ksztalt
przedstawiony na rys. 2.

xf/f”fzg 40

y [mV]

Rys. 2. Rozktad prawdopodobienstwa warunkowego opisujacy proces obserwacji
Fig. 2. Probability density function governing the observation process

Etap restytucji to inwersja funkcji prawdopodobienstwa warun-
kowego (7) realizowana za pomoca twierdzenia Bayesa

_ pbeelz)
P&bo—]jxﬂzzxzﬁg.

z

®)

Zgodnie z paradygmatem zaproponowanym w [9], w formule (8)
przyjmujemy rownomierny rozktad prawdopodobienstwa p(z),
co prowadzi do wzoru o uproszczonej postaci

) pbz)  pule-y)
D) [ pUl)phz [ pu -yl @

Nalezy podkresli¢, ze wzor (9) nie stuzy do realizacji tzw. Bay-
esowskiej metody analizy ryzyka, lecz jest jedynie narzedziem do
inwersji funkcji prawdopodobienstwa warunkowego. Rozktad
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prawdopodobienstwa otrzymany w wyniku inwersji rozktadu (7)
przedstawia rys. 3.

Rys. 3. Rozktad prawdopodobienstwa otrzymany w wyniku inwersji
Fig. 3.  Probability density function as a result of probabilistic inversion

Jako wynik pomiaru z,, przyjmiemy najlepsza estymate men-
zurandu Z. Zgodnie z przewodnikiem GUM [2] jest to warto§¢
oczekiwana rozktadu

2 = E.(2), (10)

gdzie E, () jest wartoscig oczekiwana wzgledem zmiennej z.

Probabilistyczny model procesu pomiarowego otrzymamy taczac
etap obserwacji z etapem restytucji. Realizuje to funkcja warun-
kowego rozktadu prawdopodobienstwa, taczaca kazda mozliwa
warto$¢ menzurandu, z mozliwymi wynikami pomiaru, ktore
moga by¢ przypisane menzurandowi

p(zmlz)zjé[zm -E, (Zly)]p(ylz)dy, (11)

1 dla x=0
dzie: J(x)= jest delta Kronekera.
dsie: ) {0 dla x20 1
Synteza tacznego rozktadu prawdopodobienstwa menzurandu,
z i warto$ci zmierzonej, z,, wymaga zlozenia rozktadu (11) oraz
rozkladu charakteryzujacego proces produkcyjny p, (z) Ponie-

waz wymienione rozklady sa statystycznie niezalezne, ich iloczyn
formuje taczny rozktad prawdopodobienstwa menzurandu i wyni-
kow pomiarow

p(z, zm): p(zm |z)pz (z) (12)

Dla analizowanego przyktadu taczny rozktad prawdopodobien-
stwa menzurandu i wynikéw pomiaru przedstawia rys. 4.

Rys. 4. Laczny rozktad prawdopodobienstwa menzurandu z i wynikow pomiaru z,,
Fig. 4.  Joint probability density function of measurand z and measurement values z,,
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Poziomy ryzyka konsumenta i producenta mozna obliczy¢ na
bazie rozktadu (12) po ustaleniu odpowiednich obszarow catko-
wania. Zadanie to utatwia rys. 5, na ktérym przedstawiono pole
kwadratu wyznaczonego przez zakres zmian menzurandu i wyni-
kéw pomiaréw (0 — 100) mV. Linia pionowa odpowiada wyspe-
cyfikowanemu limitowi testowanego napigcia U,. Linia pozioma
odpowiada progowemu napigciu komparatora U;. Wartosci Uy
i Uy, nie musza by¢ sobie rowne, czgsto stosuje si¢ migdzy nimi
margines w celu zarzadzania ryzykiem. Rysunek 5a przedstawia
obszar catkowania shuzacy do obliczenia prawdopodobienstwa
spetnienia testu przez niezdatny wyrdb. Proponowana definicja
RK* (3) wymaga réwniez znajomosci prawdopodobienstwa spet-
nienia testu przez dowolny wyrdb, obliczonego z zastosowaniem
obszaru catkowania z rys. 5b.

Zm Zm
Uk Uk

o
o

Zm Zm
Uk Uk

Rys. 5. Obszary catkowania wyznaczone przez wyspecyfikowany limit napigcia
Ug oraz prog komparatora Uy, stuzace do obliczenia prawdopodobienstw
dla nastgpujacych przypadkow: a) wyrdb spehnia test a jest niezdatny,

b) wyrob spetnia test, ¢) wyrob jest zdatny, a nie spetnia testu,
d) wyrdb jest zdatny

Fig. 5.  Specification limit Ug and comparator threshold Uy defining integration
regions for probability calculation: a) for item that passes the test when,
in fact, item is actually out-of-order, b) item passes the test, c) item is
truly functional but fails the test, d) item is truly functional

Definicja RP* (4) wykorzystuje prawdopodobienstwo, ze zdat-
ny wyrob nie speini testu, obliczone z zastosowaniem obszaru
calkowania z rysunku Sc, oraz prawdopodobiefistwo, ze wyrob
jest zdatny, wyznaczone z zastosowaniem obszaru catkowania
z rys. 5d.

Posilkujac si¢ rys. 5 mozna tatwo sformutowac robocze wzory
do wyznaczania ryzyka konsumenta i producenta wedtug znanych
z literatury (RK, RP) i proponowanych (RK*, RP*) definicji:

RK:J. jp(z,zm)dzdzmxloO%, (13)
2, <Up 25U,

RP = j J'p(z,zm)dzdzmxloO%, (14)
Zy>Uy 2sU,

J. Ip(z,zm)dzdzm

x  2,<Uyz>U,

RK = x100% , (15)
_[ jp(z, zm)dzdzm
z,<U, z
I Ip(z,zm)dzdzm
x  z,>Up z<U,
RP = x100% . (16)

I .[p(z,zm )dzmdz

z<U, z,,
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W tab. 1 zestawiono przyktadowe wyniki obliczen poziomow
ryzyka, wykonanych dla kilku granicznych warto$ci amplitudy
testowanego napiecia (U,), przy U, = U, oraz niepewnosci stan-
dardowej progu komparatora réwnej u = 2 mV. Jak wynika z tab.
1, poziomy ryzyka obliczone z definicji (1) i (2) sa zanizone
w stosunku do obliczonych z (3) i (4). Wyniki réznig sie, tym
bardziej, im wyzszego ryzyka dotycza.

Tab. 1. Pordwnanie pozioméw ryzyka producenta i konsumenta
obliczonych wedtug definicji (1), (2) z poziomami ryzyka
obliczonymi wedhug definicji (3) , (4)

Tab. 1. Comparison of consumer’s and producer’s risk calculated
according to definitions (1), (2) with risks calculated according
to definitions (3), (4)

Ug = Uk RK RK* RP RP*
(mV) (%) (%) (%) (%)
20 2,6760 5,2918 2,8295 5,5783
30 1,5385 1,9468 1,8474 2,3287
40 0,5745 0,6154 0,7622 0,8149
50 0,1502 0,1529 0,2170 0,2208
60 0,0287 0,0289 0,0448 0,0451

3. Przyktad z zastosowaniem klasycznej
definicji prawdopodobienstwa

Dla zilustrowania oraz poréwnania wlasciwosci tradycyjnych
i proponowanych definicji ryzyka zastosujemy klasyczna definicje¢
prawdopodobienstwa (Laplace’a), ktora bazuje na stosunku liczby
zdarzen elementarnych sprzyjajacych analizowanemu zdarzeniu
do liczby wszystkich mozliwych przypadkéw. Rozwazmy skrajny,
ale przez to wyrazisty, przyklad procesu produkcyjnego charakte-
ryzujacego si¢ matym uzyskiem, okolo 50%. Dla produkcji cha-
rakteryzowanej rozkladem prawdopodobienstwa z rys. 1 taki
uzysk produkcyjny dostajemy dla limitu napigcia rownego 20 mV.
Stosujac obszar catkowania z rys. 5d obliczamy, ze prawdopodo-
bienistwo wyprodukowania wyrobu zdatnego wynosi 50,722%.
W partii liczacej milion egzemplarzy 507220 wyrobow spetni
specyfikacje (bedzie stanowito uzysk produkcyjny), a 492780
bedzie niezdatnych. W celu wykrycia i wyeliminowania wyrobow
niezdatnych testujemy amplitud¢ napigcia stosujac dychotomiczng
regule decyzyjng. Dla limitu napigcia U, rownego 20 mV i tej
samej warto$ci progu komparatora U, w pierwszym wierszu tab. 1
odczytujemy wartos¢ RP = 2,8295%, co oznacza, ze z powodu
niepewnosci pomiarow 28295 zdatnych wyrobdéw zostanie btgdnie
zakwalifikowanych jako niezdatne. Stad 507220 - 28295 = 478925
wyroby beda zakwalifikowane jako zdatne. Warto$¢ RK = 2,6760%
wskazuje, ze z powodu niepewno$ci pomiaréw dodatkowo 26760
wyrobdéw niezdatnych zostanie blednie zakwalifikowanych jako
zdatne. W sumie na rynek trafi 478925 + 26760 = 505685 wyro-
béw, z ktorych 26760/505685 = 5,2918% bedzie niezdatnych.
Wartos¢ ta doktadnie odpowiada poziomowi ryzyka konsumenta
wyznaczonemu zgodnie z proponowang definicja RK*. Stosunek
liczby btgdnie odrzuconych wyrobow do liczby wyrobow stano-
wigcych uzysk produkcyjny wynosi 28295/507220 = 5,5784%,
co odpowiada poziomowi ryzyka producenta wyznaczonemu za
pomoca proponowanej definicji RP*.

Przyktad ten potwierdza wzajemng zgodno$¢ wynikéw obliczen
przedstawionych w pierwszym wierszu tab. 1.
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W celu zredukowania prawdopodobienstwa wprowadzenia na
rynek niezdatnych wyroboéw mozna zawezi¢ przedzial akceptacji
poprzez zastosowanie progowego napigcia komparatora U mniej-
szego od specyfikowanego limitu U,.

4. Zastosowania analizy ryzyka

Analiza ryzyka wynikajacego z niepewno$ci pomiaréw ma
miedzy innymi zastosowanie w projektowaniu testow sprawdzaja-
cych zgodno$¢ wyrobow ze specyfikacja. Umozliwia ustalenie
wymaganej dokladnosci dla aparatury pomiarowej oraz dobor
przedziatu akceptacji dla testowanego atrybutu wyrobu (zarzadza-
nie ryzykiem). Pozwala takze oceni¢ wptyw niepewnosci pomiaru
na bezposrednie koszty produkcji i na koszty konsekwencji bled-
nych decyzji.

5. Podsumowanie

Wynikom pomiaréw towarzyszy ich niepewnos¢, ktora niesie
ryzyko podejmowania btednych decyzji akceptujacych lub odrzu-
cajacych wyrob. Ocena tego ryzyka na podstawie znanego rozkla-
du prawdopodobienstwa mierzonego parametru i charakterystyki
uzytego systemu pomiarowego, z zastosowaniem definicji (1), (2)
nie daje poprawnych wynikoéw, ani z perspektywy rynku, ani
z perspektywy produkcji. Otrzymywane wyniki wymagaja dalsze-
go przetwarzania, jak pokazano na przyktadzie w punkcie 3. Na-
zwy stosowane tradycyjnie dla definicji (1), (2) ,,ryzyko konsu-
menta” i ,,ryzyko producenta” moga wprowadzi¢ niedoswiadczo-
nego analityka w btad, spowodowac zaniechanie dalszych obli-
czen i skutkowa¢ zanizong oceng ryzyka. Natomiast proponowane
definicje (3), (4) prowadza wprost do prawidlowej, uwzgledniaja-
cej realia praktyki produkcyjnej, oceny ryzyka konsumenta
i producenta.
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