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Projektowanie uktadu geometrycznego toru kolejowego po-
lega na taczeniu z sobg okreslonych punktéw charakterystycz-
nych trasy za pomoca odcinkdéw prostych oraz tukéw o stalej
i zmiennej krzywiznie. W miejscach potaczen, na skutek zmian
krzywizny poziomej, dochodzi do zwigkszenia oddziatywan
dynamicznych wystepujacych w uktadzie tor — pojazd. W pro-
cesie modelowania krzywizny projektant dazy do zapewnie-
nia ptynnej zmiany krzywizny przy spetieniu odpowiednich
warunkow [8], by poprzez wlasciwe uksztattowanie krzywych
przejscia zapewni¢ mozliwie najkorzystniejsze wiasciwosci dy-
namiczne uktadu.

Poszukiwanie nowych postaci krzywych przejscia i ocena
istniejacych sa tematami wciaz aktualnymi, czego dowodem sa
liczne publikacje poswigcone tym zagadnieniom. W Katedrze
Transportu Szynowego Politechniki Gdanskiej opracowano
uniwersalng metod¢ modelowania krzywizny z wykorzysta-
niem réwnan rézniczkowych. W ostatnich latach pojawito sig
takze szereg publikacji dotyczacych nowych sposobow kon-
struowania tzw. krzywych Bezier [1, 3, 4, 5]; wskazano na
mozliwo$¢ zastosowania tego rodzaju krzywych przy projekto-
waniu droég kotowych i kolejowych. W niniejszej pracy oceng
mozliwosci zastosowania krzywych Bezier w projektowaniu
drog kolejowych dokonano na podstawie analizy oddziatywan
dynamicznych w uktadzie tor — pojazd oraz sprawdzenia, czy
byty spelnione warunki stawiane uktadom geometrycznym toru
[8, 18, 19]. Jako element poréwnawczy wykorzystano krzywe
klasy C° i C'uzyskane na drodze analitycznej, przy zastosowa-
niu uniwersalnej metody modelowania krzywizny.

Zastosowany model oraz sposob oceny oddziatywan dyna-
micznych przedstawiono w pracach [17, 24]. Zasadniczym ele-
mentem analizy oddzialtywan dynamicznych jest wyznaczenie
wielko$ci drgan X (t) oraz wypadkowego przyspieszenia w ru-
chu drgajacym X" (t) w rejonach, w ktorych wystepuja zmiany
poziomej krzywizny toru. W pracy [24] przedstawiono opis me-
tody numerycznej stosowanej do wyznaczenia wielkosci drgan
X (t) przy zalozeniu, Zze czynnikiem wymuszajacym drgania
poprzeczne pojazdu szynowego sa zmiany krzywizny poziome;j
toru.

Modelowanie matematyczne uktadéow torowych moze stu-
zy¢ nie tylko projektowaniu korzystnego uksztattowania geo-
metrycznego, lecz rowniez odtwarzaniu ksztattu istniejacego
toru w plaszczyznie poziomej. W tym zakresie pojawily si¢
ostatnio zupelie nowe mozliwosci. Zastosowanie opracowanej
przez zespdt naukowy Politechniki Gdanskiej i Akademii Mary-
narki Wojennej w Gdyni techniki Mobilnych Pomiaréw Sateli-
tarnych [20, 21, 25] pozwala na wyznaczenie wspolrzednych osi
toru w odstgpach rzedu 20 + 30 cm. W zwiazku z tym pojawia
si¢ potrzeba opisania pomierzone;j trasy takimi elementami geo-
metrycznymi (w postaci odcinkow prostych oraz tukow o statej
i zmiennej krzywiznie), ktore sa dostosowane do pojazdow szy-
nowych poruszajacych si¢ z okreslong predkoscia.

W pracy przedstawiono metodyke postgpowania, wykorzy-
stujaca zapis matematyczny i odpowiednie algorytmy oblicze-
niowe oraz opracowany system wspomagania komputerowego.
Wybér najkorzystniejszego wariantu moze odbywac si¢ na dro-
dze optymalizacji. W przypadku odtwarzania przebiegu trasy
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kolejowej o ztozonym uksztattowaniu geometrycznym jedynym
rozwigzaniem moze okaza¢ si¢ wykorzystanie techniki nume-
ryczne;j.

UNIWERSALNA METODA
MODELOWANIA KRZYWIZNY

Zatozenia ogélne

Potaczenie elementéw trasy kolejowej o zrdznicowanej
krzywiznie powinno zapewnia¢ ciagla zmiang niezrownowazo-
nego przyspieszenia bocznego, w sposob korzystny w dynami-
ce oddziatywan w uktadzie droga — pojazd. Wiaze sig¢ to $cisle
z wlasciwym sposobem ksztattowania krzywizny. Uogolniajac
metode identyfikacji przyspieszen niezrOwnowazonych wyste-
pujacych na réznych rodzajach krzywych przejsciowych [23],
mozemy poszukiwaé funkcji krzywizny K (I) wérod rozwigzan
réwnania rozniczkowego:

K™ ()= LKk, k™ ] (1)

z warunkami na poczatku (dla | = 0) i na koncu (dla | = 1) krzy-
wej przejscia

) k, dla i=0
k@@ )=4" 2
@) {o dla i=1,2,..n, @
k dla j 0
kO . 3)
0 dla j 1,2, ,n

przy czym parametrem | jest potozenie danego punktu na dhu-
gosci krzywej. Rzad rownania rézniczkowego (1) wynosi
m=n, +n, + 2, aotrzymana funkcja K (I) jest funkcjg klasy C"
w przedziale <O,|k>, gdzie n =min (n, n).

Zastosowanie przedstawionej metody stwarza mozliwo$¢
faczenia réznorodnych elementow geometrycznych, np. prostej
z tukiem kotowym czy tez dwoch tukow kotowych o przebiegu
zgodnym lub odwrotnych. Metoda ta pozwala na generowanie
rozwigzan o liniowej lub nieliniowej zmianie krzywizny.

Po wyznaczeniu krzywizny K (I) zadaniem podstawowym
staje si¢ okreslenie wspotrzgdnych krzywej w uktadzie X, y . Za-
ktadamy, ze poczatek tego uktadu znajduje si¢ w punkcie kon-
cowym krzywej wejsciowej o krzywiznie K, a 0§ odcigtych jest
styczna do tej krzywej w tymze punkcie. Rownanie szukanego
potaczenia mozemy zapisa¢ w postaci parametrycznej:

x(1) = j cos®(ydl 4)

y(1) = [sinO(1)dI (5)
Funkcje ©(l) okreslamy na podstawie wzoru

o) = j k(Ddl (6)

Przypadek liniowej zmiany krzywizny

Jak powszechnie wiadomo, liniowa zmiana krzywizny wy-
stepuje na krzywej przejsciowej zwanej klotoida, taczaca pro-

. 1 .
stg (k, = 0) z lukiem kotowym (k, = E). Sprobujmy teraz ten

przypadek uogolni¢. Liniowa zmiang Krzywizny na okreslonej
dhugosci |, uzyskuje si¢ przez przyjecie dwoch elementarnych
warunkow:

k() =k, @

oraz réwnania rozniczkowego rzedu drugiego dajacego rozwig-
zanie wielomianowe

{k(ow =k,

k"(1)=0 ®)

Rozwigzanie problemu roézniczkowego (7), (8) stanowi
funkcja klasy C%

1
k(1) =k + =k, = k)l )
k
Wyznaczenie funkcji ©(1)

O() =k | +——(k, —k)I’ (10)
21,

umozliwia okreslenie wspotrzednych X(1) i y(I) za pomoca wzo-

row (4) 1 (5) 1 rozwinigciu funkcji podcatkowych w szereg Mac-

laurina [22]. Po przeprowadzeniu calej procedury otrzymujemy

nastgpujace rOwnania parametryczne:

k;

3_£ _ 4
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Latwo sprawdzi¢, Ze powyzsze rownania dla k = 0 opisujg
krzywa przej$ciowa w postaci klotoidy.

W przypadku tukow zgodnych funkcja ©(1) jest funkcja mo-
notoniczng. W przypadku tukéw odwrotnych funkcja O(l) ma
ekstremum w punkcie |

(13)

1 Ik
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Rownania parametryczne (11) i1 (12) obowigzuja dla
l e (O, |o>; dla |l e <IO,Ik> funkcje podcatkowe nalezy rozwingé
w szereg Taylora [22]. Otrzymujemy wowczas:

k; L
X(I) = X(IO)J'_COS(_mIk J(I IO)

— (k2 _ kl) Sin(_ klz Ik ji| (I _|0)3 —
| ol 2(k, —ky)
— (k2—|§1)2 OS[— k12 IkJ:|(I |0)5+
401, 2(k, —k,)
+ &, ki)S [— K Ikﬂ (-1, +
336l 2(k, —k))
(kz _k1)4 _ kl2 1y
34561} ( 2k, —k,) Ikﬂ(l ) (1)
y(h= y(|°)+Sin[_2(kk—]_k)lkj(l - Io)+
_(kz_k1) _ kl2 1V
+_ . cos[ 2k, —K) Ikﬂ(l ly)
_(kz _k1)2 : 12 5
e sm[— 2, _kl)lkﬂ(l l,)’ -
(k, k;)s cos[— ki Ikﬂ (-1 +
336l, 2(k, —k))
_(kz _k1)4 E 12 1)
"1 34501 Sm( 2(k, —kl)lkﬂ(I oy (1)

Przypadek nieliniowej zmiany krzywizny

Przedstawione rozwigzanie liniowej zmiany krzywizny ma
charakter jednoznaczny. Natomiast rozwigzan wielomianowych
mozna uzyska¢ wiele, przyjmujac rézne warunki brzegowe oraz
postaci réwnan rézniczkowych. Sprobujmy zajac si¢ przypad-
kiem, ktéry w odniesieniu do klasycznych krzywych przejscio-
wych taczacych prosta z tukiem kotowym identyfikuje krzywa
Blossa [8].

Przyjmijmy warunki brzegowe

k(0")=k, k()=k
( ) 1 ( k ) 2 (16)
k'(0")=0 k'(l,)=0
oraz nastgpujace rownie rozniczkowe:
k91 =0 (17)

Po rozwigzaniu réwnania rézniczkowego (16), (17) otrzy-
mujemy nastgpujacy wzor na krzywizne k (1):

3 2
k(|)=k1+|_2(kz_k1)|2_|_3(kz_k1)|3 (18)
k k

Uzyskane rozwigzanie jest funkcjg klasy C'. Posta¢ funkcji
O(I) jest nastepujaca:
1) =kl + -1 (k, —k)I* —— (k, —k,)I*

19
E o (19)

Tak jak w przypadku liniowej zmiany krzywizny, okreslenie
wspotrzednych x(1) i y(I) za pomoca wzordw (4) i (5) wymaga
rozwini¢cia funkcji podcatkowych w szereg Maclaurina i ewen-
tualnie Taylora [22].

KRZYWE BEZIER

Sposrod omawianych w literaturze krzywych Bezier
[1, 3, 4, 5] analizie poddano kubiczne krzywe C-Bezier (cubic
C-Bezier curves) [3] i PH krzywe Bezier pigtego stopnia (Py-
thagorean hodograph quintic Bezier curves) [5].

Kubiczne krzywe C-Bezier

Kubiczna krzywa C-Bezier jest opisana nast¢pujagcym row-
naniem parametrycznym:

0 2-7 2 _1
T 4-n 4-=m
sint 2 2-g P,
2 |cost -1 01 p
P(t) = -1t 4-m 1 (20)
n—-2| t 1 2 - | P,
1 4-n 4-¢ P,
T -2 n—2 0
12 4-nm 4-rm |

i zdefiniowana parametrem t spetniajacym zalezno$¢ 0 <t < I
Sposréd punktéw kontrolnych {Pi}?:0 punkty P i P,, bedace
weztami krzywej Bezier, stanowig punkty styczno$ci krzywej
z tukiem, odpowiednio — wigkszym i mniejszym.

Pierwsza pochodna krzywej (20) wyrazona jest nastgpujaca
formuty:

P'(t) =£[(l—sint)(P1 —Py)+(1—cost)(P, —P,)] +

+

1)

2 (cost+sint—1)(P, —P,)
T

Druga pochodna krzywej (20) przedstawia si¢ nastgpujaco:

" _L n—2 B ~ ~
P(t)_n—z{(4_n(P2 P)—-(R Po)jcost+

+(P3 ~P, —ZTE(PZ —Pl)sintﬂ 22)

W pracy [3] podano algorytm wyznaczania punktéw kon-
trolnych {Pi }ilo z uwzglednieniem parametrow geometrycznych
uktadu oraz parametru ksztattu m. Na szczegélne podkreslenie
zashuguje fakt doktadnego uwzglednienia potozenia Srodkow
tukow 1 zaprojektowanie krzywej przejscia nie wymagajacej
zmiany potozenia tychze tukow.

PH krzywe Bezier pigtego stopnia

W pracy [5] przedstawiono zastosowanie krzywej Bezier
piatego stopnia (Pythagorean hodograph quintic Bezier curve)
opisanej wzorem:

INZYNIERIA MORSKA I GEOTECHNIKA, nr 5/2014

489


http://mostwiedzy.pl

Pobrano z mostwiedzy.pl

A\ MOST

5 (5 N
P(t)(= x(t), y(t)):z(ijpi 1-t't (23)

zdefiniowanej parametrem t, spetniajacego zaleznos¢ 0 <t <1.
Sposrod punktow kontrolnych {P; }?:0 punkty P, i P, stycznosci
krzywej z tukiem, odpowiednio — wigkszym i mniejszym, stano-
wiag wezly krzywej Bezier.

Zastosowana krzywa spelnia warunek stawiany Pitagorej-
skim hodografom (Pythagorean hodograph), polegajacy na
mozliwosci przedstawienia wyrazenia X'(t)* + y'(t)* jako wielo-
mianu kwadratowego zmiennej t. Pochodng krzywej wyrazono
nastgpujagcym wzorem:

P'(D)(= (X'(1), y'(1)) = (u* () = V* (1), 2u(®)v(t)), O<t<1 (24)
gdzie:

ut) =u, (1-t)* +2ut(1-t) +u,t’

v(t) =V, (1-t)* +2vt(1-t) +v,t°

W pracy [5] poddano analizie sposdéb wyznaczenia wspot-
czynnikow Ug, U,, U, V,, V,, V, w odniesieniu do konkretnego
uktadu geometrycznego tukéw z uwzglednieniem parametru
ksztattu m.

Algorytm konstruowania PH krzywych Bezier pigtego stop-
nia w przypadku uktadu tukéw zgodnych, w ktorym jeden tuk
lezy wewnatrz drugiego [5], r6zni si¢ od algorytmu stosowanego
w przypadku tukéw zgodnych, oddalonych od siebie [4]. W pra-
cy [5] podano mozliwo$¢ uzyskania potaczenia G* krzywej z tu-
kiem wigkszym lub potaczenia G* z tukiem mniejszym. W pro-
jektowaniu drég kolejowych mozna rozwazaé jedynie wariant
potaczenia G* krzywej z tukiem wickszym ze wzgledu na fakt,
ze w proponowanym potaczeniu G* krzywej z tukiem mniej-
szym nie jest spetniony warunek monotonicznos$ci krzywizny.

Analiza mozliwosci zastosowania

Analiz¢ mozliwos$ci zastosowania przeprowadzono poprzez
rozpatrzenie przyktadowych uktadow geometrycznych toru ko-
lejowego, obejmujacych zadanie laczenia krzywa przejsciowa
dwoch zgodnych tukéw kotowych, z ktorych jeden jest zawarty
wewnatrz drugiego (C-oval transition). Wymagane jest spetnie-
nie warunku monotonicznos$ci krzywizny [8].

Rozwazmy uktad geometryczny dwoch zgodnych tukoéw ko-
fowych: Q o promieniuR,=700miQ o promieniu’R(): 500 m,
w ktorym tuk Q jest potozony wewnatrz tuku €. Srodek tuku
Q, znajduje si¢ w punkcie C;(0;700) m; wspotrzedne $rodka
tuku Q, sg ustalane w toku algorytmu konstruowania krzywe;.

W uktad ten wpisujemy PH krzywa Bezier piagtego stopnia,
przyjmujac © = 0,2332, w wyniku czego otrzymujemy potoze-
nie $rodka C = (58,79; 510,11) m tuku , oraz odlegtos¢ pomig-
dzy $rodkami tukow r= ||C1 -C, || =198,78 m. Algorytm kon-
struowania PH krzywej Bezier pigtego stopnia przedstawiony
w pracy [5] wykazuje si¢ znacznie mniejsza elastyczno$cia od
algorytmu stosowanego w opracowaniu [4], dotyczacego tacze-
nia oddalonych tukéw zgodnych.

W celu poréwnania tej krzywej z krzywymi uzyskanymi
metodg analityczng wyznaczono krzywe klasy C° i C' o zato-

zonej dhugosei | = 293 m. Nastgpnie skonstruowano rodzing
kubicznych krzywych C-Bezier dla réznych warto$ci parametru
ksztattu me{0,93;0,95;0,99}, zachowujac potozenie $rodkow
tukow C; i C, uzyskane w trakcie konstruowania krzywej klasy
C°. Parametr ksztaltu m kubicznych krzywych C-Bezier dobra-
no tak, by spetni¢ wymagania niezb¢dne do uzyskania monoto-
nicznosci krzywizny okreslone przez algorytm [3], ktory w tym
przypadku okazat si¢ duzo mniej elastyczny niz w przypadku
faczenia tukow zgodnych oddalonych od siebie.

W rezultacie opisanego toku postgpowania otrzymano pota-
czenie tukow zgodnych przestawione na rys. 1. Krzywe poka-
zane na rys. 1 rdznig si¢ dlugoscia, krzywizng (rys. 2), a takze
punktami stycznosci krzywej z tukiem Q. Polozenie srodka C,
tuku Q, ulegto przesunigciu jedynie w przypadku krzywe;j kla-

400

250

y[m]

krzywa kl.cl o\ ___ A1
krzywa kl. €0

PH quintic

% [m]

Rys. 1. Potaczenie tukoéw zgodnych poréwnywanymi krzywymi przejscia

0,0019 -
krzywa kl. cl
0
o krzywa kl.C

0,0018

0,0017

k [rad/m]

0,0016

" PH quintic

00015

0,0014
I [m]
Rys. 2. Wykresy krzywizny porownywanych krzywych przejscia
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Tabl. 1. Dlugosci, polozenia $rodka C tuku Q,
oraz punkty styczno$ci krzywych klasy C° i C?, kubicznych krzywych C-Bezier oraz PH krzywej Bezier piatego stopnia

Krzywa Krzywa kl. C° Krzywa kl. C!

PH quintic C-Bezier m= 0,93 | C-Bezier m=0,95 | C-Bezier m = 0,99

Dhugosé krzywej | [m] 293,00 293,00

293,23 734,14 736,47 741,21

Punkt stycznosci z tukiem Ql[m] (281,81; 68,11) (282,25; 67,36)

(283,63;63,52) | (534,84;394,98) | (534,84;394,98) | (534,84;394,98)

Potozenie $rodka C [m] (41,22; 506,42) (42,73; 506,26)

(58,79;510,11) | (41,22;506,42) | (41,22;506,42) | (41,22;506,42)

.

“krzywa kl. c0

C-Bezier

krzywa klI. c1

0,005 M
om U )

0,015

X"(t) [m/s?]

PH quintic

I[m]

Rys. 3. Przyspieszenia w ruchu drgajacym X" porownywanych krzywych przejscia

sy C! oraz PH krzywej Bezier pigtego stopnia (tabl. 1). Uzy-
skano kubiczne krzywe C-Bezier o znacznie wigkszej dtugosci
w stosunku do pozostalych krzywych. Nie istniato rozwigzanie
o mniejszej dlugosci krzywej, zachowujace jednoczesnie poto-
zenie $rodka C, tuku Q.

Na rys. 2 przedstawiono krzywizny poréwnywanych krzy-
wych, a na rys. 3 przyspieszenie w ruchu drgajacym X".

Sposrod krzywych o dhugosci |, = 293 m zdecydowanie naj-
lepsze whasciwosci dynamiczne ma krzywa klasy C'. PH krzy-
wa Bezier pigtego stopnia ma lepsze wtasciwosci dynamiczne
od krzywej klasy C°w poczatkowym rejonie, a gorsze w rejo-
nie koncowym. Wynika to z zastosowania wariantu algorytmu
konstruowania krzywej gwarantujacego polaczenie G* z tu-
kiem wigkszym. Dobre wtasciwos$ci rodziny kubicznych krzy-
wych C-Bezier wynikaja z ich wickszej dtugosci w stosunku do
pozostatych krzywych.

ODTWARZANIE KSZTALTU OSI TORU KOLEJOWEGO

Mingto wlasnie sze$¢ lat od uruchomienia w naszym kraju
(w potowie 2008 roku) Aktywnej Sieci Geodezyjnej ASG-EU-
POS [2]. Otworzyto to zupelnie nowe perspektywy w zakre-
sie okreslania rzeczywistego potozenia toru kolejowego. Wy-
korzystanie opracowanej przez zespo6l naukowy Politechniki
Gdanskiej 1 Akademii Marynarki Wojennej w Gdyni techniki
Mobilnych Pomiar6w Satelitarnych [20, 25] umozliwia bardzo
precyzyjne okreslenie podstawowych danych do projektowania

modernizacji linii kolejowe;j. Technika ta pozwala na odtworze-
nie kierunkdéw prostych trasy (i okreslenie wystepujacych na
nich deformacji poziomych), a takze rejonow zmiany kierunku
trasy (katy zwrotu trasy, tuki kotowe i krzywe przejsciowe).

Stanowito to inspiracj¢ do podjgcia dziatan nad opracowa-
niem nowych metod projektowania, dostosowanych do tech-
niki MPS [7, 9, 10, 11], wraz z odpowiednim wspomaganiem
komputerowym [12, 14]. Dzieki technice satelitarnej stato si¢
mozliwe odtworzenie, w sposob bezposredni, rzeczywistego
ksztattu toru w ptaszczyznie poziomej. Tradycyjne podejscie
(a takze obowigzujace wytyczne projektowania) wymaga wyod-
rebnienia z uktadu sktadowych elementéw geometrycznych: od-
cinkéw prostych, tukow kotowych i krzywych przejsciowych.
Obecnie mozna to osiagna¢ przez odpowiedni opis matematycz-
ny pomierzonych rzednych. W nastgpnym etapie bedzie odby-
wac sie korygowanie rzednych, majace na celu eliminowanie
wystepujacych nieprawidtowosci oraz dostosowywanie uktadu
do wymaganych parametréw eksploatacyjnych. Stosowane me-
tody projektowania musza znalez¢ zastosowanie zaré6wno do
odtwarzania ksztaltu toru (stanowiacego przeciez podstawe do
okreslonych decyzji modernizacyjnych), jak tez do wykonania
wlasciwego projektu modernizacji.

Odtwarzanie ksztaltu osi toru kolejowego jest niewatpliwie
zagadnieniem bardziej zlozonym niz projektowanie wariantu
docelowego. Mogg si¢ tutaj okaza¢ przydatne algorytmy obli-
czeniowe obejmujace trudniejsze przypadki geometryczne, np.
tuki koszowe [10] i tuki odwrotne.
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Algorytm obliczeniowy

W opracowaniu ograniczono si¢ do rozpatrywania przypad-
ku standardowego, tj. zamodelowania istniejacego uktadu za
pomoca tuku kotowego i dwoch krzywych przejsciowych, przy
czym stworzono mozliwo$¢ zréznicowania rodzaju i dtugosei
krzywych przejSciowych. Sposob okreslenia podstawowych
danych wejSciowych oraz procedure projektowania rzgdnych
trasy (dla rozpatrywanego przypadku) przedstawiono w pracy
[11]. Pomierzone wspétrzedne Y, i X, (w panstwowym systemie
odniesien przestrzennych 2000) prostych stanowigcych przeci-
najace si¢ kierunki glowne trasy mozemy wykorzysta¢ do wy-
znaczenia — metoda najmniejszych kwadratow — ich réwnan
w postaci X = A + B Y. Znajomo$¢ rownan obydwu prostych
umozliwia wyznaczenie wspotrzednych punktu przecigcia kie-
runkow gtownych trasy w uktadzie 2000 oraz zdefiniowanie
warunkow okreslajagcych wspotrzedne koncowe;j strefy kierunku
glownego trasy na Prostej 1 oraz strefy poczatkowej drugiego
kierunku gtéwnego na Prostej 2. Wyznaczenie katow nachyle-
nia ¢, i @, obu prostych wzgledem osi Y pozwala na okreslenie
kata zwrotu trasy o.

Okreslenie nowych rzednych osi toru bedzie odbywac sig
przy nastepujacych danych wyjsciowych:
— kata zwrotu stycznych a,
— promienia tuku kotowego R,
— przechyiki na tuku h,
— dhgosei | i 1) przyjetych postaci krzywych przejscio-
wych.

W celu wykorzystania uzyskanych danych pomiarowych do
zaprojektowania rejonu zmiany kierunku trasy nalezy interesuja-
cy nas jej fragment wyodrgbni¢ z catosci uktadu geometryczne-
go oraz dokona¢ odpowiedniej transformacji (przesunigcia i ob-
rotu) uktadu wspoétrzgdnych. Wzory na nowe wspolrzedne trasy
w przesunigtym do punktu O(Y,, X ) i obroconym o kat [ lokal-
nym uktadzie wspotrzednych X, y sa opisane zalezno$ciami [22]:

X=( =Yy)cosp+(X —X,)sinP (25)
y=—Y =Yy)sinpB+(X —X,)cosp

Na rys. 4 przedstawiono lokalny uktad wspotrzednych Oxy,
w ktorym bedzie odbywac si¢ projektowanie uktadu geome-

(26)

Yy

Y1

W

trycznego, by nastepnie — na drodze odpowiedniej transformacji
— przenies¢ go do uktadu globalnego.

Proces projektowania przebiega sekwencyjnie, obejmujac

nastgpujace etapy:

— przyjecie (w sposdb przyblizony) poczatku lokalnego
uktadu wspotrzednych (punktu O) na jednym z kierun-
kéw gtdwnych trasy (na prostej 1); bedzie on rowniez
poczatkiem pomocniczego uktadu wspotrzednych Ox,y,
wykorzystywanego do wyznaczania punktow krzywej
przejsciowej KP1,

— okreslenie rzednych krzywej przejsciowej KP1 zlokali-
zowanej w ukladzie wspotrzednych Oxy, (rys. 1),

— transformacja krzywej przejsciowej KP1 do przyjetego lo-
kalnego uktadu wspotrzednych poprzez dokonanie obro-
tu jej uktadu odniesienia w prawo o kat o/2; otrzymujemy
réwnania parametryczne X(I) i y(I) krzywej KP1,

— okreslenie rzednych krzywej przejsciowej KP2 zlokali-
zowanej w ukladzie wspotrzednych O, Xy, (rys. 1),

— transformacja krzywej przejsciowej KP2 do uktadu
wspotrzednych O.X,y, poprzez dokonanie obrotu jej
uktadu odniesienia w lewo o kat a/2; poniewaz osie tego
uktadu sg rownolegte do osi uktadu lokalnego Oxy, ope-
racja ta pozwoli na okreslenie wspotrzgdnych punktu K,
(tj. wartosci |, | Ay, ),

— wyznaczenie rownania tuku kotowego y(X) polaczonego
stycznie w punkcie K| z krzywa przejsciowg KP1,

— okreslenie wspotrzednych punktu K (X, Y,,) z warun-
ku stycznosci tuku kolowego i krzywej przejsciowej
KP2,

— zorientowanie pomocniczego ukladu wspotrzednych
O,x.y, w ukfadzie lokalnym Oxy dzigki okresleniu poto-
zenia punktu O (X, ¥,),

— wyznaczenie rownan parametrycznych X(I) i y(l) krzy-
wej przejsciowej KP2 w lokalnym uktadzie wspotrzed-
nych,

— okreslenie potozenia poczatku lokalnego uktadu wspot-
rzednych, tj. punktu O (na odpowiednim kierunku gtow-
nym trasy) w uktadzie 2000; polozenie to wyznaczajg
wspolrzedne wierzchotka W(x,,, ,,) w uktadzie Oxy, gdyz
z pomiarow satelitarnych jestesmy w stanie tatwo okre-
8li¢ jego wspbtrzedne Y, i X, w uktadzie 2000,

X1

y3+

X2

Rys. 4. Przyjety lokalny uktad wspotrzednych (z wrysowanymi krzywymi przejsciowymi)
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Rys. 5. Widok fragmentu trasy w przesunigtym uktadzie wspoirzednych

— przeniesienie rozwigzania do uktadu globalnego przy
wykorzystaniu wzordéw [22]:

Y =Y, +XcosP—ysinf 27

X =X, +Xsinf+ ycosfp (28)

Komputerowe generowanie wariantow

W celu nadania charakteru aplikacyjnego przedstawionej
koncepcji nalezato opracowaé¢ odpowiedni program komputero-
wy. Program ten generuje kolejne warianty przebiegu trasy, wy-
korzystujac omowiony algorytm obliczeniowy, nastgpnie — na
drodze optymalizacji — dokonuje wyboru rozwiagzania najlepiej
opisujacego ksztatt istniejgcej osi toru [16]. Program umozliwia:

— szybkie zaprojektowanie poprawnego uktadu geome-
trycznego taczacego dwa kierunki gltéwne,

— szybka oceng wygenerowanego uktadu geometrycznego,
szczegblnie w przypadku, gdy projekt dotyczy moderni-
zacji istniejacej linii,

— tworzenie dowolnej liczby wariantow, stosujac rozne
rodzaje i1 dlugosci krzywych przejsciowych, a takze po-
przez zmiang wartosci promienia tuku kotowego,

— wygenerowania tablicy zawierajacej wspotrzedne geo-
graficzne punktow z okreslonym krokiem wzdluz osi
toru, niezbgdnych do wytyczenia zaprojektowanego
przebiegu trasy w terenie.

Algorytm obliczeniowy, zaimplementowany w Ssrodowisku
SciLab [26], pozwala uzytkownikowi zaprojektowa¢ zaréwno
nowy, tj. nie zwigzany z zadnym istniejacym ukladem geome-
trycznym wariant, jak rowniez wariant modernizacji uktadu ist-
niejacego na podstawie danych pomiarowych odnoszacych si¢ do
konkretnego toru kolejowego. Tworzac kolejne warianty, dgzymy
do minimalizacji przemieszczen istniejacego toru kolejowego.

Caly tok postgpowania mozna podzieli¢ na faze przygoto-
wawczg oraz projektowa. Pierwsza z nich polega na przygotowa-
niu niezbednych danych do zaprojektowania nowego wariantu
przebiegu trasy. Dane te stanowig tablice punktow pomiarowych,
obejmujaca swoim zakresem interesujacy nas rejon trasy. Wybor
tego rejonu wykonuje si¢ w module programu SATTRACK [15],
ktéry stuzy do wizualizacji i oceny przebiegu trasy kolejowej na
podstawie mobilnych pomiarow satelitarnych.

Faza projektowa polega juz na generowaniu kolejnych wa-
riantow przebiegu trasy i jest ona w duzym stopniu zautomatyzo-
wana, przez co rola projektanta polega gtéwnie na podejmowa-
niu krytycznych decyzji. Wspomaganie komputerowe przenosi
zatem wysitek zwigzany z czynno$ciami obliczeniowymi oraz
prezentacyjnymi na proces decyzyjny. Tok prowadzonego po-
stepowania zilustrowano na konkretnym przyktadzie.

Uzytkownik wczytuje do programu tablice zawierajaca
wspoélrzedne punktow w uktadzie 2000, utworzong w fazie po-
przedzajacej projektowanie. Na rys. 5 pokazano wykonang na
ich postawie wizualizacje przebiegu trasy na siatce przesunig-
tego uktadu wspotrzednych [13], ktorego poczatek powiazany
jest z pierwszym punktem pomiarowym. Nalezy zaznaczy¢, ze
punkty z tablicy sa opisane ich rzeczywistymi wspotrzednymi
w uktadzie 2000, jednak do celow wizualizacji praktyczniej jest
operowa¢ w uktadach lokalnych.

Nastepnym krokiem jest okreslenie kierunkoéw gltownych tra-
sy (zaktadamy, ze modernizacja dotyczy jedynie rejonéw poto-
zonych w tuku, czyli zachowano poligon trasy). Program prowa-
dzi uzytkownika przez etapy, w ktorych wyodrgbnia on z caltego
zakresu punktow obszary prostoliniowe po obu stronach tuku.
Na wyswietlajacych si¢ wykresach uzytkownik widzi (w skali
skazonej) przebieg punktéw trasy w ukladzie, ktorego o$ pozio-
ma pokrywa si¢ z wyznaczong ze wskazanego zakresu punktow
prosta najmniejszych kwadratow. W zaleznosci od rozpatrywa-
nego kierunku glownego jest to Prosta 1 lub Prosta 2. Rzedne
wykresu stanowig miar¢ odchylenia punktéw pomierzonej trasy
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od wyznaczanego analitycznie kierunku prostej. Uzytkownik ma
mozliwo$¢ zaznaczenia nowego zakresu punktow, przez co beda
odrzucone te punkty, ktore wyraznie odstaja od liniowego tren-
du. W czasie tych operacji $ledzi on na ekranie wspotczynniki
Ai B prostej w uktadzie 2000 oraz wskaznik dopasowania prostej
do konfiguracji aktualnej (R?) oraz po zaproponowaniu nowego
zakresu punktow (next R?). Operacje te moga by¢ wykonywane
tak dhugo, az uzytkownik zadecyduje o ostatecznej postaci prostej
opisujacej wybrany kierunek gtowny trasy.

Projektowanie odbywa si¢ w lokalnym uktadzie wspotrzed-
nych (jak na rys. 4). Uzytkownik okresla rodzaje krzywych
przejSciowych oraz wprowadza ich dtugosci |, i |, jak rowniez
promien tuku kotowego R, dla ktérych program komputerowy
ma wygenerowa¢ wariant przebiegu trasy pomigdzy okreslo-
nymi wczesniej kierunkami gtéwnymi. Po wprowadzeniu i za-
twierdzeniu danych uzytkownik widzi na ekranie uktad punktow
w lokalnym uktadzie wspotrzednych X, y. Na tle punktéw pomia-
rowych wrysowany jest obliczony wariant projektowy z wyr6z-
nionymi zakresami krzywych przejsciowych i tuku kotowego.

Na rys. 6 pokazano rozwigzanie uzyskane po przyjgciu pro-
mienia R =914 m i dwdch krzywych w postaci klotoidy o dtu-
gosciach |, =41 mil =181 m. W celu podniesienia czytelnosci
uktadu poczatki i konce obydwu krzywych przejsciowych pota-
czono z sobg liniami prostymi.

Wartosci roznic rzednych nowo zaprojektowanych 1 istnie-
jacych w zakresie odcigetych x (opisujacych zaprojektowany tuk
kotowy) uzytkownik ocenia na wykresie towarzyszacym aktu-
alnemu wariantowi. Wykres réznic odpowiadajacy wariantowi
przedstawionemu na rys. 6 pokazano na rys. 7. Prezentowane
réznice Ay stanowig pomocny wskaznik przy podejmowaniu
decyzji dotyczacej danego wariantu podczas projektowania.
Poniewaz rozwigzanie problemu pokazane na rys. 6 uzyskano
w procesie optymalizacji, na rys. 7 zamieszczono réwniez war-
to$¢ funkcji oceny FF (fitness function), opisanej rownaniem
(32) 1 zdefiniowanej w dalszej czesci pracy.

Gdy uzytkownik zakonczy proces generowania wariantow
przebiegu trasy, program dostarcza tablice wspotrzednych punk-

40 : ] ‘
> g ' :
- Li=4

100

i
200

X [m]

Rys. 6. Wariant pofaczenia dwoch kierunkow gtéwnych tukiem kotowym o promieniu R =914 m
oraz dwiema krzywymi przej$ciowymi o dlugosciach I =41 mil, = 181 m (w skali skazonej)

0.10

DELTAY [m]
&
]
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Przypadek 1: Fbest=2.09E-04
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Rys. 7. Réznice pomiedzy rzednymi projektowymi i istniejacymi (w skali skazonej) odpowiadajace wariantowi z rys. 6
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tow rozmieszczonych wzdhuz zaprojektowanego uktadu geome-
trycznego. Punkty te stanowia opis projektowanej trasy w pan-
stwowym systemie odniesien przestrzennych 2000. Dodatkowo
istnieje mozliwos¢ wydrukowania raportu zawierajacego ana-
lityczny zapis przyjetego rozwigzania w lokalnym uktadzie
wspotrzednych X, y . Zawarte w raporcie dane pozwalajg odtwo-
rzy¢ w dowolnym czasie warto$ci wspotrzednych zaprojekto-
wanej trasy w uktadzie 2000.

Optymalizacja procesu wyboru wariantu

Generowanie i ocena kolejnych wariantéw moze by¢ pro-
wadzone bezposrednio przez uzytkownika, jednak istnieje moz-
liwo$¢ automatyzacji tego procesu. Wybor wariantu nastgpuje
w procesie optymalizacji prowadzonym algorytmem roju czg-
stek PSO (Particle Swarm Optimization) [6]. Algorytm PSO
dziata na podstawie populacji czastek poruszajacych si¢ w prze-
strzeni rozwigzan. Kazda czastka reprezentuje potencjalne roz-
wigzanie problemu, tj. szukany promien tuku R oraz dtugosci
dwoch krzywych przejsciowych | i1, . Czastki zmieniajg swoje
potozenie w kierunku uzaleznionym od najlepszego dotychcza-
sowego polozenia czastki, najlepszego dotychczasowego poto-
zenia czgstek sasiednich oraz wiasnej predkosci. Modyfikacja
predkosci czastki nastepuje zgodnie z formuta:

Vy = oxV, +C, xRand () x (po™ — py ) +
best
+C,xRand () x (pgg — Pig) (29)
gdzie:
® — wspotezynnik inercji, zmieniajacy si¢ w czasie wedtug wzoru
(O] - .
O=0 — N x —max min (30)

max N
N — maksymalna liczba iteracji algorytmu,
N — numer biezacej iteracji,
C,, C, — wspolczynniki uczenia: indywidualny i grupowy,
Rand() — funkcja losowa generujaca liczbg losowa z przedziatu (0,1),
P — najlepsze dotychczasowe potozenie czastki,

pgss' — najlepsze dotychczasowe potozenie czastek sasiednich.

0.0045

Modyfikacja potozenia czastki nastgpuje zgodnie z formuta:
Pia = Pig +Vig (31)

Schemat dziatania algorytmu roju przedstawiono na rys. 8.
Zastosowano PSO-Toolbox v. 0.7-1 dostepny w Scilab v. 5.4.0
[26]. Ocena czastki reprezentujacej rozwigzanie problemu jest
przeprowadzana na podstawie réznicy rz¢dnych odtwarzanego
potozenia tuku kotowego i rzgdnych pomierzonych, zgodnie
z formula:

1 n
FF(R,|I,|2)=n—ZZ|yi - py,| (32)
i=l

gdzie:

FF — wartos$¢ funkcji oceny (fitness function),

n - liczba uwzglednionych probek reprezentujacych rzedne tuku kotowego,

Yy, — rzgdne odtwarzanego tuku o promieniu R taczacego dwa kierunki proste
w ukladzie z dwoma krzywymi przejsciowymi o dtugosciach I, i1, ,

py, — rz¢dne wynikajace z pomiarow.

W procesie optymalizacji dazy si¢ do wyznaczenia pro-
mienia tuku R oraz dtugo$ci krzywych przejsciowych |, i |, za-
pewniajacych minimalne $rednie przesunigcie rzednych tuku.
Uwzglednienie w formule (32) odwrotnosci kwadratu liczby
probek postuzyto do powstrzymania tendencji procesu do nad-
miernego wydtuzania krzywych przejsciowych i minimalizacji
przesuni¢¢ poprzez skracanie dtugosci odtwarzanego tuku.

Generacja populacji poczatkowej n=1
Ocena ¢ 7
l‘ Transformacja
Modyfikacja plf**, pbgs L pokolenia n
l w n+1
Modyfikacja v;; i pia

Rys. 8. Schemat dziatania algorytmu roju czastek
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Rys. 9. Przebieg wybranych proceséw optymalizacji
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Tabl. 2. Parametry procesu optymalizacji

Parametr Przyjeta warto$é
Wspotezynnik inercji o 0,9
Wspotczynnik inercji o 0,4
Indywidualny wspétczynnik uczenia C, 0,7
Grupowy wspotczynnik uczenia C, 1,47
Liczba iteracji 100

Wariant przedstawiony na rys. 6 stanowi rozwiazania
optymalne osiagnigte w procesie optymalizacyjnym, ktorego
parametry przedstawiono w tabl. 2. Odpowiedni proces opty-
malizacyjny, na tle przebiegu innych wybranych proceséw
optymalizacji, przedstawiono na rys. 9. Opisane w pracy roz-
wigzanie problemu oznaczono jako przypadek 1. Algorytm roju
czastek PSO z parametrami przedstawionymi w tabl. 2 wykazat
si¢ szybka zbieznosciag we wszystkich przypadkach (najszybsza
w przypadku 3). Zatozona liczba 100 iteracji okazata si¢ wy-
starczajaca.

PODSUMOWANIE

Zapewnienie plynnej zmiany krzywizny, przy spetlieniu
odpowiednich warunkow, stanowi podstawe uzyskania korzyst-
nych wilasciwosci dynamicznych uktadu geometrycznego. Po-
szukiwanie nowych postaci krzywych przejscia i ocena istnieja-
cych sa tematami wcigz aktualnymi, czego wyrazem moze by¢
opracowana w Katedrze Transportu Szynowego Politechniki
Gdanskiej uniwersalna metoda modelowania krzywizny oraz
wykazanie mozliwo$ci zastosowania krzywych Bezier przy pro-
jektowaniu drog kotowych i kolejowych.

Przeprowadzone w pracy poroéwnanie witasciwosci dyna-
micznych krzywych Bezier oraz krzywych klasy C° i C! uzy-
skanych metoda analityczng wykazato przewage krzywych
o nieliniowej krzywiznie, wsrod ktorych najkorzystniejsze
wilasciwosci ma krzywa klasy C'. Zastosowanie potaczenia G*
krzywej z tukiem o wigkszym promieniu spowodowalo znacz-
ne pogorszenie wlasciwosci dynamicznych PH krzywej Bezier
piatego stopnia w koncowym rejonie przy potaczeniu z tukiem
0 mniejszym promieniu.

Okazato sie, ze przypadek taczenia dwoch tukéw kotowych
zgodnych, z ktorych jeden zawiera si¢ w drugim, jest przypad-
kiem znacznie utrudniajagcym konstrukcje krzywych Bezier
w porownaniu z przypadkiem tukéw zgodnych oddalonych od
siebie. Mozliwosci operowania parametrem ksztattu m i uzyski-
wania szerokiego wachlarza krzywych sa ograniczone waskim
zakresem dopuszczalnych warto$ci m, gwarantujagcym uzyska-
nie rozwigzania spetniajacego warunek monotonicznos$ci krzy-
wizny.

Mobilne pomiary satelitarne, z antenami zainstalowanymi
na poruszajacym si¢ pojezdzie szynowym, umozliwiaja od-
tworzenie polozenia osi toréw w bezwzglednym uktadzie od-
niesienia. Powoduje to konieczno$¢ opracowania nowej, od-
powiedniej metodyki projektowania uktadow geometrycznych
toru, ktora pozwoli na odtworzenie ksztattu istniejacej osi toru,

a w nastgpnym etapie — wprowadzenie niezbednych zmian oraz
dostosowywanie uktadu do wymaganych parametréw eksplo-
atacyjnych.

Przedstawiona w pracy koncepcja sposobu projektowania
rejonu zmiany kierunku trasy prowadzi do uzyskania rozwia-
zania analitycznego, z zastosowaniem odpowiednich formut
matematycznych. Wykorzystanie odpowiedniego algorytmu
obliczeniowego w opracowanym systemie wspomagania kom-
puterowego daje mozliwos¢ natychmiastowego generowania
zestawu wspotrzednych projektowanej trasy praktycznie w nie-
ograniczonej liczbie wariantéw. W takiej sytuacji problemem
podstawowym staje si¢ juz tylko kwestia wyboru rozwigzania
najkorzystniejszego.

W pracy do rozwigzania problemu wykorzystano algorytm
»roju czastek” (ang.: Particle Swarm Optimization). Jako kryte-
rium optymalizacji zatozono minimalizacj¢ przesunig¢ istnieja-
cego uktadu torowego. Zastosowang funkcje oceny FF (fitness
function) dostosowano do specyfiki rozpatrywanego zagadnie-
nia i przeprowadzano na podstawie réznicy rzednych odtwa-
rzanego potozenia huku kotowego i rzednych pomierzonych.
Algorytm roju czastek PSO z przyjetymi parametrami wykazat
si¢ we wszystkich przypadkach szybka zbieznoscia, a zalozona
liczba iteracji okazata si¢ wystarczajaca.
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