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Streszczenie

W niniejszej pracy przedstawiono ogédlna metod¢ wyznaczania modelu
stanowego procesu przeptywu medium w rurociagu, zwracajac uwage na
problem osobliwosci rownania i odwracalno$ci macierzy rekombinacji.
Dokonano analizy macierzy rekombinacji dowodzac jej nieosobliwosci dla
skonczonych krokow kwantyzacji w czasie i przestrzeni. Pokazano row-
niez sposob wyznaczenia odwrotnosci tej macierzy i przedstawiono anali-
z¢ poréwnawcza macierzy odwracanych proponowana metoda analityczna
oraz metodg numeryczng.

Stowa Kkluczowe: proces przeptywu, diagnostyka procesow, detekcja
i lokalizacja wycieku, rurociagi przemystowe.

Computability analysis of state-space models
of a flow process in pipelines

Abstract

The paper considers the issue of possible singularity in the state-space
models of pipeline flow processes, giving a prove of invertibility
of a recombination matrix for finite space and time quantization intervals
and presenting an explicit formula for computing an inverse matrix.
Importance of good modeling is discussed and a derivation of state space
equations is presented. In examining the potential singularity of the
recombination matrix, we show that its determinant is always nonzero.
Consequently, an effective analytical method for inverting the recombination
matrix is given. In an efficacy study the derived analytical method is
compared to the classical numerical approach, taking into account a sum of
the modules of elements of a residual matrix and a ratio of the Frobenius
norm to the number of the elements of the same matrix. The study
demonstrates the advantage of the proposed method in terms of accuracy.

Keywords: pipeflow, process diagnostics, leak detection and isolation,
industrial pipelines.

1. Wprowadzenie

Systemy Detekcji i Izolacji Uszkodzen (FDI) czgsto opieraja si¢
na modelu matematycznym nadzorowanego systemu w celu obli-
czenia residuum, okreSlenia rodzaju i lokalizacji usterki oraz
oszacowania jej parametrow. Niekiedy doktadne okreslenie tych
wielko$ci ma istotne znaczenie w zakresie bezpieczenstwa pracy
instalacji, jak na przyktad w systemach Detekcji 1 Izola-
cji/Lokalizacji Wyciekdw (ang. Leak Detection and Isolation,
LDI). Przykladajac wigksza wage do procesu tworzenia modelu,
zwigksza si¢ doktadnos¢ i jakos¢ takiego systemu.

2. Model stanowy procesu przeptywu

Punktem wyjsciowym w analizie jakosci takiego modelu jest
jego opis wyprowadzony z praw fizyki. Proces przeptywu medium
opisany w postaci rownania ciagtosci [4] wynika z prawa zacho-
wania masy oraz zachowania pedu:
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gdzie g jest natgzeniem przeptywu, p ci$nieniem, 4 polem prze-
kroju, v predkoscig dzwigku w rozpatrywanej cieczy, D $rednica,
o katem nachylenia do poziomu, A wspdtczynnikiem tarcia, g stata
grawitacji, ¢ czasem za$ z — wspotrzedna odlegtosci.

Model taki nalezy jednak przenie$¢ do dziedziny czasu dyskret-
nego, aby mozliwa byla jego implementacja komputerowa.
Otrzymuje si¢ to dzigki zalozeniu, Ze rurociag zostat podzielony
na parzysta liczbg segmentéw N, co zilustrowano na rys. 1, gdzie
jako zmienne stanu przyjmuje si¢ wartosci ci$nien na koncach
nieparzystych segmentow, za$ na koncach parzystych przeptyw
masowy. Dodatkowo dokonuje si¢ pomiaru obu tych wielko$ci na
poczatku oraz na koncu rurociagu [5].

Rys. 1. Koncepcja podziatu rurociggu na segmenty
Fig. 1.  Division of the pipeline into sections

Poza przyjetymi zatozeniami odnos$nie podziatu, do dyskretyza-
cji stosuje si¢ metode roznic centralnych [1]:
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gdzie indeks gorny oznacza moment czasu, natomiast indeks
dolny oznacza numer sekcji rurociagu.

Poczyniwszy powyzsze zatozenia mozna przystapi¢ do zapisa-
nia réwnan ciagtosci (1) oraz (2) w dziedzinie czasu dyskretnego:

3Gapf — Gp(df—1 — @f1) = Ga(4ps ™ = pE™D) + Gp(@i=t — afiD). (5)

Gp(pkr1 — PE1) + Geql = Gp(pi=t — piiD) + Vopf ™ +
(4G + FF gk — Gegk?, (6)

dla wspotczynnikow zdefiniowanych jako:
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Dysponujac réwnaniami (5) oraz (6), proces przeptywu mozna
opisa¢ w bardziej przystepnej formie, w postaci modelu stanowe-
g0, ktory ma zastosowanie w systemach LDI [5]:

x* = A1 (Bxk2 + C(xF D)X + DUkt + EUF). (7)

Opis poszczegdlnych macierzy mozna znalez¢é w literaturze [4],
przy czym macierz A ma postac:
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0 ¢ 0 0 | =b b 0 0
: . N :
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W réwnaniu (7) wystepuje konieczno$¢é odwrdcenia macierzy
A, zwanej dalej macierza rekombinacji, co mogloby wigzaé si¢
z koniecznos$ciag implementacji dodatkowego systemu sprawdzaja-
cego jej osobliwos¢ oraz przeliczajacego parametry modelu. Jed-
nak, jak pokazemy dalej, macierz ta dla skonczonych i niezero-
wych krokoéw kwantyzacji jest zawsze nieosobliwa.

3. Wyznacznik macierzy rekombinacji

Aby dowies¢ odwracalno$ci macierzy rekombinacji, mozna
skorzysta¢ z rozktadu LU. Jesli rozszerzymy macierz 4 lewo-
stronnie o macierz jednostkowa, a nastepnie sprowadzimy lewa
czg$¢ do macierzy dolnej trojkatnej L, natomiast prawa do gornej
trojkatnej U, to wyznacznik macierzy rekombinacji bgdzie rowny
iloczynowi wyznaczniko6w macierzy trojkatnej dolnej oraz gornej
[6]. Faktoryzacj¢ macierzy 4 mozna uzyska¢ w dwoch krokach:

Krok 1. Nalezy do g%— 2 wiersza doda¢ wiersz pierwszy

. b . . . . .
przemnozony przez —, a nastgpnie odja¢ od niego wiersz drugi

przemnozony przez ten sam wspotczynnik. Takg czynno$¢ nalezy
powtdrzy¢ za kazdym razem zwickszajac indeks wierszowy, az
wykonamy dodawanie do ostatniego wiersza. W rezultacie
otrzymuje si¢ macierz:
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Warto zaznaczy¢, ze wspotczynniki macierzy trojkatnej dolnej
nie maja znaczenia w dalszych rozwazaniach, dlatego zastapiono
je symbolami / z oznaczeniem wspotrzgdnych. Jak mozna zauwa-
zy¢, nalezy jeszcze usunaé wspotczynniki -d z macierzy (9) spod
diagonalnej prawej macierzy, aby uzyska¢ macierze L i U.

Krok 2. Aby pozby¢ si¢ niechcianych wartosci, nalezy do
kazdego z wierszy ponizej pierwszego pod linig przerywang doda¢
wiersz go poprzedzajacy, przemnozony przez odpowiednig
warto$¢. W ten sposob otrzymuje si¢ macierz:
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bedaca zlozeniem macierzy trojkatnej dolnej oraz trojkatnej
gornej. Wyznacznik tej macierzy mozna obliczy¢ jako:

N

s

det(d) = I}2{ w, =c* T, f; (11)
gdzie [;; oraz u;; sg wspolczynnikami na diagonalach macierzy L
oraz U. Wynik po prawej stronie wzoru (11) uzyskuje sie
uwzgledniajagc, ze macierz L ma na glownej przekatnej same
jedynki, natomiast macierz U ma na czgsci przekatnej wartosci c.
Po podstawieniu przyktadowych wartosci do (11) uzyskano
wyniki zestawione w tab. 1:

Tab. 1. Wartosci wyznacznika macierzy 4 dla przyktadowych wartosci N
Tab. 1. Values of the determinant of matrix 4 for exemplary N

N Wyznacznik det(4)
2 ac’ + 4b’c
4
6

&’ + 6ab’c? + 8b'c
&b’ + 8a°b° + 19ab’? + 12b°¢

Analizujac otrzymane wyniki, mozna poda¢ wzor na warto$¢
wyznacznika macierzy 4 :

N
N i+1

N N, . N
det(4) =¥z, CYa® b¥c® (12)
gdzie dla brzegowych wspotczynnikow:

¥ =1, dla N=0,24,..,
C¥ =2N, dla N=246,.., (13)

oraz dla pozostatych

c¥=2cN?2+Cl% dla N=4,68,..;i=1,
CN=2CN72+CN2—CM5* dla N=4,68,..,i=234..,—1

2

(14)

Biorac pod uwage to, ze warto$ci wspotczynnikow okreslonych
rownaniami (13) oraz (14) sa zawsze dodatnie oraz to, ze wartosci
wspotczynnikow a, b oraz ¢ sa zawsze dodatnie (b mogloby
teoretycznie przyjmowaé ujemne wartosci ze wzgledu na
mozliwo$¢ przyjecia ujemnego kroku w przestrzeni, jednak we
wzorze (12) wystepuje ono jedynie w potedze parzystej), mozna
wnioskowac, ze warto$§¢ wyznacznika macierzy rekombinacji jest
zawsze dodatnia, a co za tym idzie macierz ta jest zawsze
odwracalna.

4. Inwersja macierzy rekombinacji

Aby wykona¢ inwersj¢ macierzy A, mozna j3a podzieli¢ na
cztery podmacierze:

Ay | Ay
A=|— | —| =

Ay | A,
c 0 0 0 | 2b O 0 0 7
0 ¢ 0 0 | —b b 0 0
; P
0 0 c 0 | 0 O -b b
0 o « 0 ¢ | O O - 0 =2b
e )
b b 0 - 0 ] a 0 « 0 0
0 -b b 0] 0 a 0 0
: . HE I - :
0 b b 0| 0 0 a 0
[0 - 0 b b | 0 0 - 0 al

a nastepnie, korzystajac z powyzszej partycji, odwrotnosé
macierzy 4 mozna wyznaczy¢ jako [2]:


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

PAK vol. 60, nr 10/2014

Al=- | —-|=
Ay | A,
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Wystepujace w (16) macierze A4, i A4 sa diagonalne, zatem ich
odwrotnosci tez sa diagonalne z odwrotnosciami ‘oryginalnych’
elementow diagonalnych. Wobec tego, macierze A'| oraz A
mozna zapisa¢ jako:

c+¥ ‘2:2 0 0 o 0
UL PR L 0o o0 0
a a a
A= : : , (A7)
_p2 2 _p2
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a a a
_op2 2
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-1
a+¥ ‘fz 0 0 0 0
LA L 0 0 0
c c c
a,=| ¢ | . as)
32 2 2
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Poniewaz macierze (17) oraz (18) sa macierzami wstgegowymi
o szerokosci wstegi réwnej 3, zwanymi tez macierzami
trojdiagonalnymi, do wyznaczenia ich odwrotno$ci mozna
skorzysta¢ z metody, ktora zaproponowali da Fonseca oraz
Petronilho [3]. Stanowi ona, Ze odwrotno$¢ macierzy w postaci:

[@1 B 0
|va a2 B2 |
T = Y2 o™ (19)
Bn-1
0 Yn-1  Qn
mozna obliczy¢ wedhug ponizszego wzoru:
(—1)i+jﬁi"'ﬁj—19i—1¢j+1 dla i <j
P <
T_ll,.=t--= N n 20
(l ]) 1) (—1)L+]'yj"'yi—19j—1¢i+1 dla ; >] ( )
O

przy czym zaklada sig, ze iloczyn bez zadnych sktadowych rowny
jest 1, a wspotczynniki 0; oraz @; sa wyznaczane rekurencyjnie:

HL- = aigi—l - ﬁi—l}/i—lgi—z dla i = 2, 3, 4, e, n,
0p=1, 6; =a, (21)

¢i = aipiy1 — BiVibis2 dla i=n—-1n-2,.,1
P11 =1, ¢y =ay. (22)

Skoro obie macierze (17) i (18) sa centrosymetryczne,
wspotczynniki  6; beda wspoOlczynnikami  @; zapisanymi
w odwrotnej kolejnosci, co skraca obliczenia. Z wiasnosci tej
wnioskujemy, ze elementy wynikowej macierzy beda roéwniez
centrosymetryczne, co upraszcza problem odwracania macierzy
do wyznaczenia potowy elementow. Ponadto, macierz (18) jest
symetryczna, co sprowadza problem do wyznaczania tylko
czwartej czgsci wszystkich elementéw tej macierzy.

Znajac odwrotno$ci macierzy (17) oraz (18), mozna zapisaé

wzory na odwrotnoSci macierzy A’ 1 As, ktore sa
antycentrosymetryczne (kolejne uproszczenie obliczen). Po
wyznaczeniu tych podmacierze, konstruuje si¢ pozadang

odwrotno$¢ macierzy rekombinacji A4, ktéra przyczynia si¢ do
znacznego uproszczenia modelu obliczeniowego.
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5. Wyniki poréwnawcze i wnioski

Opisany powyzej sposOb odwracania macierzy rekombinacji
poréwnany zostanie z metoda numerycznego odwracania.
W Dbadaniu tym wykorzystamy oczywisty fakt, Zze macierz
przemnozona przez swoja odwrotno$¢ powinna w wyniku daé
macierz jednostkowa. Jednak, z uwagi na bledy zaokraglen
powstajace w wyniku obliczen komputerowych, macierz ta
zwykle r6zni si¢ od macierzy jednostkowej. Dlatego utworzymy
macierz resztkowa, powstala poprzez odjgcie od macierzy
jednostkowej iloczynu macierzy A i jej odwrotnosci. Jako
wyznacznik poprawno$ci wyznaczenia odwrotnosci macierzy
przyjmiemy stosunek normy Frobeniusa do liczby elementow
macierzy resztkowej oraz zwykla sum¢ moduléw elementow
macierzy resztkowej. Wyniki uzyskane w przypadku odwracania
macierzy rekombinacji proponowang metoda analityczng oraz
klasyczng metodg numeryczng zostaty przedstawione na rys. 2.

Jak mozna zauwazy¢, oba wskazniki mierzace odstgpstwo
macierzy resztkowej od zera maja duzo wyzsze wartosci dla
macierzy odwracanej numerycznie. Mozna zatem wnioskowac, ze
jest ona bardziej zaszumiona i reprezentuje gorsza jako$¢ operacji
odwracania. Metoda analityczna przedstawiona w niniejszym
artykule jest wyraznie lepsza. Moze to mie¢ istotne konsekwencje
w zastosowaniach diagnostycznych przy okre$laniu parametrow
wycieku, moze zmniejszy¢ liczbe fatlszywych alarméw, pozwoli¢
na zmian¢ stosowanych progéw sygnatowych oraz wykrywanie
przeciekéw o mniejszej wartosci.

w10 a)
B
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Rys. 2. Dwa wskazniki bledu odwrécenia macierzy rekombinacji, tj. odstgpstwa

od zera macierzy resztkowej, w funkgji liczby segmentéw wyznaczanego:
a) normg Frobeniusa odniesiong do liczby elementow macierzy resztkowe;j;
b) suma modutow elementéw macierzy resztkowej

Fig. 2.  Two indices of the error of inverting the recombination matrix, i.e. of the
deviation of the residue matrix, as a function of the number of pipeline
segments, using : a) the Frobenius norm related to the number of the residue
matrix elements; b) the sum of the modules of the residue matrix elements
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