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W 
projektowaniu obiektów mostowych powszechnie 
używa się programów komputerowych wykorzy­
stujących Metodę Elementów Skończonych 

(MES), która niemal wyparła stosowane niegdyś 
analityczne metody projektowania. MES wymaga od projektan­
ta nie tylko umiejętności technicznych, ale także doświadczenia 
i wiedzy inżynierskiej , aby właśc iwie interpretować wyniki ob­
liczeń numerycznych. Niedostateczne doświadczenie oraz 
zbytnia ufność w prawidłowość wyników uzyskanych za pomo­
cą obliczeil komputerowych może prowadzić do błędów projek­
towych. Niebezpieczeilstwo takie istnieje w projektowaniu kon­
strukcji niestandardowych, w przypadku których intuicja inży­
nierska może zawodzić . Należą do nich wszelkie statycznie nie­
wyznaczalne konstrukcje sprężone, ponieważ powstają w nich 
wzbudzone siły wewnętrzne. Możliwość analitycznego oszaco­
wania wpływu sił wzbudzonych może stanowić cenną pomoc 
dla projektanta w ocenie wiarygodności wyników uzyskanych 

z obliczeil MES. Lq clo_~ 

' l Politechnika Gdańska, Wydz ia ł Inży~dowiska 
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Opis analizowanego wiaduktu 

Analizowany wiadukt drogowy WD-206, zrealizowany w 2009 r. 
w ramach budowy autostrady Al , znajduje się w ciągu drogi powia­
towej m· 2123E. Wiadukt ma schemat statyczny belki ciągłej o roz­
piętości teoretycznej : 21 + 28 + 28 + 2 1 m. Przekrój poprzeczny sze­
rokości całkowitej 11,70 m zaprojektowano jako dwudźwigarowy, 

o wysokości ustroju 1,30 m i zmiennej grubości płyty pomostowej 
0,25 .,. 0,35 m (1ysunek I) [7]. Obydwa dźwigaiy betonowe sprężono 
siedmioma kablami 19 L 15,7 o sile naciągu 3,44 MN w każdym kablu. 
Obiekt zaprojektowano na klasę obciążeil B wg PN-85/S-10030 [5]. 
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Rys. 1. Przekrój poprzeczny wiaduktu WD-206 171 
Fig. I . Cross-sectio11 of the viaduct WD-206 
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Do budowy ustroju nośnego przęseł wiaduktu zastosowano: beton 
850 wg nonny PN-91/S-l 0042 [6] , stal sprężającą o wytrzymałości 
charakterystycznej 1860 MPa i stal zbrojeniową klasy A-IIIN. 

Modele obliczeniowe 

Wykonano dwa modele (rysunek 2): belkowy oraz powłokowy [2, 3]. 
Decydując się na opracowanie najprostszego przestrzennego mo­
delu numerycznego, jakim jest model belkowy (rysunek 2) uzna­
liśmy, że w przypadku obiektu krzyżującego się z przeszkodą 
pod kątem 90° prostota modelu nie powinna wpłynąć negatywnie 
na dokładność wyników. W modelu belkowym wydzielono w for­
mie rusztu dwa dżwigary: lewy oraz prawy, połączone ze sobą 
za pomocą nieważkich belek (przyjęty w programie ciężar własny 
belek łączących to O kN/m3) . W przekrojach podporowych zasto­
sowano belkę o przekroju prostokątnym odwzorowującą poprzecz­
nicę z rzeczywistego obiektu. Zgodnie z projektem w każdym 
dźwigarze wymodelowanopo siedem kabli sprężających. 

Drugim wykonanym modelem numerycznym wiaduktu był mo­
del powłokowy (rysunek 2). W programie SOFiSTiK zastosowa­
no elementy czterowęzłowe typu „QUAD" o sześciu stopniach 
swobody w każdym węźle. W modelu uproszczono geometrię 
przekroju poprzecznego przez uśrednienie skosów dźwigarów (ry­
sunek 3). 

Model belkowy - model I 
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Rys. 2. Modele numeryczne: podział na elementy skończone 
Fig. 2. Numerica/ mod eis: division 011/0 fin i te e/ements 
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Rys. 3. Zastosowane uproszczenie przekroju poprzecznego 
Fig. 3. Simplification ofcross-section used in computations 

Wynikowe obwiednie momentów zginających uzyskane z obu 
modeli porównano i przedstawiono na rysunku 4. Różnice są zniko­
me. Obwiednie nie zawierają w ogóle żadnych wpływów sprężenia. 

Za podstawę obliczeń analitycznych przyjęto wynikowe obwied­
nie momentów zginających uzyskane z modelu powłokowego (ry­
sunek 4). Obliczenia prowadzono w dwóch etapach. Najpierw obli­
czono momenty zginające wzbudzone sprężeniem wiaduktu, wyko-

Moment zginający [MN· m) 
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Rys. 4. Porównanie uzyskanych z obliczel1 numerycznych obwiedni 
momentów zginających w stadium użytkowym wiaduktu 
Fig. 4. Comparison ofbending moment envelopes in the exp/oitation stage 
ofviaduct. obtainedfimn numerica/ computations 

rzystując met sił. Dawniej stosowano ją do obliczania wzbudzo­
nych sił wew1 trznych w statycznie niewyznaczalnych ustrojach 
sprężonych [ 4]. Współcześnie używa się do tego celu komercyjnych 
programów komputerowych i metodę elementów skończonych. Me­
toda sił nadal może być z powodzeniem stosowana do weryfikacji 
wyników obl iczeń nume1ycznych. Przykład zastosowania metody s ił 

do obliczenia dwuprzęsłowego mostu kablobetonowego zaprezen­
towano w [ 1]. Jak wykazano, wsparcie się arkuszem kalkulacyjnym 
w zastosowaniu metody sił znakomicie skraca czas obliczeń , a jed­
nocześnie umożliwia analizowanie tras kabli o zupełnie dowolnym 
kształcie, niekoniecznie parabolicznym czy kołowym. Na rysunku 5 
porównano wyniki analitycznych obliczell momentów wzbudzo­
nych (metodą sił) z wynikami obliczell numerycznych (model po­
włokowy) . Różnice wyników z obu metod są nieznaczne. 
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Moment wzbudzony [MN · m] 

Rys. 5. Porównanie momentów wzbudzonych uzyskanych metodą 
analityczna i numeryczną 
Fig. 5. Comparison of bending moments induced by prestressing, 
obtained with the use of c/assica/force met hod and numerical model 

W drugim etapie obliczeó analitycznych uzyskane wartości momen­
tów wzbudzonych posh1żyły, wraz z momentami z obwiedni (rysu­
nek 4) i wpływami (ściskającymi oraz giętnymi) siły sprężającej do wy­
znaczenia obwiedni naprężell we włóknach górnych i dolnych prze­
kroju dźwigara na całej jego długości. Zastosowano wzór Magnela: 

gdzie: 
cr gm. dh> - naprężenia górne lub do lne w przekroju betonowym dżwigara sprę­
żonego; 

P - wypadkowa siła sprężająca działająca na dźwigar betonowy; A:- pole przekroju betonowego dźwigara sprężonego efektywne w prze­
noszeniu siły sprężającej; 
z, - mimośród działania wypadkowej sily sprężającej ; 

M . - momenty zginające z obwiedni momentów od obciążenia kon­
stt~;;'kcJi" ciężarem własnym i obciążeń ruchomych (rysunek 4); 
M"'' b - momenty zginające wzbudzone (1ysunek S); 
W "' · '"'-wskaźniki wytrzymałości przekroju ob liczone względem górnych 
i Jolnych włókien dźwigara, wyznaczone z uwzględnieniem szerokości 
współpracującej płyty pomostu. 

Przyjęto następujące znaki naprężei1 normalnych: „-" dla rozcią­
gania i „+" dla ściskania. 

Analiza naprężeń 

Na rysunku 6 przedstawiono wykresy charakte1ystycznych naprę­
żei1 normalnych, górnych i dolnych, w betonie prawego dźwigara 
(wg 1ysunku I), otrzymane w stadium początkowym pracy wiaduk­
tu (tylko ciężar własny konstrukcji i sprężenie). Analogiczną ob­
wiednią w stadium użytkowym pracy konstrukcji przedstawiono 
na 1ysunku 7. Niewielkie wa11ości naprężeń ściskających w stosun­
ku do obliczeniowej wytrzymałości betonu !\, = 28,8 MPa wyni­
kają z zasad projektowania konstrukcji sprężonych wg [6]. Zgod­
nie z nimi z wartością R.1 porównuje się naprężenia crma<,obl tj. mak-
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Rys. 6. Wykresy naprężeń normalnych w stadium początkowym 
pracy konstrukcji 
Fig. 6. Diagrams of norma/ stresses und er structure dead load 011/y 
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Rys. 7. Obwiednie naprężeń normalnych w stadium użytkowym, 
dla obwiedni momentów M 
Fig. 7. Envelopes of norma/ ';i~'.esses in the exp/oitation stagefor the 
moment envelope M,m 

symalne obliczeniowe naprężenia w skrajnych włóknach przekro­
ju, zaś z waitością charakterystyczną wytrzymałości betonu na roz­

ciąganie R,,lko,os = - 2,4 MPa, naprężenia crmin,char' tj . minimalne na­
prężenie chai·akte1ystyczne. W prezentowanej analizie ograniczono 
się do podania jedynie wartości charakterystycznych naprężeń, 
w związku z czym w wynikach naprężeń ściskających uzyskano bar­
dzo duże zapasy. 

Stadium początkowe. Wyniki naprężeń dla stadium początko­
wego w przypadku wszystkich analizowanych metod są zbliżone 
do siebie w strefach przęsłowych. W strefach podpór pośrednich wy­
niki modelu belkowego odbiegają od wyników pozostałych dwóch 
metod obliczeniowych. Model belkowy daje wyniki zbyt optymi­
styczne, co jest spowodowane prawdopodobnie nieuwzględnieniem 
efektu szerokości współpracującej płyty pomostowej. Największe 
różnice wyników obserwuje się w strefach podpór skrajnych, tj. za­
kotwień . Za najdokładniejsze wyniki należy uznać te otrzymane 
metodą analityczną. Przyczyną tych rozbieżności są różnice pola 
przekroju betonu efektywnego na działanie siły sprężającej Pm (wzór 
( l )). Zgodnie z normą [6] w strefie zakotwienia powinno to być po­
le trapezowego środnika , z pominięciem całego przekroju płyty po­
mostowej. Taki właśnie przekrój przyjęto w obliczeniach analitycz­
nych. W wariancie belkowym obliczeń nume1ycznych przekrojem 
czynnym na działanie siły sprężającej jest cały przekrój dźwigara 
łącznie z płytą pomostową (1ysw1ek 2), co prowadzi do niebez­
piecznego zaniżenia naprężeń ściskających. Z kolei w modelu po­
włokowym mamy do czynienia z sytuacją odwrotną: siła sprężają­
ca przyłożona jest w strefach zakotwień do wąskich elementów po-

włokowych, co prowadzi do nierealnego zawyżenia naprężell ści­
skających. W celu właściwego oszacowania naprężeń nonnalnych 
w tych strefach metodą numeryczną można zastosować model bry­
łowy wycinka konstrukcji . W tej sytuacji jednak obliczenia anali­
tyczne wydają się być prostszą, a więc rozsądniejszą alternatywą. 

Stadium użytkowe. Z obwiedni naprężeń na rysunku 7 wyni­
ka duża zgodność wyników trzech metod obliczeniowych. Jedy­
nie obwiednie naprężeń dolnych uzyskane z modelu belkowego 
wykazują znaczną różnicę w stosunku do swoich odpowiedników 
z modelu powłokowego i z obliczeń analitycznych. Różnice, 
o wartości ok. 2 MPa, zachodzą na całej długości analizowanego 
wiaduktu. Nie udało się nam ustalić przyczyny zaistniałej roz­
bieżności. Różnice wartości naprężeń w strefach zakotwiell mają 
identyczną naturęjak w stadium początkowym. 

Wnioski 

W artykule przeanalizowano dwa modele numeryczne odzwier­
ciedlające konstrukcję, a uzyskane wyniki zweryfikowano metodą 
analityczną. Modeł numeryczny wykonany z belkowych elemen­
tów skończonych okazał s ię niedostatecznie dokładny. Zastrzeże­
nia budzą wyniki ekstremalnych naprężeń w przekroju betonowym 
dźwigara zarówno w stadium początkowym pracy konstrukcji Ue­
dynie w strefach przypodporowych), jak również w jej stadium 
użytkowym (na całej długości obiektu). Modeł wykonany przy uży­

ciu powłokowych elementów skończonych prawidłowo odzwier­
ciedla rozkład naprężeń w konstrukcji. Wyniki obwiedni naprężeń 
uzyskane z obliczeń analitycznych z zastosowaniem klasycznej 
metody sił pokrywają się z wynikami modelu powłokowego . 

Bezkrytyczne posługiwanie się oprogramowaniem opartym 
na metodzie elementów skończonych może prowadzić do błędów 
w projektowaniu kablobetonowych ustrojów ciągłych. Proste mo­
dele belkowe, nieuwzględniające efektu szerokości współpracują­
cej płyty pomostowej , mogą powodować niedoszacowanie naprę­
żeń normalnych w strefach podporowych. 

Zagadnienie momentów wzbudzonych powstających w kon­
strukcji od sprężen ia może i powinno budzić obawy projektanta, 
czy oprogramowanie, którym dysponuje, prawidłowo prezentuje 
wyniki naprężeń normalnych w przekroju betonowym. W progra­
mie SOFiSTiK, któ1ym się posługiwaliśmy, wyniki momentów 
wzbudzonych nie są prezentowane w sposób przejrzysty. Pomocna 
może być metoda analityczna wyznaczania momentów wzbudzo­
nych, którą zaprezentowano. 
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