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Streszczenie: W pracy przedstawiono koncepcje nowej postaci krzywej przejsciowej, o liniowym
przebiegu krzywizny na dhugosci i wygtadzonymi rejonami skrajnymi. Moze ona stanowi¢ alternatywe
dla tzw. gladkich krzywych przejsciowych, o nieliniowym przebiegu krzywizny na catej dtugosci.
Zostata tutaj wykorzystana uniwersalna metoda identyfikacji krzywych przejsciowych za pomoca
rownan rézniczkowych. Wyznaczono ogdlne roéwnania krzywizny oraz odpowiednie réwnania
parametryczne krzywej. Wskazano na mozliwo$¢ okreslania wspotrzednych prostokatnych za pomoca

calkowania numerycznego.

Stowa kluczowe: trasa kolejowa, uktad geometryczny, krzywa przejsciowa

1. WPROWADZENIE

Problematyka krzywych przejsciowych w drogach kotowych i kolejowych jest wcigz aktu-
alna. Trwaja poszukiwania nowych postaci krzywych [1, 3-8, 15-17, 25]. W Polsce, w od-
niesieniu do drég kolejowych, zajmuje si¢ tym zagadnieniem zespdt prof. Krzysztofa
Zboinskiego, uwzgledniajgc model dynamiczny uktadu pojazd szynowy — tor [20 - 24].

Wigkszos¢ krzywych przejsciowych taczy ze sobg wspdlny algorytm wyznaczania krzy-
wizny — za pomocg réwnan rozniczkowych [9, 11, 13]. Funkcji krzywizny k(1) nalezy po-
szukiwa¢ wsrod rozwigzan roéwnania rozniczkowego

k™) = fLkK, .., kD] M

z warunkami

KO0 = 0 dla
L dla
i R
kU)(l;)=

gdzie:

i=012..,1n
j= (2

=123, ...,
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R — promien luku kotowego,
I, — dhugo$é krzywej przejsciowe;.

Wykorzystywanie warunkow (2) sprawia, ze funkcja k(1) jest klasy C™ w przedziale
1 €(0,1), gdzie n = min(n,, n,). Réwnanie rozniczkowe (1) moze by¢, w szczegolnosci,
rownaniem rozniczkowym liniowym o statych lub zmiennych wspodtczynnikach, jednorod-
nym badz niejednorodnym. W najbardziej znanych rozwiazaniach przyjmowana jest jedna-
kowa liczba warunkéw na obu koncach przedziatu, tj. n; = n,. Dla dwdch warunkow, czyli
i =j = 0, otrzymuje si¢ krzywizne¢ liniowa, dla wigkszej liczby warunkéw krzywizna na
catej dtugosci posiada charakter nieliniowy.

Podstawowa wadg klotoidy (o krzywiznie liniowej) stanowi wystegpowanie zatomoéw na
wykresie jej krzywizny w rejonach poczatkowym i koncowym. Jest to niekorzystne z punktu
widzenia oddzialywan dynamicznych w uktadzie pojazd szynowy — tor. Poprawa sytuacji
powinna wiec polega¢ na wytagodzeniu krzywizny w tych wtasnie rejonach. Tymczasem
alternatywe dla krzywizny liniowej stanowig rozwigzania o jej nieliniowym przebiegu na
catej dtugosci krzywej przejsciowe;j. I to wtasnie moze stanowic¢ przyczyne niecheci, jaka
wystepuje w stosunku do praktycznego stosowania gtadkich krzywych przejsciowych. Nie-
liniowy przebieg krzywizny na dlugosci krzywej przejSciowej nie stanowi bowiem zadnego
problemu jesli chodzi o utrzymanie potozenia krzywej w plaszczyznie poziomej. Jednocze-
$nie jednak oznacza on konieczno$¢ zastosowania odpowiedniej nieliniowej rampy prze-
chytkowe;j. Eksploatacja toru kolejowego powoduje rowniez jego deformacje pionowe. Zde-
formowany ksztalt rampy przechytkowej nalezy wciaz odtwarzaé i niewatpliwie tatwiej to
robi¢ dgzac do przebiegu liniowego.

I moze wiasnie dlatego we Francji oraz w USA rejony skrajne krzywych przejsciowych
w postaci klotoidy sa modyfikowane w celu likwidacji zatlomdéw na wykresie krzywizny
i uzyskanie jej nieliniowego przebiegu. Na kolejach francuskich takie rozwigzania stosuje
si¢ nie tylko w systemie Kolei Duzych Predkosci, ale rowniez na liniach kolei konwencjo-
nalnych, gdzie predkos¢ przekracza 100 km/h [18]. Nie od rzeczy byloby jeszcze wspo-
mnieé, ze na korzysci wynikajace z liniowego przebiegu krzywizny (oraz prostoliniowych
ramp przechytkowych) wskazujg rowniez niektore badania modelowe uktadu pojazd szy-
nowy — tor [19].

W tej sytuacji wydaje si¢ celowe opracowanie nowej krzywej przejsciowej o liniowym
przebiegu krzywizny na dtugosci i wygtadzonymi rejonami skrajnymi. Zostanie do tego celu
wykorzystana uniwersalna metoda identyfikacji krzywych przejsciowych za pomoca row-
nan rézniczkowych [10, 11, 13].

2. WYZNACZENIE OGOLNYCH ROWNAN KRZYWIZNY

Krzywa przej$ciowa o dtugosci [, po przyjeciu wspodtczynnika C < 0,25, zostaje podzie-
lona na trzy strefy (rys. 1):

— rejon poczatkowy o dlugosci C - [, posiadajacy wylagodzony wykres krzywizny,

— rejon srodkowy o dlugosci (1 — 2 C) [, posiadajacy krzywizng liniowa,

— rejon koncowy o dtugosci C - [, posiadajacy krzywizne wytagodzona.
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1

Na poczatku krzywej przej$ciowej krzywizna k(0) = 0, natomiast na jej koncu k(l,) = -

krzywizna

dtugos¢ krzywej
Rys. 1. Schemat ideowy rozwigzania problemu

Jak wynika z rysunku 1, rejon srodkowy (I € (Cly, I, — Cli)), o liniowym przebiegu
krzywizny, musi si¢ charakteryzowac¢ wspotczynnikiem nachylenia wigkszym niz wartosé¢
$rednia na catej dtugosci krzywej przejsciowej. Przyjmujemy zatem, ze k'(l) = Rle, przy

czym D > 1 (doktadne granice dla tego parametru zostana okreslone na podstawie analizy
rozwigzania dla rejonu poczatkowego krzywej). Dzigki takiemu zalozeniu mozemy ustali¢
wartosci krzywizny na poczatku i na koncu rejonu srodkowego.

Rejon 1 poczgtkowy (1 € (0, Cly)

Przyjmujemy warunki brzegowe

1-D(1-2C)

KO) =0, k(Cl) =202 3)
K(©0)=0, K(Cl)=--
Rl
i rownanie rézniczkowe (dla rozwigzania wielomianowego)
K®(0) =0 4

W wyniku rozwigzania problemu rézniczkowego (3), (4) otrzymujemy nastgpujace rowna-
nie krzywizny:

3-3D(1-C)+CD ;5 1-D(1-C) ;3
2C2R1Z C3R1}

k() =

®)

Uzyskanie poprawnego rozwigzania wymaga odpowiedniego doboru parametrow C i D.
Dla przyjetego C nie wystarcza spetnienie warunku D > 1. Musi byé bowiem spetniony
warunek
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3-3D(1-C)+CD I 3-3D(1-C)

>0
C2RIE C3RI} =

KD =

Z powyzszego warunku wynika przedzial wartosci parametru D.

3(1-C)
2 e < -
3-6C+4C%2 — =~ T 3-4C (6)
W tablicy 1 zestawiono graniczne wartosci parametru D.
Tablica 1
Graniczne warto$ci parametru D dla réznych wartos$ci C
C Dmin Dmax C Dmin Dmux
0 1 1 0,13 1,14093 1,20968
0,01 1,01007 1,01351 0,14 1,15261 1,22951
0,02 1,02027 1,02740 0,15 1,16438 1,25000
0,03 1,03060 1,04167 0,16 1,17625 1,27119
0,04 1,04106 1,05634 0,17 1,18820 1,29310
0,05 1,05166 1,07143 0,18 1,20023 1,31579
0,06 1,06239 1,08696 0,19 1,21233 1,33929
0,07 1,07324 1,10294 0,20 1,22449 1,36364
0,08 1,08422 1,11940 0,21 1,23669 1,38889
0,09 1,09533 1,13636 0,22 1,24893 1,41509
0,10 1,10656 1,15385 0,23 1,26119 1,44231
0,11 1,11790 1,17187 0,24 1,27346 1,47059
0,12 1,12936 1,19048 0,25 1,28571 1,50000
Rejon 2 srodkowy (L € (Cly, 1, — Cly,)
Dla odcinka srodkowego obowigzujg warunki
1-D(1-2C) 1+D(1-2C)
k(Cl) =229 — clp) = 2220 @)
oraz réwnanie rozniczkowe
E'D)=0 ®)
Otrzymujemy rownanie krzywizny liniowej
1-D . D

Rejon 3 koricowy (L € (I, — Cly, 1)

Dla odcinka koncowego obowigzuje rownanie rozniczkowe (4) oraz nastepujace warunki

brzegowe:
k(e = Cl) = 22520 0 () =+
K (L — Cl) = Rilk , K(l)=0 .
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Funkcje krzywizny opisuje rownanie

k(l) = daszq + asn l + a33l2 + a34_l3 (11)
gdzie
_ 6=9C+6 C3+15CD—-12C2D—6D _ 12-12C+24CD-16C*D-12D
31 = 6C3R A32 = = 4C3R 1,
__ 6-3C+9CD—-4C2D-6D _ 14CD-D
33 = 2C3RIZ U3¢ = " "3Rp3

Na rysunku 2 przedstawiono przyktadowe rozwiazanie problemu dla nastgpujacych da-
nych: R=500m, k=100m, C=0,21D =1,3.

0,0025
0,0020
0,0015

0,0010

k [rad/m]

0,0005

0,0000

20 40 60 80 100 120 140
-0,0005

I [m]

Rys 2. Wykres wygtadzonej krzywizny dla R =500 m, k= 100m, C=0,21D =1,3

3. WYZNACZENIE ROWNAN PARAMETRYCZNYCH

Réwnania parametryczne wygladzonej krzywej przejSciowej wyznacza si¢ z nastepujacych
WZOrow:

x() = [cosO() dl y() = [sinO() dl o) = [k(dl (12)

Analityczne rozwigzanie problemu wymaga rozwinigcia funkcji podcatkowych cos @ (1)
i sin @ (1) w szereg Maclaurina, a nastepnie scatkowania poszczegdlnych wyrazéw. Do roz-
winigcia funkcji w szereg wykorzystano program Maxima [14]. W dalszej cz¢sci pracy ze-
stawiono rownania parametryczne uzyskane dla odpowiednich rejondw krzywej przejscio-
wej (z pomini¢ciem wyrazoéw nieistotnych).
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Rejon 1 poczgtkowy (1 € (0,Cl)
x(D) =1
y() ="t 4 2205

gdzie:

3-3D(1-C)+CD

A, =
1 6C2RIZ ’

A =

Rejon 2 (Srodkowy) L€ (C L. ,(1—0CO))

(13)
(14)

1-D(1-C)
4C3RI}

x(1) = %, (CLi) + €05 Azg (L = Lpo) + 5z [(—12435150 — 6 Agy Ag3) cos Azg +

(8433130 + 12 AppA33130 + 6 A3, Agzlag + A35) sin Aygl(L — Lpo)* + 710 [(—12 43; +

16 Adyldy + 32 Ay A3 130 + 24 A2, A2, 130 + 8 A3, Agslyg + Aby) cos Ayg +

(48 43313 + 48 AppA3sly0 + 12 A3; Agz) sinAyol(l — Ly0)® (15)

y(©) = y1(Cly) +sinAyg (1 = lp) + % [(2 Apslag + Azz) cos Aggl(l — 159)* —
i [(=2 Az3) cos Ay + (4 A53l50 + 4 Az Agslyg + A3)sin Aol (1 — 1y)3 (16)

gdzie
x1(C L), y(ClL)
o =Cli . Ay = Apy + Agy Lo + Az 15

— zrejonu poczatkowego

_ 3D-CD-3

1-D
Ay =
21 12 R

Agp = Ags =
22 2R 23

Cly,

Rejon 3 (koricowy) le{((1 =0,y

D

T 2RI

1
x(D) = x[(1 — O] + cos Azq (1 — I30) — E[(z Azzlzg +3 Azaldy + 4 Azslio +

Azp) sin Azp] (1 = I30)? — % [(4 A33130 + 12 Ags Azyldy + 16 Az Agsliy +9 A%l +

24 Ay Azsl5o + 16 A35150 + 8 Asp Assl3o + 6 Asp Azalde + 4 Asp Asslag + A3;) cos Agg +

(2 A33 + 6 Azglzg + 12 Azsl3)) sinA30](l —l30)3

(17)

y(D) = y[(A = O] + sin Az (I = I30) + é [(2 Asslsg + 3 Azalfo + 4 Assldo +
Azy) cos Azp] (1 — 130)? _% [(_2 Azz — 6 Aszglzg — 12 Assl5y) cos Azg + (4 A33130 +
12 A3z A34l§0 + 16 Azs A351§0 +9 A§4l§0 + 24 Azy A3sl§0 + 16 A%slgo + 8 Az, A35133.0 +

6 Asy Asal3 + 4 Asp Aszlzg + A3) sin A30](l —l30)3

gdzie
%[ - OL], y.[(1-0)]

lzo =1 -0,

(18)

— zrejonu Srodkowego

Asg = Agq + Azp l3o + Asz 5g + Azs 130 + Aszs 130
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A = 3-6C+6C3+9CD—-8C2D—3D I A = 6-9C+6 C3+15CD-12C?D—6D
317 12C3R k> 327 6C3R
12-12C+24CD-16C%D-12D as3  6—-3C+9CD—4C%D-6D
A33 = = , A34 ==
8C3RI 3 6C3RI}
1+CD-D
Aoe = —
35 4C3R1}

4. METODA CALKOWANIA NUMERYCZNEGO

Analityczna forma wzordw (13) — (18) jest dosy¢ ztozona, co moze nie odpowiada¢ wyma-
ganiom niektérych uzytkownikow. Znajduje to swdj wyraz m. in. w komercyjnych progra-
mach komputerowych wspomagajacych projektowanie uktadow geometrycznych toru
[2, 12]. Wspotrzedne kartezjanskie uzyskuje si¢ w nich za pomoca catkowania numerycz-
nego. W tym celu nalezy przyja¢ odpowiedni krok obliczen d oraz podzieli¢ krzywa przej-

$ciowg nan = %‘ przedziatéw. Kolejne wspolrzedne sa wyznaczane z nastgpujacych wzo-

row:
x(lp) = % d Zlelcos 0(l;) —cosO(l;_1)] (19)

(L) =3 d T2 Isin 0(1;) — sin O(L;_y)| (20)
gdzie p=1,2,..,n.

Metoda numeryczna zostata sprawdzona dla wielu przypadkdw, przy zastosowaniu kroku
obliczen 0,5 m i 1 m. Uzyskano przy tym pelna zgodnos¢ uzyskanych wynikow z wynikami
metody analitycznej. Niewatpliwie wigze si¢ to z regularnym przebiegiem funkcji O (1). Nie
oznacza to jednak, ze nalezy rezygnowac ze stosowania metody analitycznej, ktora posiada
charakter uniwersalny i stwarza dodatkowe mozliwosci interpretacyjne.

5. PREFEROWANA POSTAC KRZYWEJ

Stosujgc omawiang krzywa przejSciowg nalezy si¢ liczy¢é wystgpowaniem bardzo matych
rzgdnych poziomych w rejonie poczatkowym. Sg one czgsto wrecz niemozliwe do wykona-
nia i w praktyce powoduje to wydtuzenie odcinka prostego toru. Dlatego tez dtugosci skraj-
nych rejondw nalezy staraé si¢ ograniczy¢, zwigkszajac jednoczesnie dtugosé rejonu srod-
kowego, charakteryzujacego si¢ liniowym przebiegiem krzywizny. Zatozono, ze wartos¢
wspolczynnika C dla preferowanej postaci krzywej wyniesie C = 0,05, za$ wspolczynnika
D (na podstawie tabeli 1) — D = 1,06. Otrzymujemy wowczas podane ponizej wzory na
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krzywizng oraz odpowiadajace rownania parametryczne dla poszczegolnych rejonéw krzy-

wej przejsciowe;j.

Rejon 1 poczgtkowy (1 € (0,Cly)

24 56 3
k(l)_SRlzl +Rz3l
x() =1
_ 4 14 5
y(D) = 15}”2 L
Rejon 2 (Srodkowy) L€ (Cl,,(1—C)l)
53
k(l) _100R+50le
1 7314
x(1) = ;0,05 L) + cos Azo(L = 0,05 L) + [ ‘Rz_ £10~%) cos dyg +
(12167 10™ )SlnAzo] (L= 0,05)* + - [(33708 2798411 12 (o Ay +
R 120 Rt
(32";444 107 smAzo] (L= 0,05 )5

(D = y1(0,05 L) + sin Azo (1 = 0,05 L) + (23107 ) cos Az (1 = 0,05 L;)? -

% [(— 106 10~ )cos Ay + (529 10~ )smAzo] (1-0,051)3

glee AZO = 4-8_Rlo -3 lk

Rejon 3 (kovicowy) L€ ((1—C)l, 1)

_ﬁ _ 872 2 3
k() = +5le 5Rl,§l +lel

x(D) = x;(0,95 L) + cos Azg (1 = 0,95 L) — (G * 107%) sin Agq (I — 0,95 [;)?

(D) = 50,95 ) +sin Azg (L = 0,95 ) + (5 * 107%) cos Az (1 — 0,95 I;)?

13510625

-7
2410770,

gdZie A30 =

2n
(22)

(23)

24

(25)

(26)

@7

(28)

(29)

Na rysunku 3 przedstawiono wykres krzywizny dla nastepujacych danych: R = 500 m,
k=100 m, C = 0,051 D = 1,06, natomiast na rysunku 4 wykresy réznic rzgdnych Ay(l) dla
krzywych przejsciowych z rysunku 2 i 3 w odniesieniu do klotoidy opisanej roéwnaniami

parametrycznymi
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1 1 1 13
x(D)=1- 15+ 1°— 3 4 ... 30
® 40RZ 12 3456 R* I} 599040 RS I$ 30)
1 1 1
D= 13— 7+ t—... 31
40 6R I 336 R3 1} 42240 RS I3, GD
0,0025
0,0020
— 0,0015
1S
<
®
£ 0,0010
-~
0,0005
0,0000
0 20 40 60 80 100 120 140
I'm]

Rys 3. Wykres wygtadzonej krzywizny dla R = 500 m, k=100 m, C = 0,051 D = 1,06

Ay [m]
°
&

0,05

0,00

0 20 40 60 80 100 120
-0,05

x [m]

Rys. 4. Wykresy réznic rzgdnych Ay(1) dla krzywych przejsciowych z wygtadzong krzywizna
C=0,2,D =13 oraz C=0,05,D = 1,06 w odniesieniu do klotoidy (R = 500 m, /x= 100 m)

Jak si¢ okazuje, rzedne krzywych przejsciowych z wygltadzong krzywizna, na catej ich
dtugosci, sa mniejsze niz rz¢dne klotoidy. Z rysunku 4 wynika, ze rdznice te nie sa duze,
zwlaszcza w przypadku krzywej C = 0,05. Oznacza to, ze niezbgdne poprzeczne przesunie-
cie tuku kotowego nie powinno stwarzac¢ istotnych probleméw lokalizacyjnych. Poprawa
sytuacji, tj. zastapienie klotoidy krzywa przej$ciowa z wygtadzong krzywizng, moze zostaé
zrealizowane w ramach standardowej regulacji osi toru.
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6. PODSUMOWANIE

Podstawowa wade krzywej przejSciowej w postaci klotoidy, ktéra posiada krzywizng
liniowa, stanowi wystepowanie zatoméw na wykresie jej krzywizny w rejonach poczatko-
wym i koncowym. Jest to niekorzystne z punktu widzenia oddzialywan dynamicznych
w uktadzie pojazd szynowy — tor. Poprawa sytuacji powinna wigc polegaé na wylagodzeniu
krzywizny w tych wlasnie rejonach. Jednocze$nie korzystne bedzie zachowanie liniowego
charakteru krzywizny na pozostatej czesci krzywej, gdyz zlokalizowana tam prostoliniowa
rampa przechytkowa jest stosunkowo tatwa w biezacym utrzymaniu.

W pracy przedstawiono koncepcj¢ nowej krzywej przejsciowej, o liniowym przebiegu
krzywizny na dtugosci i wygtadzonymi rejonami skrajnymi. Do tego celu zostata wykorzy-
stana wlasna, uniwersalna metoda identyfikacji krzywych przejSciowych za pomoca réwnan
rézniczkowych. Wyznaczono ogélne rownania krzywizny dla trzech rozpatrywanych rejo-
ndéw, a nast¢pnie odpowiednie rownania parametryczne. Wskazano na mozliwos¢ okreslania
wspolrzednych prostokatnych za pomoca catkowania numerycznego. Kierujac si¢ kryterium
realizacyjnym, z uwagi na bardzo mate rzedne poziome w rejonie poczatkowym, przedsta-
wiono sugesti¢ ograniczenia dtugosci rejonéw skrajnych i dla takiego przypadku opraco-
wano odpowiednie zaleznosci teoretyczne.

Zastosowanie omawianej krzywej przejSciowej moze stanowié alternatywe dla tzw. gtad-
kich krzywych przejsciowych, o nieliniowym przebiegu krzywizny na catej dtugosci. Mozna
bowiem zauwazy¢ pewna niecheé, jaka wystepuje w stosunku do ich praktycznego stosowa-
nia. Jak nalezy sadzi¢, wiagze si¢ to zapewne z wystepowaniem na tych krzywych nieliniowej
rampy przechytkowej. W eksploatacji ulega ona pionowym deformacjom i jej ksztatt nalezy
wcigz odtwarzac; niewatpliwie tatwiej to robi¢ dazac do utrzymania przebiegu liniowego.
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TRANSITION CURVE WITH INTERIM SMOOTHED CURVATURE
FOR RAILWAY ROADS

Summary: The concept of a new form of transition curve with a linear curvature on its length was presented
in the paper. The regions of extremes were smoothed. The concept might be an alternative to the so-called
smooth transition curves with a non-linear shape of the curvature along the entire length. The universal method
of identifying transition curves using differential equations was used in the analysis. The general equations of
the curvature and the corresponding parametric equations of the curve were determined. The numerical inte-
gration might be used to specify the rectangular coordinates.

Keywords: railway route, geometrical layout, transition curve


http://mostwiedzy.pl



