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1. WPROWADZENIE

&�� �����������	��������	���������������������������������������������
������(�����£
��
�F�>��������
	�����
���
��������
�������	����� [1, 3-8, 15-17, 25]. W Polsce, w od-

��
��
��� ��� ����� ����������*� 	������� 
��� ���� 	����
��
���� 	�
���� ���#F� +�	�
	��#��
) ��!
�����*���	����
��������������
����	
� ������ pojazd szynowy – tor [20 - 24].

W���
	��� ��	��������	��������������	��	��
� ���
���
�������������	
��	�
�����	�£
wizny – 	������������
�!���(
��	��������\* 11, 13]. Funkcji krzywizny �(u) 
���(����£

	���������������	���	�!����
�
�����(
��	������

�(�)(u) = o²u, �, �³, … , �(���)´ (1)

z warunkami

  �(
)(0-) =   0 dla � = 0,1,2, … , ���� dla µ = 0      (2)
  �(O)(u	�) =

0 dla µ = 1,2,3, … , ��
gdzie:
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/ – ������!��������������*u	 – ����������	�������	���������F

%����	�
����
��� ����
���� xB~� 
������*� (�� funkcja �(u) jest klasy °� w przedzialeu ¶ ·0, u	¸, gdzie  � = min(��, ��). =��
�
�����(
��	�����x;~���(�� ��*���
	�	����
����*�
���
�
������(
��	��������
��������
��������� �	���

�����
����	�

�����*����
����£

��� ��@�
�����
����
��F %�
�� ���	����	
�
������	���	�
��ch przyjmowana jest jedna-
��������	 ������
����
��� ����!�������	��	����*���F��� = ��. Dla dwóch warunków, czyli� = µ = 0*����	������
�����	���	
����
����*���������
	��� ���	 ������
������	���	
��
��
�����������������
���������������
����
����F
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�����
���������	���	
��������
�������	������������!�����F���
�����
�����	�
�
��	���
����
���	�
������	������!���
����	
�����������	�������	��
	�
����– tor. Poprawa sytuacji 
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���������������
���������	�
�����	���	
�������������
�������
���F�>���	�
���
�����
������������	���	
����
������
��
�������	���	�
���� jej nieliniowym przebiegu na 
�����������������	�������	���������F����������
�����(��
��
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�������*������
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���������
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�
�������������	
����
��
���
��������������	��������	����������F Nie-
��
�������	� ������	���	
��
�������������	�������	����������
���
��
���� ������(��
����
��� ���������������	�������	���
�������(�
�����	����������
	�	�@
�����	�����F����
��	�£
�
��� ���
����	
��	���
���
���	
����	�
��
���
�����������
����
����
������ ��������	�£
���������F�<�
��������������������������������������
��(��������#�����������
���F�)��£
#������
���
	�������������	�����������
���(������(�������	�����
�����������������������
�� �����(�������rzebiegu liniowego.

����(������
��������������{��
�������	���:"/�����
��
����
����	��������	�����������
����
����� ��������� 
������#�����
��������� ����������� 	�������
�������
�����	���	
��
i uzyskanie jej nieliniowego przebiegu. Na kolejach francuskich takie ��	���	�
���
��
����

���
�����������
�
������+�������(����&��������*��������
��(�
����
�������������
��
���£

��
���*���	��������������	�����	��;�������� �;8]. G������ �	��	�� ��� �� ��
	�	���
��£
�
���*�	��
�����	�������
��������	���
���������	� �������	���	
��(oraz prostoliniowych 
�������	�����������~��
��	�������
��(�
�������� ���
�����������������������	��
	�£
nowy – tor [19]. 

%�����
���������������
������������������
���
�������	�������	��������� o liniowym 
��	� �������	���	
��
�������������������	�
��������
ami skrajnymi. Zostanie do tego celu 
�����	�
��
���
����
��
������������
��#���������	��������	�����������	������������£

�! ��(
��	��������;�* 11, 13].

�2�0;+5�&+85�8����95;&<�/�05�]��/+;0�+5;�

+�	������	��������������������u	*������	��������
����	�

����° ¹ 0,25, zostaje podzie-
lona na trzy strefy (rys. 1): 

� rejon ���	������������������° · u	 ��
����������������	�
�������
���	���	
�*
� rejon ��������������������(1 . 2 °) u	 ��
�����������	���	
����
����*
� rejon ��!����������������° · u	 ��
�����������	���	
���������	�
�F
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G�����	�������	�������	������������	���	
���(0) = 0*�
������
��
��������!����(u	) = �� .

=�
F�;F�"����������������	���	�
������ ����

Jak wynika z rysunku 1, rejon ��������� (u ¶ ·°u	, u	 . °u	¸), o liniowym przebiegu 
��	���	
�*���
��
�������������	������
����	�

������
������
�������
	���
�(���������

����
���
�������������������	�������	���������F�&�	���������	����*�(���ª(u) = »� �@, przy 

czym ¼ > 1 (������
�����
��� dla tego parametru zostan� ok�����
��
�����
�������
���	��
��	���	�
�������rejonu ���	�����������	����~F��	�������������	���(�
�����(�����
������
�����������	���	
��
�����	�������
����!���rejonu ����������F

Rejon 1 �����

����(u ¶ ·0, °u	¸
Przyjmujemy warunki brzegowe

�(0) = 0 , �(°u	) = ��»(���¾)� � , (3)�³(0) = 0 , �³(°u	) = »� �@
i równa
�����(
��	���� x������	���	�
�����������
�����~

�(¢)(u) = 0 (4) 
%���
������	���	�
������ �������(
��	�������x�~*�x�~����	��������
�
������������
�£
nie krzywizny:

�(u) = 9�9»(��¾)-¾»�¾� � �@� u� . ��»(��¾)¾� � �@� u9 (5)

:	�
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���������
������	���	�
������������������
������� ���������������C i D.
������	��������C 
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����	�� 
���
��
�������
���¼ > 1F���
�� ��� ������
���
��
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�³(u) = 9�9»(��¾)-¾»¾� � �@� u . 9�9»(��¾)¾� � �@� u� ¿ 0
)�����(
	��������
�����
������	��	�����������������������D.

9(��¾)9��¾-¢¾� ¹ ¼ ¹ 99�¢¾ (6)

%��� �����;�	�
�����
�����
��	
���������������������D.

Tablica 1
���	���	�������3���6���#���!�D 
����1`	��'������3���C

C ÀÁÂÃ ÀÁÄÅ C ÀÁÂÃ ÀÁÄÅ
0 1 1 0,13 1,14093 1,20968

0,01 1,01007 1,01351 0,14 1,15261 1,22951
0,02 1,02027 1,02740 0,15 1,16438 1,25000
0,03 1,03060 1,04167 0,16 1,17625 1,27119
0,04 1,04106 1,05634 0,17 1,18820 1,29310
0,05 1,05166 1,07143 0,18 1,20023 1,31579
0,06 1,06239 1,08696 0,19 1,21233 1,33929
0,07 1,07324 1,10294 0,20 1,22449 1,36364
0,08 1,08422 1,11940 0,21 1,23669 1,38889
0,09 1,09533 1,13636 0,22 1,24893 1,41509
0,10 1,10656 1,15385 0,23 1,26119 1,44231
0,11 1,11790 1,17187 0,24 1,27346 1,47059
0,12 1,12936 1,19048 0,25 1,28571 1,50000

Rejon 2 ����
����(u ¶ ·°u	, u	 . °u	¸
��������
��������������� ����	��������
��

�(°u	) = ��»(���¾)� � ,  �(u	 . °u	) = �-»(���¾)� � (7)

oraz ���
�
�����(
��	����

�ªª(u) = 0 (8)

Otrzymujemy równanie krzywizny liniowej

�(u) = ��»� � + »� �@  u (9)

Rejon 3 
�������(u ¶ ·u	 . °u	, u	¸
��������
�����!�������� ����	�������
�
�����(
��	�����x�~����	�
�
�������������
���

brzegowe: �(u	 . °u	) = �-»(���¾)� � , �(u	) = �� , (10)�³(u	 . °u	) = »� �@ , �³(u	) = 0 .

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


+�	������	���������	�������	�
����	���	
��������������������� 161

{�
���� krzywizny opisuje równanie 

�(u) = *9� + *9� u + *99u� + *9¢u9 (11)

gdzie *9� = ��Æ¾-� ¾�-��¾»���¾�»��»� ¾� � *9� = . �����¾-�¢¾»���¾�»���»¢ ¾� � �@*99 = ��9¾-Æ¾»�¢¾�»��»� ¾� � �@� *9¢ = . �-¾»�»¾� � �@�
G����
�
���B���	��
�����
����	�����������	���	�
������ �������� 
�
�������������£

nych: R = 500 m, lk = 100 m, C = 0,2 i D = 1,3.

=�
�BF�%����
�������	�
�����	���	
������R = 500 m, lk = 100 m, C = 0,2 i D = 1,3

32�0;+5�&+85�8�/�05�]�%�/��8./;&+5;&<

=��
�
�������������	
��������	�
�����	�������	������������	
��	��
���	�
�
�����������
wzorów:

�(u) = Ç cos È(u) ju q(u) = Ç sin È(u) ju È(u) = Ç �(u)ju (12)

/
������	
����	���	�
������ ��������������	��
������#�
������������������cos È(u)
i sin È(u) ��
	�������������
�*���
�
���
���
�������
�����
	�	����
��������	��F�Do roz-
��
������#�
�������
	���� wykorzystano program Maxima [14]. W ���
	����	�����������	�£
stawiono równania parametryczne uzyskane dla odpowiednich rejonów ��	�������	���cio-
wej x	�����
�����������	���
���
���
���~.
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�������������

����(u ¶ ·0, °u	¸
�(u) = u (13)

q(u) = É!!¢ u¢ + É!�� u� (14)

gdzie:

K�� = 9�9»(��¾)-¾»� ¾� � �@� , K�� = . ��»(��¾)¢ ¾� � �@�
�������������
���! u ¶ ·° u	 , (1 . °)u	¸

�(u) = ��(°u	) + cos K��(u . u��) + ��¢ [(.12K�9� u�� . 6  K�� K�9) cos K�� +(8 K�99 u��9 + 12  K��K�9� u��� + 6 K���  K�9u�� + K��9 ) sin K��](u . u��)¢ + ���� [(.12 K�9� +16 K�9¢ u��¢ + 32 K��K�99 u��9 + 24 K��� K�9� u��� + 8 K��9  K�9u�� +  K��¢ ) cos K�� +(48 K�99 u��� + 48  K��K�9� u�� + 12 K���  K�9) sin K��](u . u��)� (15)

q(u) = q�(°u	) + sin K�� (u . u��) + �� [(2  K�9u�� + K��) cos K��](u . u��)� .�� [(.2  K�9) cos K�� + (4 K�9� u��� + 4  K�� K�9u�� + K��� )sin K��](u . u��)9 (16)

gdzie ��(° u	) , q�(° u	) ç����	�����
�����	��������u�� = °u	 , K�� = K�� + K�� u�� + K�9 u���
K�� = 9»�¾»�9�� � °u	 , K�� = ��»� � , K�9 = »� � �@

������"��
������! u ¶ ·(1 . °)u	 , u	¸
�(u) = �[(1 . °)u	] + cos K9� (u . u9�) . �� [(2 K99u9� + 3  K9¢u9�� + 4  K9�u9�9 +

K9�) sin K9�](u . u9�)� . �� ²(4 K99� u9�� + 12  K99 K9¢u9�9 + 16  K99 K9�u9�¢ + 9 K9¢� u9�¢ +24  K9¢ K9�u9�� + 16 K9�� u9�� + 8  K9� K9�u9�9 + 6  K9� K9¢u9�� + 4  K9� K99u9� + K9�� ) cos K9� +(2 K99 + 6  K9¢u9� + 12  K9�u9�� ) sin K9�´(u . u9�)9 (17)

q(u) = q[(1 . °)u	] + sin K9� (u . u9�) + �� [(2  K99u9� + 3 K9¢u9�� + 4 K9�u9�9 +K9�) cos K9�](u . u9�)� . �� ²(.2  K99 . 6  K9¢u9� . 12 K9�u9�� ) cos K9� + (4 K99� u9�� +12  K99 K9¢u9�9 + 16  K99 K9�u9�¢ + 9 K9¢� u9�¢ + 24  K9¢ K9�u9�� + 16 K9�� u9�� + 8  K9� K9�u9�9 +6 K9� K9¢u9�� + 4  K9� K99u9� + K9�� ) sin K9�´(u . u9�)9 (18)

gdzie ��[(1 . °)u	] , q�[(1 . °)u	] ç����	�����
������������u9� = (1 . °)u	 , K9� = K9� + K9� u9� + K99 u9�� + K9¢ u9�9 + K9� u9�¢
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K9� = . 9��¾-�¾�-Æ¾»�Ë¾�»�9»�� ¾� � u	 , K9� = ��Æ¾-� ¾�-��¾»���¾�»��»� ¾� �K99 = . �����¾-�¢¾»���¾�»���»Ë ¾� � �@ , K9¢ = ���9 = ��9¾-Æ¾»�¢¾�»��»� ¾� � �@�K9� = . �-¾»�»¢ ¾� � �@�

�2��8.�(��&�=��0�5���57�8/;&+58���

Analityczna forma wzorów (13) – (18) jest ��
���	��(�
�, co ��(��
������������������£
��
����
�����������(�����
����F�)
����������
��������	��F��
F�����������
����������£
����� �������������� �
������������� ����������
��� �������� ���������	
���� ����
[2, 12�F�%
����	��
�������	��!
�����	�
�����
�����
����	����������������
���
������	£
nego. %����������
���(����	�������������
�������� ���	�!�d ���	����	��������	������	��£

�������
��� = �@f ��	��	�����F +����
���
����	��
��
����	
��	�
��	�
�
������������	�£

rów:

��uh� = ��  j � |cos È(u
) . cos È(u
��)|h
<� (19)

q�uh� = ��  j � |sin È(u
) . sin È(u
��)|h
<� (20)

gdzie  E = 1, 2, … , � .

�������
������	
��	�
�����
�����	�
��������������	�������*���	��	�
��
���
���������
� ���	�!��*]�����;��F�:	�
��
����	���������
��	���
�����	�
��
������
�����	���
������
��������
������	
��F�G���������������(��
������	��������
�����	� �������#�
������È(u). Nie 
�	
��	��������
��*�(��
���(����	��
�����	��
��
���
�����������
������	
��*���������
�����
charakter uniwersalny ��
����	��������������(���������
�����������
�F

5. %/8�8/�0�5��%��.����/+;08$

"��
�����������
����	������	���������
���(��
��� ���	�����
������
���� ���	���������
�	��
������	�������������
������	�������F�"���
���	�
�������	�
����(������������
�£

���������������������������������(�
�������
������
���������F�����������(����������
����£
ny�������
���
���(��
����� 
�������
��	��*�	����
	��������
��	��
���������������
������£
������*� ����������	�������� 
��� ��
������ ��	� ������� ��	���	
�F� )���(�
�*� (�� ��������
�
����	�

����C dla preferowanej postaci krzywej wyniesie C ©��*�]*�	����
����	�

����
D (na podstawie tabeli 1) – D = 1,06. ,��	������������	�
�����
����
�(����	����
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�
�������������	
��������
	�	����
��������
�����	�£
������	���������F

�������������

����(u ¶ ·0, °u	¸
�(u) = 9�� � �@� u� + ��� �@� u9 (21)

�(u) = u (22)

q(u) = Ë�� � �@�  u¢ + �¢� � �@� u� (23)

�������������
���! u ¶ ·° u	 , (1 . °)u	¸
�(u) = . 9��� � + �9�� � �@  u (24)

�(u) =  ��(0,05 u	) + cos K��(u . 0,05 u	) + ��¢ Ì(. 7314/2 u� « 10.5) cos K�� +
(12167/3 « 10.9) sin K��Í (u . 0,05 u	)¢ + ���� Ì(33708/2u�2 10.4 + 279841/4 10.12) cos K�� +
(336444/3 u� 10.8) sin K��Í (u . 0,05 u	)� (25)

q(u) = q�(0,05 u	) + sin K�� (u . 0,05 u	) + � 232 / 10.3 � cos K�� (u . 0,05 u	)� .�� Î�. 106/ u� 10.2� cos K�� + � 529/2 10.6� sin K��Ï (u . 0,05 u	)9 (26)

gdzie K�� = �Ð¢Ë � 10�9 u	
������"��
������! u ¶ ·(1 . °)u	 , u	¸

�(u) = . 9�Ð� � + Æ�¢� � �@  u . ËÐ�� � �@� u� + ��� �@� u9 (27)

�(u) = ��(0,95 u�) + cos K9� (u . 0,95 u�) . (9772 / « 10.3) sin K9� (u . 0,95 u�)� (28)

q(u) = q�(0,95 u�) + sin K9� (u . 0,95 u�) + (9772 / « 10.3) cos K9� (u . 0,95 u�)� (29)

gdzie K9� = �9������9 � « 10�Ðu	
G����
�
�������	��
�����
�������
���	���	
������
�
�������������
�����R = 500 m, 

lk = 100 m, C = 0,05 i D = 1,06, natomiast na rysunku 4 wykresy ��(
����	��
�����q(u) dla 
krzyw������	�����������	� ��
�
���B� ��������
��
��
������klotoidy opisanej równaniami
parametrycznymi
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�(u) = u . �¢� �� �@� u� + �9¢��  �Ñ �@Ñ uÆ . ��ÆÆ�¢� �� �@� u�9 + � (30)

q(u) = �� � �@ u9 . �99� �� �@� uÐ + �¢��¢� �Ò �@Ò u�� . � (31)

=�
��F�%����
�������	�
�����	���	
������R = 500 m, lk = 100 m, C = 0,05 i D = 1,06

Rys. 4. %����
����(
����	��
�����q(u) ������	��������	�����������	�������	�
����	���	
�
C = 0,2, D = 1,3 oraz C = 0,05, D = 1,06 w odniesieniu do klotoidy (R = 500 m, lk = 100 m)

����
������	���*��	��
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�*�
������������
��������*�
���
���
	��
�(��	��
����������F�)���
�
�������
���*�(����(
�������
���
��d�(�*�
zw��
	�	������	���������	�����C = 0,05. ,	
��	����*�(��
��	 ��
������	��	
����	�
�
��£
���� ��������������
�������

��
����	��� �
���
������� ������������	����
���F�Poprawa 

�������*���F�	�
�����
��������������	������	���������	�������	�
����	���	
�*���(��	�
���
zrealizowane w ramach standardowej regulacji osi toru.
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6. PODSUMOWANIE

&��
������� ����� ��	����� ��	���������� �� ��
����� ��������*� ������ ��
����� ��	���	
��
��
����*�
��
������
������
���	�������
�������
���������	���	
��������
�������	����£
���� �� ��!�����F� ��
�� ��� 
�����	�
�
�� 	� ��
���� ���	�
��� ���	������!� ��
����	
����
�������	�������	��
	�
����– ���F�&�������
������������

���������������
���������	�
���
krzyw�	
�������������
�������
���F����
��	��
������	�
�
�� ��	���	������
�����
�������
�������������	���	
��
����	�
�������	�������	����*����(�	������	���
���������
����
�����
��������	������������
��
��
�
������������� ��(��������	���
��F

W pracy przedstawiono k�
�������
�������	�������	���������*��� ��
��������	� �����
��	���	
��
�������������������	�
��������
����
����
���F��������������	�
����������	�£

��
�����

�*��
����
��
������������
��#���������	��������	�����������	������������
�!�
��(
��	������F Wyznaczono ogólne równania krzywizny dla trzech rozpatrywanych rejo-

��*���
�
���
�����������
������
�
�������������	
�F�%
��	�
��
����(��������������
���
�
����	��
�������
�����
����	����������������
���
������	
���F +��������
�������������
realizacyjnym, z uwagi na ba��	��������	��
����	�����������
������	�������*���	��
��£
���
��
���
��������
��	�
������������ ����
���
����
���� � dla takiego przypadku opraco-
��
����������
���	���(
�������������	
�F

)�
��
���
���������
�����	�������	������������(��
��
����������
�����������	�F�����£
�������	��������	����������*���
����
��������	� �������	���	
��
� ����� ��������F���(
��
 ������	����(������
��
������*��������
���������
��
�
����� ich praktycznego stosowa-
nia. ����
���(��
��	��*����(��
������	����
��	���
������
����
���������	���ch nieliniowej 
��������	����������F�%���
�����������������
��pionowym deformacjom i jej �
	�����
���(��
����(�������	��; 
������������������������� �����(������utrzymania przebiegu liniowego.
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TRANSITION CURVE WITH INTERIM SMOOTHED CURVATURE
FOR RAILWAY ROADS 

Summary: The concept of a new form of transition curve with a linear curvature on its length was presented 
in the paper. The regions of extremes were smoothed. The concept might be an alternative to the so-called 
smooth transition curves with a non-linear shape of the curvature along the entire length. The universal method 
of identifying transition curves using differential equations was used in the analysis. The general equations of 
the curvature and the corresponding parametric equations of the curve were determined. The numerical inte-
gration might be used to specify the rectangular coordinates.
Keywords: railway route, geometrical layout, transition curve
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