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Poczatki teorii prawdopodobienstwa siegaja siedemnastego
wieku, kiedy to we Francji hazard oraz gry losowe cieszyly sie
duza popularnoscia, w szczegolnosci wsrod arystokracji. Pewien
francuski pisarz, Antoine Gombaud, znany réwniez jako Chava-
lier de Mere, miat znaczacy wplyw na rozwoj teorii prawdopo-
dobienstwa. Poprosil on dwéch najbardziej znanych matematy-
kéw jego czasow tj. Pascala oraz Fermata o matematyczna po-
moc przy grach hazardowych. Jego prosba zaowocowalta pdzniej-
szg korespondencjg pomiedzy dwoma wybitnymi matematyka-
mi dotyczaca problematyki gier. Co jest szczegdlnie interesujace,
wyrazenie ,prawdopodobienstwo” nigdy nie pojawilo si¢ w ich
korespondencji. Gtéwna rada, jaka Pascal i Fermat dali Gom-
baud, byto uzycie wartosci oczekiwanej wygranych. Byla to bar-
dzo wazna sugestia, poniewaz data ona poczatek przekonaniu, ze
podejmowanie racjonalnych decyzji w warunkach ryzyka powin-
no opiera¢ sie wtasnie na wartosci oczekiwanej.

Korespondencja Pascala z Fermatem przyczynita si¢ do po-
wstania poézniejszych publikacji dotyczacych prawdopodobien-
stwa. Christian Huygens odwiedzajac Paryz w 1655 roku dowie-
dzial sie o niej i po powrocie do Holandii napisal bardzo wazny
traktat o prawdopodobienstwie, ktéry zostal pdzniej przettuma-
czony na tacine. Wersja tacinska zostata bardzo dobrze przyjeta
przez matematykow tamtego okresu i zostata dalej przettumaczo-
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na na wiele innych jezykéw. Praca Huygensa byta przez prawie
p6t wieku jedyna szeroko dostepna praca dotyczaca prawdopo-
dobienstwa.

6.1 Zaklad Pascala i geneza pojecia
,hieskonczonego zysku”

Blaise Pascal po swoim drugim duchowym nawrdceniu w listo-
padzie 1654 zaprzestal badan w dziedzinie matematyki oraz fizy-
ki i skupit sie na rozwazaniach teologicznych oraz filozoficznych.
Sformulowat on w tamtym czasie niezwykle ciekawy i prowokuja-
cy argument majacy potwierdzac istnienie Boga. W dzisiejszych
czasach nazywany jest on zakladem Pascala i jest jednym z naj-
bardziej znanych zagadnien teologii filozoficzne;j.

Zaklad Pascala bazuje na zalozeniu, ze albo kto§ wierzy w
Boga albo nie wierzy, bez mozliwosci posredniej. W zwiazku z
tym mozna na ten zaktad spojrzec¢ jak na loterie prosta z dwoma
,2wyborami” oraz dwoma ,,przypadkami” o nieznanych prawdo-
podobienstwach. Niech E bedzie przypadkiem reprezentujacym
istnienie Boga i p prawdopodobienstwem wystapienia przypad-
ku E (zaklad Pascala przyjmuje, ze p jest dodatnie - moze by¢
infinitezymalne, ale musi by¢ rézne od zera). Wtedy, niech nF
oznacza przypadek nieistnienia Boga. Dwa wybory oznaczone sg
nastepujaco: B - wierzy¢; oraz nB - nie wierzy¢. Ponizsza tabela
podsumowuje zaktad wraz z jego potencjalnymi ,,uzytecznoscia-
mi” (w kontekscie rezultatéw i korzysci z nimi zwiazanych), gdzie
u1, U2, Uz i ug oznaczaja uzytecznosci dla kazdego z czterech
mozliwych rezultatow.

Tabela 6.1: Zaklad Pascala

E | nE
B oo | ug
nB | uy | us

Pascal argumentowal, ze jezeli cztowiek zaakceptuje istnienie
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Boga i w niego uwierzy, moze spodziewac sie zycia wiecznego. W
zwigzku z tym oczekiwana uzytecznos¢ takiego przypadku jest
nieskonczona. 7 drugiej jednak strony, jezeli cztowiek odrzuci
istnienie Boga i ostatecznie okaze si¢ by¢ w bledzie, wtedy traci
szanse na zycie wieczne. Bez wzgledu na rozwazany przypadek,
mozna zalozy¢, ze kazdy poziom uzytecznosci uy, us i ug, poza
przypadkiem istnienia Boga i wiary w niego, jest skonczony. Na
podstawie powyzszych zalozen, mozna tatwo wyznaczy¢ oczeki-
wane uzytecznosci dwoch wyboréw: B - wiary w Boga; oraz nB
— braku wiary.

EB)=pxoo+(1—p)xu =00

E(nB)=pXxus+ (1 —p) X ug = uy

Pomimo, ze wartosci numeryczne pozioméw uzytecznosci uq, us,
ug i ug sg nieznane i niemozliwe do obliczenia, pewne jest, ze sg
skoniczone. W zwiazku z tym:

uy € 00 & E(nB) < E(B)

Bazujac tylko na obliczonych wartosciach oczekiwanych, kazdy
racjonalny cztowiek powienien wierzy¢ w Boga.

Pomimo, ze zaktad jest przede wszystkim zagadnieniem roz-
wazanym przez filozofow i teologdéw, a nie matematykow, wskazu-
je on mozliwos¢ otrzymania nieskonczonego zysku w grze losowej,
co stanowi gléwne zagadnienie paradoksu petersburskiego.

6.2 Pie¢ probleméw Nicolasa
Bernoulliego

Paradoks petersburski zostal stworzony przez Nicolasa Bernoul-

liego (1687 - 1759), jednakze w innej formie niz ta znana dzi-

siaj. Nicolas byl bratankiem znanego Jakuba Bernoulliego (1655
- 1705), twércy traktatu o teorii prawdopodobienstwa uwazanego
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za krok milowy w tej dziedzinie. Pierwsza wersja paradoksu po-
jawita sie w liscie Nicolasa do francuskiego matematyka Pierre’a
de Montmort’a (1678 - 1719). Bernoulli, ktéry od dtuzszego cza-
su korespondowalt z de Montmort’em, wystal mu w liscie z dnia
9 wrzesnia 1713 pie¢ probleméw matematycznych, ktoére pdzniej
ukazaly sie w drugiej edycji znanej ksiazki de Montmorta doty-
czacej gier hazardowych.

Dwa ostatnie problemy (czwarty i piaty) sa istotne z punktu
widzenia paradoksu petersburskiego.

Czwarty problem

Gracz A obiecuje daé¢ graczowi B korone (monete), jezeli ten: wy-
rzuci szeS¢ oczek zwyczajng kostka do gry w pierwszym rzucie,
dwie korony, jezeli wyrzuci szostke w drugim rzucie, trzy korony,
jezeli wyrzuci w trzecim rzucie, cztery, jezeli w czwartym itd.
Szukamy oczekiwan gracza B.

Rozwigzanie tego problemu mozna tatwo uzyskac¢ za pomocs
wartosci oczekiwane].

1 5" 1 1
_ _ P —
6;"(6) 6

512
(1-%)
Piaty problem
Analogicznie do poprzedniego problemu, rozwazamy sytuacje,

gdy gracz A obieca da¢ graczowi B ilos¢ koron okreslong przez
nastepujace ciggi:

a) 1,2,4,8,16,... albo
b) 1, 3,9, 27, ... albo

c) 1,4,9,16,25, ... albo
d) 1,8, 27, 64, . ..
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zamiast 1, 2, 3, 4, 5, ... jak poprzednio.

Powyzsze ciagi moga by¢ przedstawione analogicznie do czwar-
tego problemu tj.

(a) ay =2""1 — 1532”_1 > "
" 6 6

n=1

oo n—1

1 5
b , =31 — - ) 31
b) D3 (6)

1 o0 5 n—1
() an=n’ = 62"(6)

(d) a, =n> — lin?’ § "
" 6 =" \6

Rozwigzanie piatego problemu nie jest takie proste, poniewaz w
przypadku (a) oraz (b) warto$¢ oczekiwana nie istnieje (a przy-
najmniej nie jest skoficzona), jako ze odpowiednie szeregi sa roz-
biezne. Z drugiej strony, szeregi z podpunktéow (c) oraz (d) sa
zbiezne, mozemy zatem obliczy¢ wartos¢ oczekiwana.

P. R. de Montmort nie zainteresowal sie problemami otrzy-
manymi od Bernoulliego i w odpowiedzi swierdzil, ze moga one
by¢ rozwigzane poprzez zastosowanie metody sumowania szere-
gbébw opracowanej przez zmartego wujka Nicolasa - Jakuba Ber-
noulliego. Dnia 20 lutego 1714 Nicolas wystal kolejny list za-
wierajacy jego rozwiazania probleméw. Dla czwartego problemu
poprawnie zsumowat zbiezny szereg otrzymujac sume réwna 6.
Jednakze, gdy probowal on zastosowac¢ te metode do pierwsze-
go przypadku z pigtego problemu, otrzymal wynik réwny —i
w efekcie sumujac szereg rozbiezny. Uznal to za sprzecznosé, co
poskutkowato btednymi prébami rozwiazania problemu.

Pomimo nieskutecznych préb rozwiazania tej sprzecznosci,
wnioski wysnute przez Nicolasa byly istotne z punktu widzenia
dalszych rozwazan nad problemem. Argumentowal on, ze uczci-
wa wartos¢ oczekiwania nie musi by¢ suma sktadowych oczeki-
wan, poniewaz niektore przypadki z bardzo malym prawdopo-
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dobienstwem powinny zostac odrzucone i traktowane jako zero.
Niemniej jednak, trzeba zdac sobie sprawe, ze niewazne jak mato
znaczace moze wydawac sie prawdopodobienstwo pewnych zda-
rzen, wygrana z nimi zwiazana moze znaczaco wpltywac na konco-
wy wynik oczekiwan. Bernoulli i wielu jego nastepcéw uznawato
paradoks za swoistg rozbieznos¢ pomiedzy powszechnie akcep-
towanym uzyciem wartosci oczekiwanej do oceny gier losowych,
a wlasciwym (zyciowym) oczekiwaniem zwrotu w takich grach.
W ostatniej odpowiedzi do Nicolasa, de Montmort zaakceptowat
jego rozumowanie, jednakze sktaniat si¢ bardziej ku stusznosci
wartosci oczekiwanej. Niemniej jednak, zasugerowat w dyploma-
tyczny sposob, ze jedyna kompetentna osoba do dalszych badan
nad tym problemem jest wlasnie sam Nicolas. Pomimo dalszych
préb zainteresowania de Montmort’a tematem, nie wniést on juz
nic znaczacego do rozwazan przed swoja Smierciag w 1719.

Rozwazmy teraz problem przedstawiony de Montmort’ owi.
Niech poszukiwana wartos¢ oczekiwana bedzie wyrazona poprzez
uzycie rozbieznego nieskonczonego szeregu skonczonych oczeki-
wan:

> p(n)a(n) (6.1)

Powyzsze wyrazenie jest skonstruowane w taki sposob, ze: p(n)
oznacza prawdopodobienistwo wygranej w n-tej probie; a(n) ozna-
cza wygrang kwote; przy czym {a(n)} jest rosnacym ciagiem, a
{p(n)} malejacym.

Nicolas Bernoulli zasugerowal zamianeg ciagu {p(n)} na inny
ciag {p(n)}, taki, ze nowo stworzony szereg:

> pln)a(n)

bedzie zbiezny. Pomyst polegal na zastgpieniu bardzo malych
prawdopodobienistw w ciagu {p(n)} zerem. Innymi slowy, pole-
galo to na ,ucieciu ogona” ciagu {p(n)} dla n wigkszych niz jakas
wartos¢ m.
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6.3 Wklad Gabriela Cramera

Forma, w jakiej znamy paradoks dzisiaj, zostata stworzona przez
szwajcarskiego matematyka Gabriela Cramera, ktéry mial naj-
wiekszy wplyw na rozwoj paradoksu petersburskiego w jego wcze-
snym etapie. W liscie do Nicolasa Bernoulliego z 21 maja 1728
zasugerowal on alternatywne rozwiazanie problemu opisanego
rownaniem 6.1. W przeciwienstwie do tego co zasugerowal Ni-
colas, Cramer zaproponowal analogiczne rozwiazanie polegajace
na zastapieniu ciagu {a(n)} innym ciagiem {a(n)}, takim, ze
szereg

S p(n)a(n) (6.2)

bedzie zbiezny. Jednakze, jednym z najwazniejszych elementéw
listu byto uproszczenie piatego problemu Nicolasa. Cramer zasu-
gerowal zastapienie szesciennej kostki do gry dwustronnag (zwy-
czajna/uczciwa) monetg oraz zamiane rél Gracza A oraz Gracza
B. W rezultacie, jezeli Gracz A wyrzuci pierwsza reszke za n-tym
razem, wyrzuciwszy wczesniej pod rzad n — 1 ortéw, dostanie on
2"~1 koron (monet) od Gracza B, gdzie n = 1,2,3,.... Latwo
zauwazy¢, ze oczekiwania Gracza A moga zostaé formalnie wy-
razone przy pomocy szeregu 6.1.

Dzigki uproszczeniu Cramera mozemy teraz sformutowaé wspoét-
czesna wersje paradoksu petersburskiego opublikowang podzniej
przez Daniela Bernoulliego:

Piotr rzuca monetg tak diugo, az wypadnie reszka. Zgadza sie
dac¢ Pawlowi jednego dukata, jezeli sam wyrzuci reszke w pierw-
szym rzucie, dwa dukaty, jezeli wyrzuct w drugim, cztery, jezeli
w trzecim, osiem, jezeli w czwartym i tak dalej, w taki sposob, zZe
2 kazdym nastepnym rzutem liczba wyplacanych dukatow jest po-
dwajana. Zatézimy, ze chcemy okresli¢ wartosé oczekiwan Pawla.

Cramer uznal za paradoks fakt, ze wedtug obliczen Gracz A
powinien zaptaci¢ Graczowi B nieskonczona sume pieniedzy aby
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wzig¢ udzial w grze. Argumentowal, iz jest to absurd, poniewaz
zaden rozsadny cztowiek nie zaptacitby wiecej niz 20 koron by
wzig¢ udzial w grze. Jego dalsze rozumowanie jest czesto cyto-
wane w literaturze dotyczacej tego zagadnienia:

»Jaka jest przyczyna rozbieznosci pomiedzy matematycznymi ob-
liczeniami a zwyczajng oceng? Spowodowane jest to tym, Ze ma-
tematycy wartoSciujg pienigdze w stosunku do ich ilosci, a roz-
sqdni ludzie wartoSciujg je w stosunku do pozytku jaki mogq z
nich wzyskac.”

Podobne rozumowanie przedstawil Daniel Bernoulli w kontekscie
wyzej zacytowanej wersji paradoksu.

- .. Pomimo, Ze standardowe obliczenia wskazujg, Ze wartosé
oczekiwan Pawla jest nieskonczenie wielka, musimy przyznac,
ze kazdy w miare rozsqgdny cztowiek z wielkq przyjemnosciq za-
placitby za takq szanse dwadziescia dukatow.”

Inng uwage, jednakze troche ostra, sforumowal przyjaciel i kore-
spondent Cramera - francuski naturalista G. L. L. Buffon (1707-
1788).

»Okgpiec jest jak matematyk - obydwoje oceniajg wartosc pienie-
dzy po ich numerycznej ilosci.”

Cramer kontynuowal swoje rozwazania nad problemem wska-
zujac na fakt, ze to, co powoduje nieskonczong wartos¢ oczeki-
wana, to mozliwo$¢ wygrania niewyobrazalnej kwoty pieniedzy,
jezeli gracz nie wyrzuci reszki do bardzo pdznej préby np. do
setnego lub tysiecznego rzutu. Co wiecej, Cramer uwazal, ze dla
rozsadnego cztowieka nie powinno by¢ warte mniej lub nies¢ za
sobg mniej przyjemnosci, gdyby mozliwa wygrana byta ograni-
czona do 10 lub 20 milionéw koron. Bazujac na swoim zatoze-
niu, postanowil on policzy¢ oczekiwania zgodnie z szeregiem 6.2
dla ograniczonej iloéci koron do 2?4 = 16777216. W zwiazku z
powyzszym, suma szeregu 6.2 (ktéry jest teraz skonczony) jest
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oczywiscie skonczona i réwna 13. Cramer nazwal sw6j wynik
,moralng wartoscig bogactwa”, co wspoélczesni ekonomisci na-
zwaliby uzytecznoscia pieniadza.

Gabriel Cramer uznat osiggniety wynik za zbyt wysoki i pro-
bowat go zmniejszy¢ poprzez wprowadzenie alternatywnego zato-
zenia. Zasugerowal, ze 100 milionéw przynosi wiecej przyjemno-
sci niz 10 milionéw, ale na pewno nie 10 razy wiecej. W zwiazku
z tym zasugerowatl, ze moralna warto$¢ bogactwa powinna zostac
wyrazona poprzez pierwiastek kwadratowy wartosci oczekiwane;j.

6.4 Pochodzenie nazwy paradoksu
i okolicznosci jego pierwszej
publikacji

Gdy Nicolas Bernoulli otrzymal od Gabriela Cramera uproszczo-
ng wersje swojego problemu, postanowit przedstawi¢ ja swojemu
kuzynowi Danielowi Bernoulliemu, ktory byt w tym czasie profe-
sorem matematyki na uniwersytecie w Petersburgu. Dnia 27 paz-
dziernika 1728 Nicolas wystat swojemu kuzynowi czwarty i pigty
problem w uproszczonej wersji Cramera. Z poczatku Daniel Ber-
noulli nie byl nimi zainteresowany i uznat je za bardzo proste,
cho¢ troche paradoksalne. W odpowiedzi do Nicolasa napisal, ze
prawdopodobienstwo, iz gra potrwa dtuzej niz 20 lub 30 rzutoéow,
jest niezmiernie mate. Nicolas odrzucit argumentacje swojego ku-
zyna, co sktonito Daniela do ponownego zastanowienia si¢ nad
problemami. P6Zniej Daniel Bernoulli wystal do Nicolasa memo-
ir, w ktorym rzucit nowe $wiatto na problem. Zasugerowatl on,
ze poczatkowe bogactwo gracza roéwniez powinno by¢ wziete pod
uwage przy wyznaczaniu jego oczekiwan. W zwiazku z sugestia,
Daniela, Nicolas uznal, ze polaczenie jego sugestii wraz z suge-
stia Gabriela Cramera moze przyczyni¢ si¢ do dokladniejszego
sposobu odrzucania malych prawdopodobienstw.

Paradoks petersburski zawdziecza swoja nazwe miejscu jego
pierwszej oficjalnej publikacji. Poza wzmianka o korespondencji z
Nicolasem Bernoullim z 1713 w ksiazce de Montmort’a, wszyst-
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ko wskazuje na to, ze problem nie zostal opublikowany przed
rokiem 1738. W 1731 Daniel Bernoulli wystal swéj memoir do
publikacji w czasopisémie Commentarii Akademii Petersburskiej,
ktoéry zostal oficjalnie opublikowany dopiero siedem lat pdzniej
w 1738.

Daniel w swoim memoir wprowadzit bardzo wazna hipoteze,
ktéra stanowi podstawe teorii marginalnej uzytecznosci szereko
stosowanej we wspotczesnej ekonomii. Zasugerowal, ze aby okre-
sli¢ warto$¢ ryzyka dla konkretnej osoby, nie wystarczy zastoso-
wac¢ wartosci oczekiwanej. Co wiecej, stwierdzil, ze w rzeczywi-
stodci mozliwos¢ wygrania danej sumy pieniedzy nie jest réwnie
istotna dla réznych osoéb, ale jest raczej wzgledna w stosunku do
obecnego poziomu ich bogactwa (majatku). W zwiazku z powyz-
szym zdefiniowal nastepujaca hipoteze:

»leraz jest wielce prawdopodobne, Ze jakikolwiek przyrost bogac-
twa, niewazne jak bardzo nieznaczgcy, bedzie zawsze skutkowal
wzrostem uzytecznosci, ktora jest odwrotnie proporcjonalna do
dobr juz posiadanych.”

Powyzsza hipoteze mozna zapisa¢ w jezyku matematycznym za
pomocg nastepujacej pochodnej:
dx
dy = k—

x
gdzie dy oznacza przyrost uzytecznosci dla danej osoby, x ozna-
cza jej obecne bogactwo oraz dr otrzymanie dodatkowej sumy
pieniedzy, nastomiast k& > 0 jest subiektywnym czynnikiem pro-
porcjonalnosci ustalonym dla danej osoby. Aby wyznaczy¢ y mu-
simy scatkowaé powyzszy wzor w nastepujacy sposob:

© g
y:k/ ;‘”:mnf (6.3)

a

gdzie a (wymagamy, by a > 0) oznacza poczatkowe bogactwo.

Nastepnie, niech a bedzie oznaczaé¢ poczatkowe bogactwo osoby,
ktora gra w gre w ktérej kwota a,, moze by¢ wygrana z prawdopo-
dobienistwem p,, dla n =1,2,3,... oraz Y - p, = 1. Jego war-
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to$¢ oczekiwana jest prosta do otrzymania i réwna: >0 | ppan.
Jednakze, wedtug hipotezy Bernoulliego, ktéra nazwal ,$rednig
uzytecznoscia”, jest ona réwna:

3 [ (500

n=1

pod warunkiem zbieznoSci szeregu.

,Srednia uzytecznosé” Bernoulliego zostala p6zniej nazwana ,,mo-
ralnym oczekiwaniem” przez Pierre’a Simon’a de Laplace’a (1749-
1827).

Teoria Daniela zostata odrzucona przez Nicolasa, ktory upie-
ral sie, ze stawka gry losowej musi by¢ wyznaczona obiektywnie.
Ponadto zauwazyl, iz gdyby teoria Daniela zostata wprowadzo-
na do gry, kazdy gracz musiatby zaptaci¢ Piotrowi inna stawke
by wzia¢ w niej udzial, podczas gdy potencjalne ryzyko Piotra
pozostaloby takie samo.

6.5 Super-paradoks petersburski
Mengera

Rozwiazanie Cramera-Bernoulliego nie przeszto proby czasu. Zo-
stalo ono obalone przez Carla Mengera (1840-1921) - austriackie-
go ekonomiste, ktory skonstruowat kontrprzyktad nazwany po6z-
niej przez innego ekonomiste Paula Anthony’ego Samuelson’a
(1915-2009) super-paradoksem petersburskim. Menger pokazal,
ze zastosowanie ,wystarczajaco wklestego” przeksztalcenia wy-
granych jest zaledwie warunkiem koniecznym, ale nie wystarcza-
jacym by rozwiaza¢ paradoks.

Pomyst Mengera polegal na zastapieniu wyplaty a(n) = 2"
przez G(n) = e?", ktéra po zastosowaniu wklestego przeksztal-
cenia Bernoulliego In(-) do a(n) przywracala paradoks. To samo
moglo zostaé¢ zrobione w przypadku rozwigzania Cramera po-
przez zastapienie a(n) = 2" wyrazeniem a(n) = (27)%. W ten
sposoOb, stosujac przeksztalcenie Cramera z uzyciem pierwiast-
ka kwadratowego 4/d(n), paradoks znéw powraca. W ogdélnosci,
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kontrprzyktady Mengera pokazuja, ze dla kazdej rosnacej i nie-
ograniczonej funkcji uzytecznosci, mozna znalezé takie rosnace
przeksztalcenie, ze przeksztalcone wygrane zbiegaja szybciej do
nieskonczono$ci niz prawdopodobienstwa zbiegaja do zera. Carl
Menger byl pierwsza osoba, ktora sformutowata i udowodnita wa-
runek konieczny i wystarczajacy na unikniecie wystgpienia para-
doksu petersburskiego. Gtéwnym wkladem Mengera do rozwia-
zania paradoksu petersburskiego bylo pokazanie, ze warunkiem
koniecznym jest ograniczonos¢ funkcji uzytecznosci. Inymi stowy
pokazal, ze gra typu paradoks petersburski ma skonczone roz-
wigzanie tylko wtedy, gdy funkcja uzytecznosci (wygranych) jest
ograniczona. Wyzej wspomniany Paul Samuelson nazwal wktad
Mengera ,,skokiem kwantowym” w analizie paradoksu petersbur-
skiego.

Zadziwiajacy jest fakt, ze paradoks petersburski musial cze-
ka¢ tak dlugo na sformulowanie przez Mengera warunkow ko-
niecznych i wystarczajacych na jego unikniecie. Wedtug Chri-
stiana Seidl’a (Seidl, 2013) bylo to spowodowane pojmowaniem
naukowcoOw tamtych czaséw uwazalo uzytecznosé za cos ,,zauwa-
Zalnego, niezmiennego i interpersonalnie poréwnywalnego” (Dut-
ka, 1988). Dopiero w 1906 po raz pierwszy wloski ekonomista
Vilfredo Pareto stwierdzil, ze uzyteczno$é jest nieporéwnywalna
interpersonalnie.
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