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Streszczenie: Celem pracy jest budowa uzytkowego modelu
matematycznego quadrocoptera (QC) z uwzglgdnieniem urzadzen
wykonawczych (UW) oraz identyfikacja jego parametréw. Zadanie
identyfikacji sprowadzono do rozwiazania trzech zadan
optymalizacji. Wynikiem prac jest model QC uwzgledniajacy
wplyw zmian napi¢cia zasilania na dziatanie UW.

quadrocopter,

Stlowa Kkluczowe: modelowanie matematyczne,

regresja liniowa.
1. WPROWADZENIE

Bezzatogowe maszyny latajace kontrolowane przez
operatora s3 obecnie powszechnie uzywane.
Wykorzystywane sa one juz nie tylko w réznych branzach
przemystowych, ale stanowia takze coraz popularniejsza
galaz modelarstwa, w tym hobbystycznego.

Synteza systemu sterowania dla QC nie jest zadaniem
trywialnym ze wzgledu na nieliniowy charakter dynamiki
tego obiektu i jej strukturalng niestabilno$¢ [1, 2]. Wobec
powyzszego, praca tylko i wylacznie z modelem fizycznym
QC moze powodowaé potencjalne szkody materialne
powstate zar6wno na skutek uszkodzenia urzadzenia, jak
i elementéw znajdujacych si¢ w jego bezposrednim
otoczeniu. W zwiazku z tym, wskazane jest opracowanie
modelu pozwalajacego na bezpieczne wykonanie wstgpnej
analizy opracowywanych rozwigzan. Ponadto, ze wzgledu na
rosngce zainteresowanie rozwigzaniami typu QC oczekuje
si¢, ze zaproponowany model nie tylko poprawi dziatanie
budowanych konstrukcji, ale przede wszystkim znajdzie
zastosowanie praktyczne.

Opis podejscia do modelowania dynamiki QC oraz
identyfikacji jego parametréw mozna znalez¢é w wielu
publikacjach, m.in. w [1, 2]. W niniejszym artykule
przedstawiono metodologie pozwalajaca nie tylko na budowe
uzytkowego modelu matematycznego QC, obejmujacego
jego strukture i parametry, ale i uwzgledniajaca UW. Zatem
glownymi osiggni¢ciami niniejszej pracy w odniesieniu do
np. [2] jest zastosowanie alternatywnej abstrakcji obiektu
iUW oraz uwzglednienie w modelu spadku napigcia
zasilania. Pozwala to na budowe¢ ukladow sterowania
z kompensacja efektow spadku napigcia zasilania. Przenosi
si¢ to na redukcje niepewnosci zwigzanej z dzialaniem UW,
co w konsekwencji poprawia jako$¢ sterowania. Warto

doda¢, iz tego typu rozwigzanie nie jest obecnie szeroko
rozpowszechnione w modelarstwie.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Schemat ideowy fizycznego modelu QC, ktéry stanowi
przedmiot rozwazan, przedstawiono na  Rysunku 1.
Wykorzystujac  podstawowe zasady mechaniki  opis
konstrukeji QC mozna sprowadzi¢ do platformy P potaczone;j
czterema niewazkimi ramionami R z silnikami (model
fizyczny — typ 2212T 1000KV [3]) S generujacymi sity ciggu
F(_) oraz momenty rotacji M(_). Do walu S zamocowane sg

$migta (model fizyczny — typ APC 1045 [4]). Ponadto, na P
sktadaja si¢ elementy takie jak: korpus, akumulator zasilajacy
B (model fizyczny — typ Li-Po 3S 2200mAh [5]) oraz
autorski kontroler lotu wyposazony m.in. w procesor (model
fizyczny — typ ARM MK20DX256 [6]) i zyroskop (model
fizyczny — typ MPU6050 [7]). Cztery uklady zasilania S
(model fizyczny — typ HK 30A [8]) stanowig integralng czgs¢
konstrukcji R, a dane konstrukcyjne istotne dla potrzeb
syntezy modelu zamieszczono w Tablicy 1. Nalezy dodac,
def def J—
ze: By =F (1), My =M (). Vield.

c rot i

Rys. 1. Schemat ideowy QC

Tablica 1. Masy i dlugosci dla potrzeb modelowania

nr element ilosé paramenty

1 platforma 1 m,, = 0,465kg
ramie 4 1 =0,12m

3 silnik 4 mg = 0,066kg
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Newtona oraz
sa zalezne od

Wykorzystujac prawa  dynamiki
przyjmujac, ze wartosci FC(‘) i Mmt(})

sygnalow sterujacych u , (przesylanego poprzez modulacje
()

polozenia impulsu) i napigcia zasilania e mozna przystapi¢

do formowania modelu matematycznego. Dla ruchu
postepowego i obrotowego prawdziwe jest [1]:
Z=-g+m™*(cosgcosd) Z R (1)

m™ (cosgsindcosy +singsiny ) ZI LRin @
l(cos¢sln6’smz//+sm¢com,// Z. LT )

=1 *1[9 (1,-1,) —IFHQ+I(—F62+F64)], ()
0=1," gy (1,-1,)-140+1(F - F,)], ()
V7=|z’1[¢9(|x—|y)+|2;( 'Mm“} (6)

I
y! z
momenty bezwladnos$ci w odpowiednich osiach; ¢, 6 i w

gdzie: x, y i z okredlajg potozenie QC; |

X!
reprezentuja potozenie katowe wokot osi przechylenia,
pochylenia i odchylenia; 1, to moment bezwtadnosci
napedu; m catkowita masa QC; ¢ przyspieszenie ziemskie.

Bazujac na podstawach teorii systeméw mozna dokonaé
nastepujacej abstrakcji elementow QC jako obiektu
sterowania — patrz Rysunek 2. Uzasadnieniem wyboru takiej

dekompozycji systemu jest ograniczona dostepna informacja
z sensorow zamontowanych na poktadzie QC.

B

Z s BrytaQC | Y~

x4
uktad wykonawczy

Rys 2. Schemat blokowy QC jako obiektu sterowania.

W pracy przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia:

Zalozenie 1 Pomijamy wspotrzedne X, y i z.

Poniewaz QC sterowany bedzie drogg radiowa przez
operatora, =z Zatozenial wynika, Ze bedzie on
odpowiedzialny za kontrolg trajektorii lotu. Natomiast
system regulacji bedzie dziatal wspomagajaco, kompensujac
wptyw zaktécen na predkosci katowe.

Zalozenie 2 Model kazdego z urzadzen wykonawczych
jest statyczny i obejmuje uktad zasilajacy, silnik oraz §migto.

Uzasadnieniem przyjecia Zatozenia 2 jest fakt, iz
dynamika urzadzenia wykonawczego jest duzo wigksza od
dynamiki obiektu, zatem moze zosta¢ pominigta.

Zalozenie 3 Wszystkie UW opisane sa takim samym
modelem w sensie struktury i parametrow.

Wynika to z zastosowania takich samych elementéw

def

konstrukeyjnych, wige V, (Fc,,Mm“):(Fc,l\/lrm).

Zalozenie 4 Zaklada si¢, ze niesymetria w budowie QC
jest pomijalna.

Z Zalozenia4 wynika, ze momenty bezwladnosci

def

wzgledem osi X, Y sa takie same, stad (IX, Iy) :(Ixy, Ixy) .
W konsekwencji (1) - (6) upraszcza si¢ do:

d=1 (1, ) (FasRl)] O

104

é=|w—1[¢;¢,(|z W)+|(Fc1_ch)], (8)
l/7 = Iz_1|2?:1(_1)i |\/lroti : (9)
Tak wiec, W celu uzyskania modelu uzytkowego

. . , . i def T
konieczne jest okrelenie parametrow p = [Ixy, IZ,IJ , oraz
funkcji F,, M

2 ot - jest
obarczone niepewnoscia wynikajaca  z niedoktadnosci

konstrukcji i przyjetych uproszezen. W przypadku F,, M,

Nalezy zwroci¢ uwage, ze p

niepewno$¢ moze przyjmowac rowniez postac struktury.
Okreslenie doktadnej struktury moze by¢ bardzo ztozone ze
wzgledu na skomplikowany opis matematyczny np.
krzywizny $§migta. W konsekwencji:

(P".F" M, ) arg min J(p,F,,My)

P.Fe. Mo

(10)

M, ) okresla dokladno$¢ modelu.

gdzie J(p,F,,
Zadanie (10) jest nietrywialne same w sobie. Niemniej,

Kladac: 3(p.F..My,) =, (p)+J.(F.)+ Iy (My) mozna
je dla rozpatrywanego w pracy przypadku QC

zdekomponowa¢ na nastgpujace zadania sktadowe:
e  Zadanie 1: Identyfikacja parametrow konstrukcji,
e  Zadanie 2: Identyfikacja ciagu,

e  Zadanie 3: Identyfikacja momentu rotacji.
Proponowana dekompozyqa jest mozliwa, gdyz
z definicji J  wynika, ze J,, J. i J,, sa funkcjami

C rot
niezaleznych wzgledem 51eb1e zmiennych. A zatem,
minimum J moze by¢ poszukiwane jako minimum
kolejnych funkcji sktadowych.
Zadanie 1 ldentyfikacja parametrow konstrukcji:

def

p" =arg mpian(p). (11)

Funkcja ~dopasowania  J,( p)dif( Pn—P) (Pn—p)

zostata przyjeta jako odleglos¢ pomigedzy parametrami
uzyskanymi bezposrednio z pomiardéw i ha podstawie analizy

geometrii obiektu Pm, a ich szukanymi warto$ciami, coO

pozwala na bezposrednie zastosowanie uzyskanych wynikéw
(Sekcja 4).
Zadanie 2 i 3 Identyfikacja ciggu i momentu rotacji:

def

F :argrrgnJc(Fc),

c

(12)

def

M "Zarg rmr] Jot (M) (13)

rot

(Fc)d;fzjueﬁ(lzc (uju’

2
gdzie J, _ eje)_':cm je,ju) v U B
Je €Liner
F..; . to odpowiednio sterowanie, napigcie zasilania i sita
JouJu

ciggu uzyskana dla j, -tego scenariusza sterowania i j, -tego

scenariusza zasilania; N i N to liczba scenariuszy do

identyfikacji sily ciggu sygnatow sterujacych 1 napigé
zasilania. Analogicznie przyjmujac druga funkcje celu
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i def 2
w pOStaCI ‘]rot (Mrot ) = zkueﬁ(Mrotc (uku ’eke )_ Mrotm ke Ky ) !

ke €1,y

gdzie u,, e i M., , to odpowiednio sterowanie,

napigcie zasilania isita ciaggu uzyskana dla Kk, -tego

scenariusza sterowania i k,-tego scenariusza zasilania; n,, ,
n,, odpowiednio to liczba scenariuszy do identyfikacji

momentu rotacyjnego sygnatldéw  sterujacych i napigé
zasilania. Scenariusze j,, j, (k,, k,) wynikaja z dyskretnej

postaci dziedziny zmiennych u i e.

Niestety Zadania2i3 sa sformulowane w przestrzeni
funkcyjnej 1 z tego powodu sg mato uzyteczne, dlatego
zaproponowano przyjecie dodatkowych zatozen dotyczacych
struktury poszukiwanych funkcji.

Zalozenie 5 Funkcje F, i M, sa postaci:

F=b(e; J(u-c)’, M, =d(e )(u-c)’,  (14)

gdzie wartos¢ ¢ odpowiada zerowej predkosci i wynika
z wykorzystywanej metody komunikacji. Idac za przyktadem
[1, 2] =zatozono, ze przyblizenie kwadratowe jest
wystarczajaco dokladne dla relacji predkos¢ katowa — sita
ciggu/moment  rotacji. Powyzsze zalozenie  wynika
Z przyjecia liniowej charakterystyki regulacyjnej zasilacza.
Wykorzystujac Zatozenie 6 do (12) i (13) mozna
uzyska¢ szereg zadan optymalizacji dla réznych wartosci
e, €Q,, gdzie Q. oznacza zbior scenariuszy napigcia

zasilania:
Vj, :b” (eje ) =argminJ, (b, J,), (15)
vk, :d" (g, ) =arg minJ,,. (b.k, ), (16)
o def 2 2
J. (b, )= Z(b(uju—c) _chjy,.u) , 17)
jezl,nju

def 2

Ju(bk)= S (d(uku —C)Z—Mrotmke,ku) Co8)

k=1,n,

Fakt zalezno$ci rozwiagzania zadan optymalizacji od
e jest pozadany i moze by¢ wykorzystany m.in. przez uktad
sterowania do kompensacji zmian napi¢cia zasilania.

Metody rozwigzania zadan (15) i (16) =zostang
przedstawione w Sekcji 4.

Ostatnim etapem jest zaproponowanie zaleznosci
analitycznych pozwalajacych na aproksymacje wynikoéw
optymalizacji (15) i (16), czyli przejscie z dyskretnej
dziedziny b(e) i d(e) na ciagla (Sekcja 4).

Nalezy zaznaczy¢, ze rozwiazania (15) i (16) nie sa
tozsame z rozwigzaniami zadan (12) i (13).

3. PRZYGOTOWANIE EKSPERYMENTU

Stanowisko pomiarowe wyposazone zostalo w dwa
gniazda robocze (Rys. 3-4). Pierwsze stuzgce do pomiaru
sity ciagu (Rys.3) sklada si¢ z: A; - badanego silnika
z uktadem zasilania (UZ); B; - urzadzenia do pomiaru
nacisku (waga typu: KX4268); C,; - konstrukcji mocujacej.
Drugie stuzace do pomiaru momentu rotacji (Rys. 4) sktada
si¢ z: A, - badanego silnika z UZ; B, - urzadzenia do
pomiaru nacisku (waga typu: diamond AO04); C, -
konstrukcji mocujacej; D, - 0si obrotu.

Rys. 4. Stanowisko do pomiaru momentu rotacyjnego

W obu przypadkach konstrukcja mechaniczna stanowiska
sprowadza pomiar wielkosci mierzonej do okre$lenia
nacisku.

4. WYNIKI EKSPERYMENTU

Wyniki przeprowadzonych pomiarow sity ciagu
i momentu rotacji zamieszczono w Tablicach 2 i 3.
Tablica 2. Wyniki pomiaru sity ciagu

Sygnat Ciag[g] dla5 scenariuszy zasilania
] Tpev ] 1av [ 115V [ 13V |04V
1100 19 13 13 11 8
1200 66 56 53 49 39
1300 107 96 92 85 79

1400 169 153 146 135 | 124
1500 250 221 212 197 | 181
1600 327 301 286 267 | 250
1700 427 395 379 347 | 330
1800 515 490 464 436 | 410
1900 610 578 550 520 | 476
2000 700 685 640 610 | 570

Tablica 3. Wyniki pomiaru momentu rotacji

Sygnal | Moment [g-m] dla5 scenariuszy zasilania
Sl eV 1ov [ 115V [ 13V [0AY
1100 3,2 3,0 2,7 2,2 0,8

1200 12,9 11,3 8,2 6,3 55
1300 20,1 16,4 143 | 131 11,1
1400 23,3 22,2 170 | 152 13,3
1500 314 27,6 266 | 244 18,0
1600 38,6 36,8 280 | 255 23,0
1700 47,0 425 390 | 36,2 33,1
1800 63,0 59,6 550 | 466 | 412
1900 76,2 68,7 63,7 | 60,1 56,6
2000 86,0 83,0 760 | 712 68,9
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Wykonujac pomiary parametréw p,

rozwigzanie Zadania 1 postaci p’ = [O, 008; 0,016; 0,12]T .

Zadania (15) i (16) maja taka sama posta¢, a zatem
mogg zosta¢ potraktowane w analogiczny  sposob.
Obserwujac, ze niepewnos$¢ pomiaru czasu trwania impulséw
z procesora u,, Vi=14 jest znikoma w poréwnaniu do

otrzymano

niepewnosci pomiaru nacisku mozna dokona¢ linearyzacji w
przestrzeni celu poprzez wprowadzenie nowej zmiennej w

.. 2 .
miejscu (ui —c)°, co sprowadza oba zadania do problemu

regresji liniowej. Rozwigzania tych zadan dla dwoch
wybranych przypadkow scenariuszy zasilania zilustrowano
naRys.5i 6.

s
600 PRt
= -
3,900 R
=1 - o
= e
& 200 ey et
o ah T
erett
O e e s o -
1000 1250 1500 1750 2000
Sygnat sterujgcy [us]
12,6V 10,4V =— =Fc(;12,6V) -----Fc(-;10,4V)

Rys. 5. Sita ciagu w funkcji sygnatu sterujacego

[
)

Moment rotacyjny [g*m]
(]
A

1000 1250 1500 1750 2000
Sygnat sterujacy [us]

10,4V = =Mrot(:;12,6V) ===== Mrot(-;10,4V)

Rys. 6. Moment rotacyjny w funkcji sygnatu sterujacego

Ostatecznie bazujac na konsekwentnym rozwigzaniu
zadan (15) i (16) dla kolejnych scenariuszy z Q

wyznaczono przyblizone zaleznosci b(e) i d(e) (Rys.7).

e

W obu przypadkach bazujac na poczynionych obserwacjach
uzyskanych wynikow zastosowano aproksymacj¢ liniowsa.

5. PODSUMOWANIE

Do glownych zatozen amatorskich projektow QC
mozna zaliczy¢ niskie zuzycie energii przez pokladowe
uktady  elektroniczne oraz  minimalizacj¢ masy
zainstalowanych tam urzadzen, co w praktyce uzyskuje si¢

kosztem dostgpnosci informacji pomiarowej. A zatem,
wplywa to na pogorszenie sterowalnosci obiektu. W artykule,
dla tak sformutowanego problemu przedstawiono propozycje
rozwigzania zadania, wykorzystujacego uproszczony model
matematyczny QC, uwzgledniajacy identyfikacje jego
parametrow oraz  spadek napigcia  zasilania  UW.
Zaprezentowano wstepne wyniki badan laboratoryjnych,
ktore potwierdzity poprawno$¢ przyjetych zatozen i beda
podstawa do przeprowadzenia syntezy uktadu sterowania.

< 1,2E-5
= - z
2 - 5
= 7464 T B 2
= Pt 1,1E-5 2
5 P
= 7,0E-4 R e ]
2 T 1,0E-5 = =
& 6,664 T ’ 83
£ P 2
= - 9,06-6 = %
E 6264 P e o 2 = =
2 £
8§ 58Ea 8,066 &
2 2
= 10,4 10,9 11,4 11,9 12,4 2
2
Napigcie baterii [V] =
Sity Momenty ==-=Liniowy (Sity) =++-- Liniowy {(Momenty)

Rys. 7. Zaleznosci b(e) 1 d(e)
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MATHEMATICAL MODEL OF QUADROCOPTER FOR CONTROL DESIGN PURPOSES

The goal of the paper is to deliver the utility model of quadcopter (QC) dynamics. The focus is on including the
information of powersource voltage drop in actuator system model and its parameter identification. The identification
problem is initially set up as an optimisation task in function space due to the impact of the actuators. Under the stated
assumptions regarding the actuator system model the identification problem is consequently decomposed into three
independent optimisation tasks defined in the model parameter space. The designed laboratory experiments deliver input-
output data sets used to solve the proposed optimisation tasks. Solving the optimisation tasks results in an utility model for
control design purposes that encompasses the nonlinearity of the actuator system and the effects of the powersource voltage
drop. The latter is obtained by interpolation of the discrete results into the continuous voltage domain by line fitting under the
stated assumption. The obtained model features are considered key factors for the control system design to follow in the

future work.

Keywords: quadcopter, mathematical modelling, parameter identification.
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