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MODELOWANIE PRZEPLYWOW NIEUSTALONYCH
NA TERENACH ZALEWOWYCH Z WYKORZYSTANIEM
DWUWYMIAROWEGO ROWNANIA FALI DYFUZYJNEJ

Dariusz Gasiorowski, Wojciech Artichowicz
Politechnika Gdanska

Streszczenie. Zjawisko propagacji fali powodziowej na terenie zalewowym mozna modelo-
wac za pomocg rownan plytkiej wody. W zwigzku z tym, ze w fazie poczatkowej naptywu
wod teren zalewowy nie jest pokryty woda, rownania plytkiej wody musza by¢ rozwiazy-
wane w obszarze o zmiennej w czasie geometrii. W konsekwencji obszar ten jest ograniczo-
ny przez lini¢ czota propagujacej fali, ktora oddziela teren suchy od zajgtego przez wodeg.
W takiej sytuacji w rozwigzaniu numerycznym w poblizu czota fali wystgpuja duze wartosci
predkosci oraz bardzo matle, a nawet ujemne glebokosci. Moze to prowadzi¢ do generowa-
nia niestabilnosci i zatamania obliczen. Powyzszych probleméw wynikajacych z zastosowa-
nia pelnych réwnan wody plytkiej mozna unikna¢ poprzez wykorzystanie uproszczonego
modelu fali dyfuzyjnej. W pracy przedstawiono model fali dyfuzyjnej uwzgledniajacy in-
filtracj¢ wody w glab gruntu. Proces infiltracji zostat uwzgledniony w wyniku sprzezenia
réwnania Hortona z dwuwymiarowym réwnaniem fali dyfuzyjnej poprzez czton zrodtowy.
Rozwigzanie dwuwymiarowego rownania fali dyfuzyjnej otrzymano, wykorzystujac metode
dekompozycji kierunkowej oraz dekompozycje wzgledem procesow fizycznych. Otrzymane
réwnania rozwigzano zmodyfikowang metodg elementow skonczonych. Podejscie takie
umozliwia opracowanie efektywnego oraz stabilnego schematu numerycznego, ktory jed-
noczes$nie pozwala na uzyskanie odpowiedniej doktadnosci wymaganej podczas symulacji
zjawiska propagacji fali powodziowej na terenach zalewowych.

Stowa kluczowe: rownanie fali dyfuzyjnej, propagacja fali wezbraniowej, infiltracja, tere-
ny zalewowe, metoda elementéw skonczonych

WPROWADZENIE

Podczas przejscia fali wezbraniowej w korycie rzeki przylegte tereny dolin rzecznych
czesto ulegajg okresowemu zalewaniu. Naplyw wod powodziowych na te tereny moze
przebiega¢ w sposob nickontrolowany, np. w wyniku przerwania watu przeciwpowodzio-
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wego, lub w sposob kontrolowany na obszary polderéw sterowanych. Do najwazniejszych
zagadnien zwigzanych z modelowaniem propagacji fali, czyli przeplywu nieustalonego,
na terenach zalewowych nalezy okreslenie glgbokosci wody i zasiggu zalewu oraz czasu,
w jakim dochodzi do zalania zagrozonych terenow.

Przeptyw nieustalony zar6wno w rzece, jak i w terenie zalewowym moze by¢ opisany
za pomocg modelu fali dynamicznej w postaci rownan ptytkiej wody [Esteves i inni 2000,
Heniche i inni 2000, Horritt 2002, Liang i Borthwick 2009]. Sformutowanie zagadnienia
rozwigzania rownan ptytkiej wody w celu modelowania przeptywu w korycie rzecznym
jest problemem standardowym i dobrze rozpoznanym. Inaczej jednakze przedstawia si¢
problem rozwiazania tych rownan w przylegtym terenie zalewowym. W poczatkowej
fazie napltywu wod teren ten nie jest pokryty woda, w zwiazku z tym dwuwymiarowe
rownania plytkiej wody musza by¢ rozwigzywane w obszarze, ktory jest ograniczony
przez lini¢ czota propagujacej fali. Linia ta oddziela teren suchy, gdzie wystepuja zerowe
wartosci glebokosci, od terenu zajgtego przez wode. Wobec tego ksztalt obszaru pokrytego
woda ulega cigglym zmianom w czasie. Dodatkowo w poblizu frontu propagujacej fali
wystepuja mate glebokosci wody, co z kolei implikuje pojawianie si¢ duzych wartosci
predkosci. Proba rozwigzania réwnan plytkiej wody w takim obszarze za pomoca standar-
dowych metod numerycznych (np. metody roéznic czy elementéw skonczonych) prowadzi
do komplikacji, objawiajacych si¢ oscylacjami uzyskanego rozwigzania, ktére w efekcie
koncowym moga powodowa¢ zatamanie obliczen. W celu uniknigcia opisanych trud-
nos$ci podjeto proby rozwigzania rownan plytkiej wody z wykorzystaniem algorytmow
numerycznych bazujacych na metodzie objetosci skonczonych [Di Giammarco i in. 1996,
Szydlowski i Magnuszewski 2007, Gasiorowski 2011]. Jednakze metoda ta w przypadku
uwzglednienia suchego obszaru wymaga zastosowania modyfikacji, ktére komplikuja
algorytm numeryczny oraz niejednokrotnie powoduja obnizenie doktadno$ci rozwigzania.

W celu uniknigcia przedstawionych probleméw wynikajacych z zastosowania petnych
rownan wody ptytkiej coraz czesciej poszukuje si¢ alternatywnych modeli do opisu prze-
plywow na terenach zalewowych. Jedng z propozycji stanowi uproszczony model propa-
gacji fali wezbraniowej w postaci modelu fali dyfuzyjnej [Lal 1998, Prestininzi 2008,
Moussa i Bocquillon 2009]. Model ten otrzymuje si¢ poprzez pominigcie sity bezwtadno-
$ci w rownaniach dynamicznych przeptywu ptytkiej wody, przy jednoczesnym zachowa-
niu rownania cigglo$ci w niezmienionej formie. W wyniku odpowiednich przeksztalcen
uproszczony uktad réwnan fali dyfuzyjnej mozna zredukowaé do jednego dwuwymia-
rowego roéwnania transportu, zapisanego w nastgpujacej formie [Hromadka i Yen 1986]:

a_H_i[Kxa_Hj_i[Kya_Hqu, 0
ot dx ox | dy dy
gdzie:

t — czas, s,

X,y — wspotrzedne przestrzenne, m,

H — rze¢dna zwierciadta wody ponad przyjety poziom porownawczy, m n.p.p.,

® = p-f-e — czlon zrédlowy uwzgledniajacy opad atmosferyczny (p), infiltracje (f)
oraz ewapotranspiracj¢ (e), m - s,

K — wspotezynnik dyfuzji hydraulicznej (m?-s™') wyrazony za pomoca
formuty:
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gdzie:
h = H— Z — glebokos¢ wody, m,
Z —rzedna dna wody ponad przyjety poziom poréwnawczy, m n.p.p.
n —wspolczynnik szorstkosci wg Manninga, m™ - s.

Proces rozwigzania numerycznego rownania fali dyfuzyjnej w formie (1) nie wymaga
specjalnego traktowania zmiennego w czasie brzegu obszaru, ktory wynika z przemiesz-
czajacego si¢ frontu fali rozdzielajacego teren suchy od pokrytego woda. Potozenie tego
brzegu w danej chwili czasowej otrzymuje si¢ jako wynik numerycznego rozwigzania
rébwnania w rozwazanym obszarze. Dzigki zastosowanym uproszczeniom, do rozwigza-
nia rownania fali dyfuzyjnej mozna wykorzysta¢ algorytmy mniej skomplikowane i tym
samym bardziej efektywne ze wzgledu na czas obliczen niz w przypadku rozwigzywania
réwnan ptytkiej wody. W konteks$cie prowadzenia symulacji dla rozleglych terendéw zale-
wowych zagadnienie to ma bardzo istotne znaczenie.

Podczas propagacji fali wezbraniowej na terenie zalewowym czes$¢ objetosci wody
moze infiltrowa¢ od powierzchni w glab gruntu. Sprzezenie procesu infiltracji z rowna-
niem opisujacym przeptyw nieustalony najczgsciej wykonuje si¢ poprzez czton zrodtowy
wystepujacy w rownaniu reprezentujacym zasade zachowania masy [Esteves i in. 2000,
Liu i in. 2004]. Do opisu zmiennosci procesu infiltracji w czasie przyjgto rdwnanie
Hortona w nastepujacej formie [Chow i in. 1988]:

SO = f.+(f,~ 12 )exp(~k-1), 3)
gdzie:

ff) — chwilowe natgzenie infiltracji, mm-h',

/. — maksymalne nat¢zenie infiltracji w stanie nasycenia zalezne od rodzaju gruntu,
mm - h',

Jf, — poczatkowe natezenie infiltracji, zalezne od rodzaju gruntu i wilgotnosci,
mm-h’',

k — stata zanikania, h™'.

Z réwnania Hortona wynika, ze w miar¢ uptywu czasu nate¢zenie infiltracji maleje
w sposob wyktadniczy i zmierza do ustalonej wartos$ci natezenia infiltracji w stanie nasy-
cenia f;, ktorego warto$¢ zalezy od rodzaju gruntu (ryc. 1). Przebieg procesu infiltracji
jest zgodny z réwnaniem (3) oraz krzywa przedstawiong na rysunku 1 tylko przy zatoze-
niu ciagtego zasilania opadem powierzchni gruntu.

Czas ¢ w rownaniu Hortona liczony jest od momentu pokrycia woda powierzchni
terenu. W zwiazku z tym podczas fazy naptywu wody na teren polderu w roéznych
miejscach obszaru proces infiltracji jest inicjowany w réznych momentach czasowych,
czyli wowczas gdy front fali wezbraniowej dotrze do danego miegjsca. Z tego powodu
proces infiltracji uwzgledniany jest w obliczeniach dopiero wtedy, gdy glebokosci wody
w danym obszarze przyjmujg wartosci wigksze od zera.
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Ryc. 1. Zmiennos$¢ natezenia infiltracji w czasie wedtug rownania Hortona
Fig. 1. The infiltration rate change in time according to Horton’s formula

NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ROWNANIA FALI DYFUZYJNEJ

W celu uproszczenia algorytmu rozwigzania, dwuwymiarowe rownanie fali dyfuzyj-
nej (1) mozna poddac procesowi przestrzennej dekompozycji wzgledem kierunku x oraz
y. W wyniku takiego zabiegu w kazdym kroku czasowym dwuwymiarowe réwnanie jest
rozszczepiane na szereg zagadnien jednowymiarowych, ktore oddzielnie opisuja proces
propagacji fali odpowiednio w kierunku x oraz y [Szymkiwicz 1993, Gasiorowski 2013].
Metoda przestrzennej dekompozycji prowadzi do prostokatnego obszaru rozwigzania
o wymiarach L X L  pokrytego regularng siatka weztow o wymiarach Ax X Ay (ryc. 2),
w ktorej liczba wezlow siatki wynosi N x M (gdzie: N — liczba wierszy, M — liczba
kolumn).

y A ’ LX N
N &
i+1
Ay L
i
1 v
AX

Ryc. 2. Prostokatna siatka obszaru rozwigzania
Fig. 2. Rectangular grid of the solution domain
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W procesie rozwigzywania dwoch jednowymiarowych réwnan rozniczkowych
powstajace, w wyniku dyskretyzacji, uklady réwnan algebraicznych maja znacznie
mniejsze wymiary niz w przypadku rozwigzywania jednego rownania dwuwymiarowego
(1). Dzigki temu otrzymujemy mniej zlozony i bardziej efektywny algorytm rozwigzania.
Ponadto zastosowanie prostokatnej siatki wezlow sprawia, ze przestrzenna dyskretyzacja
jest bardzo tatwa do wykonania. Pokrywajac prostokatna siatka wezlow obszar o dowol-
nej geometrii nalezy jedynie zapewnié, aby siatka ta objela wszystkie fragmenty obszaru,
do ktorych moze dotrze¢ front propagujacej fali wezbraniowe;.

Dekompozycja moze by¢ przeprowadzona réwniez ze wzgledu na rodzaj fizycz-
nego procesu uwzglednionego w rownaniu. Wykorzystane dwuwymiarowe réwnanie
(1) opisuje proces transportu dyfuzyjnego z cztonem zréodtowym @, ktéry reprezentuje
ubytek lub przyrost warstwy wody w wyniku opadu atmosferycznego, infiltracji oraz
ewapotranspiracji. Wobec tego wyjsciowe roéwnanie (1) moze by¢ rozszczepione na dwa
réwnania opisujace przenoszenie dyfuzyjne (odpowiednio w kierunku x i y) oraz na
jedno réwnanie zawierajace czton zrodtowy @©. Uwzgledniajac taczny efekt dekompozy-
cji kierunkowej oraz dekompozycji wzgledem czlonu zrodtowego rozwigzanie rownana
dyfuzji (1) na danym poziomie czasowym f¢+A¢ przebiega w trzech podstawowych
etapach. W pierwszym etapie rozwigzywane sg jednowymiarowe rownania w kierunku x
dla kazdego wierszai=1,2, ..., N:

4)

m )

oH" 9 % oH ~0
ot  ox ox

z warunkiem poczatkowym H(x, y, t) = H(x, y = y,, t = t,). Otrzymane rozwiazanie H""

(x, y, t + Ar) rownania (4) na danym poziomie czasowym jest nastepnie wykorzystywane

w drugim etapie do rozwigzania rownan w kierunku y dla kazdej kolumny j =1, 2, ..., M:

oH® 9 oH®
ot ay( Yooy ] %)

z warunkiem poczatkowym H®(x, y, 1) = H'(x = x;, y, t = t,+ Ar). W trzecim etapie
rozwigzywane jest natomiast rownanie (zapisane dla kazdego we¢zla) zawierajace tylko
czton zrédtowy, tu reprezentujacy jedynie proces infiltracji:

ag];) _f ©)

Warunkiem poczatkowym dla rozwigzania rdéwnania (6) jest H®(x, y, £) = HP(x, y, t +
+ Af), gdzie H®(x, y, t + Af) stanowi rozwigzanie réwnania (4) otrzymane podc-
zas drugiego etapu obliczen. Rozwigzanie otrzymane po trzecim etapie obliczen jest
jednoczesnie poszukiwanym rozwigzaniem na poziomie czasu ¢ + At (H®(x, y, t + At) =
= H(x, y, t + At)).

Wynikajace z proceu dekompozycji przestrzennej jednowymiarowe réwnania fali
dyfuzyjnej (4) oraz (5) wymagaja rozwigzania za pomocg dowolnej metody numerycznej
takiej jak metoda rdznic, elementdw czy objetosci skonczonych. Roznice wynikajace
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ze stosowania poszczegdlnych metod uwidaczniajg si¢ przede wszystkim w sposobie
przestrzennej dyskretyzacji tych réwnan. Najczesciej wykorzystywane sg algorytmy
bazujace na metodzie réznic skonczonych, ktorych przykltady zatosowan w kontekscie
modelowania przepltywdw na terenach zalewowych mozna znalez¢é w pracach: Cunge
[1975], Hromadka i Yen [1986], Bates i in. [2010]. Do przestrzennej aproksymacji
rownania fali dyfuzyjnej mozna takze zastosowa¢ zmodyfikowang metod¢ elementow
skoficzonych (MES) [Szymkiewicz 2010]. Modyfikacja w stosunku do standardowe;j
MES zwiazana jest ze zmiang procesu calkowania w przestrzeni wyjsciowego rdwnania
rozniczkowego. Podejscie takie wykorzystano do rozwigzania dwuwymiarowgo rowna-
nia [Szymkiewicz i Gasiorowski 2012], jak réwniez jednowymiarowgo réwnania fali
dyfuzyjnej [Gasiorowski 2013].

Zastosowanie zmodyfikowanej MES do réwnania fali dyfuzyjnej (4) w kierunku x,
(oddzielnie dla kazdego wiersza i = 1, 2, ..., N) oraz przyj¢cie warunkow brzegowych
Dirichleta, prowadzi do nast¢pujacego uktadu rownan rézniczkowych:

. j=1

Oo——+(l-0)————-——~(-H,+H 0 7
T & ( ) > & Ax( | 2) = (7a)
. j=2,3, .., M-1
Ade Ade
a9, H-93
_ _ (7b)

K j
fx (—HH+H].)—A—;(—HJ.+H].+1)=O

L] ]:M
Ax dHM—l Ax dHM KM 1
l-w)———+owo———-—-——(-Hy_,+H 0 Tc
( )2 & > @ A (-Hy.+Hy)= (7c)
gdzie:
j  — indeks wezla w kierunku x,

H, = H{(t) — wartos¢ weztowa funkcji H(x, 1) w wezle /,
Ax — krok przestrzenny pomi¢dzy weztami (ryc. 2),
® — parametr wagowy,

K ; — $rednia warto$¢ wspolczynnika dyfuzji w wezle ;.

Uktad réwnan (7a,b,c) mozna takze zapisa¢é w notacji macierzowej w nastepujacy
sposob:

Aﬁ +B-H=0 ®)
dt
gdzie:
=[H,,...H ,H,,,...H\]" — kolumnowy wektor wartosci weztowych funkcji H(1),
A — macierz trojdiagonalna ze statymi elementami o wymiarach M X M,
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B — macierz trojdiagonalna o wymiarach M x M, ktorej elementy zaleza od elemen-
tow wektora rozwigzania H.

Identyczna dyskretyzacja przestrzenna zastosowana do rownania fali dyfuzyjnej (5)
w kierunku y dla kazdej kolumny j = 1, 2, ..., M prowadzi do analogicznego uktadu
rownan roézniczkowych zwyczajnych. W tym przypadku macierze trojdiagonalne
A i B s o wymiarach N N, natomiast wektor kolumnowy okres§lony jest nast¢pujaco
H=[H,.  H,H_,..  H]"

W réwnaniach (7a, b, ¢) parametr wagowy ® moze przyjmowac wartosci z zakresu 0
do 1. W przypadku wartosci ® = 1 zastosowana metoda prowadzi do formuty odpowia-
dajacej metodzie réznic skonczonych, natomiast dla @ = 2/3 otrzymane réwnanie (3) jest
zgodne z standardowg metodg elementdéw skonczonych [Szymkiewicz 2010].

Wspotczynniki dyfuzji hydraulicznej w rownaniu dyfuzji (1) s zwigzane nieliniowg
zalezno$cig z rzedng zwierciadla wody. Na etapie przestrzennej dyskretyzacji roOwnania
(4) zatozono, ze wspolczynnik dyfuzji w danym wezle przyjmuje statg w danym kroku
czasowym $rednig warto$¢ K . Silna nieliniowo$¢ relacji (2) oraz niewlasciwy sposob
aproksymacji wspotczynnika moze prowadzi¢ do wystapienia komplikacji podczas
numerycznego rozwigzywania rownania fali dyfuzyjnej. Problem ten mozna zaobserwo-
wac¢ w zagadnieniach zwigzanych z symulacja propagacji fali na terenach zalewowych
o zréznicowanej batymetrii. Wowczas symulacja przeptywu w poblizu wzniesien i zagle-
bien terenowych prowadzi do niefizycznych rozwigzan objawiajacych si¢ np. w nadmier-
nej akumulacji objetoéci wody nad wzniesieniami. Satysfakcjonujgce rozwigzanie mozna
uzyskac poprzez zastosowanie nastgpujacego sposobu usredniania wspotczynnika dyfu-
zji [Gasiorowski 2014]:

— K +K,,

K; - 9

gdzie warto$ci weztowe wspdtezynnika dyfuzji K ;oraz K, sa okreslone jako:

—1/2
K. :lh.m a_H . K. :lh“su aﬂ
! ! ox ; ! n’ ox

n

—1/2
] (10a, 10b)
J

W powyzszych wzorach wielkosci A, oraz h,,, reprezentuja wartosci weztowe gigbo-
kosci A(x,f), natomiast przestrzenna pochodna jest aproksymowana za pomoca ilorazu
réznicowego przedniego:

on
ox

_Hj+l_Hj (11)

Ax

J
Ponadto w przypadku wystepowania zerowych oraz ujemnych gle¢bokosci wody,
lub bardzo matych wartosci pochodnej przestrzennej (gdy 0H/dx < 107°) zaktada sig, ze
wspotczynnik dyfuzji w danym wezle okreslony réwnaniem (10) bedzie przyjmowat
zerowg warto$¢. Zaprezentowany sposob wyznaczenia wspotczynnika dyfuzji zapew-
nia uzyskanie poprawnego i odpowiednio doktadnego rozwigzania numerycznego dla
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szerokiego zakresu analizowanych przeplywow, jakie moga wystapi¢ na ternie zale-
wWowym.

Problem rozwigzania uktadu roéwnan rézniczkowych (8) oraz rownania (6) stanowi
zagadnienie poczatkowe. W ramach tego zagadnienia, dla czasu ¢ > 7, poszukuje si¢
rozwigzania stanowigcego wektor wartosci weztowych H(r), ktory spelni wyjsciowy
uktad rownan oraz zadany warunek poczatkowy H(z)) = H;. W celu rozwigzania tak
sformutowanego zagadnienia mozna wykorzysta¢ metod¢ numerycznego catkowania
w formie dwupoziomowego schematu roznicowego [Szymkiewicz 2010]:

HHAI:H[+A1[(1—6)%[;" +e% ] (12)
t 1+At

gdzie:
H, ., H, — wektory warto$ci weztowych odpowiednio na poziomie czasu +At oraz ¢,
At — krok czasowy,
0 — parametr wagowy z zakresu od 0 do 1.

Wybor danej wartosci parametru wagowego 0, tak jak w przypadku parametru ®
jest rownowazny z zastosowaniem odpowiedniej metody numerycznego rozwigzania.
W przypadku przyjecia np. watosci 0 = 1/2 otrzymujemy niejawny schemat trapezowy,
natomiast dla ® = 1 uzyskany schemat jest zgodny z niejawnym schematem Eulera
[Szymkiewicz 2010]. Nalezy zaznaczy¢, ze dobdr odpowiedniej warto$ci parametru
wagowego w zaprezentownym schemacie numerycznym wpltywa takze na stabilnos¢
procesu rozwigzania oraz doktadno$¢ uzyskanego wyniku. W przypadku parametru
wagowego 0 mozna wykazaé, ze dla wartosci 0 > 0,5 zastosowany schemat bedzie
generowal w rozwigzaniu blad dyfuzji numerycznej, powodujac tym samym nadmierne
wygladzenie uzyskanego rozwigzania. Przy statym kroku czasowym dyfuzja nume-
ryczna jest tym wigksza, im wigksza bedzie wartos¢ parametru 6. Drugi parametr
wagowy  zwiazany jest z modyfikacja metody elementéw skonczonych. Przyjecie
warto$ci ® > 0,5 pozwala na wyeliminowanie niestabilno$ci rozwigzania, ktoéra objawia
si¢ w postaci niefizycznych oscylacji typu ,,2Ax” zwigzanych z przestrzenng dyskre-
tyzacja. Mozliwo$¢ ta ma szczegodlne znaczenie w przypadku uzyskania poprawnego
rozwigzania w poblizu przeszkdd i zaglebien terenowych charakteryzujacych si¢ duzymi
zmianami warto$ci rzednych dna.

PRZYKLAD OBLICZENIOWY

W przyktadzie obliczeniowym rozwaza si¢ propagacj¢ hipotetycznej fali wezbranio-
wej na zalozonym terenie zalewowym bedacym jednocze$nie polderem sterowanym.
Obszar polderu o wymiarach 800 m X 1200 m i $srednim spadku s = 0,0001 w kierunku x
obejmuje wzniesienie oraz zaglebienie terenowe (ryc. 3). Na obszar polderu woda moze
wptywac z przylegtego koryta rzecznego lub odplywaé z niego poprzez dwa fragmenty
(odcinek A i1 B) watu przeciwpowodziowego o dlugosci 100 m kazdy. Na catym tere-
nie zalewowym przyjeto stata warto$¢ wspotczynnika szorstkosci wedlug Manninga
n = 0,04 s - m'"? oraz jednorodny grunt o znanych parametrach infiltracyjnych: poczat-
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kowym natezeniu infiltracji £, =2 mm - h™', maksymalnym nat¢Zeniu infiltracji w stanie
nasycenia f, = 0,7 mm - h™'oraz stalej zanikania k=2 h'. Podczas symulacji rozpatrywano
prace polderu, w ktorej mozna wyroznié fazg naptywu wody na obszar polderu oraz fazg
odptywu z tego polderu. Faza naptywu wystepuje podczas narastania fali wezbraniowej

w przylegtym korycie rzecznym, natomiast faza odptywu wody z polderu rozpoczyna sig¢
po przejsciu tej fali.

S

Ryc. 3. Geometria polderu wraz z lokalizacja brzegu otwartego przez ktory nastepuje naptyw (od-
cinek A) oraz odptyw (odcinek A i B)

Fig. 3. The geometry of the detention basin, where section A denotes the permeable boundary
through which the inflow occurs, outflow occurs through A and B sections

Przyjeto, ze w czasie ¢ = 0 rozpatrywany obszar nie jest pokryty woda, czyli poczat-
kowa warto$¢ rzednej zwierciadta wody odpowiada rzednej dna (H(x, y t = 0) = Z(x,)).
Na otwartym brzegu, gdzie nast¢puje naplyw wody z przyleglego koryta na teren polderu
(odcinek A na ryc. 3), jako warunek brzegowy zadano funkcje w postaci rzgdnej zwier-
ciadla wody H(t), ktorej przebieg przedstawiono na ryc. 4.

Po przejsciu fali wezbraniowej w korycie rzeki (po przyjetym czasie ¢, = 1,5 h) zostaje
gwaltownie otwarte zamknigcie na odcinku B (ryc. 3), wowczas nastepuje odplyw wody
z polderu poprzez ten fragment brzegu. Ponadto, jesli poziom wody na terenie zale-
wowym bedzie wyzszy niz na odcinku A brzegu otwartego, to odptyw bedzie odbywat
si¢ takze przez ten fragment brzegu. Na pozostatych czgéciach brzegu obszaru zadano
warunek nieprzepuszczalno$ci w formie zerowego strumienia funkcji H. Obszar rozwig-
zania zostal pokryty prostokatna siatka elementow skonczonych o wymiarach Ax =10 m
x Ay = 10 m, w ktorej liczba weztow siatki wynosi 9801. Obliczenia przeprowadzono
z krokiem czasowym At = 10 s, przyjmujac jednoczesnie wartosci parametrow wagowych
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Ryec. 4. Przebieg funkcji, w postaci rzgdnej zwierciadta wody H(?), zadanej jako warunek brzegowy
otwarty na odcinku A brzegu obszaru
Fig. 4. The plot of the function denoting the water stage level H(¢) imposed as the boundary condi-
tion at the section A

0 = 0,651 ® = 0,7. Taki dobor warto$ci parametréw numerycznych w rozpatrywanym
przyktadzie obliczeniowym pozwolil na otrzymanie satysfakcjonujacego rozwigzania
pozbawionego niefizycznych oscylacji przy minimalnym wptywie dyfuzji numerycznej
powodujacej nadmierne wygladzenie rozwigzania.

Na rysunku 5 oraz 6 przedstawiono obliczony uktad zwierciadta wody w wybranych
krokach czasowych. W wyniku zatozonych warunkow brzegowych oraz uktadu dna
podczas fazy naplywu na teren zalewowy (ryc. 5), front fali wezbraniowej propaguje
po suchym dnie. Fala dociera najpierw do wzniesienia (czas ¢ = 16 min), a nastgpnie
do zaglebienia terenowego (czas ¢ = 28 min), ktore zostaje catkowicie napelnione woda
(czas t = 45 min). Po czasie ¢ = 1,5 h polder jest wypelniony woda do poziomu ok.
H=0,9 m. W tym czasie nastgpuje faza odptywu z polderu (ryc. 6). Odptyw odbywa si¢
zaro6wno poprzez odcinek A brzegu otwartego, jak i przez odcinek B. Cze$¢ odplywajacej
z polderu wody jest retencjonowana w zaglebieniu (czas ¢ = 14 h).

Uwzglednienie w modelu procesu infiltracji powoduje, ze woda jest w wyniku infil-
tracji systematycznie odprowadzana z zaglebienia terenowego (ryc. 6 dla czasu z =45 h
oraz ryc. 7a). Jesli natomiast podczas symulacji proces infiltracji zostanie pominigty
(fit) = 0), to wowczas zaglebienie terenowe pozostanie wypetnione woda (ryc. 7b).
Ponadto, w przypadku pominigcia infiltracji, odptyw z polderu i tym samym zmniejsze-
nie zasiggu zalewu przebiega w znacznie wolniejszym tempie niz ma to miejsce, gdy
woda infiltruje do gruntu.
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=45 min

Ryc. 5. Uktad zwierciadta wody oraz zasi¢g zalewu podczas naptywu na polder po czasie = 16 min,
t=28 min, t =45 min
Fig. 5. Water surface level in the detention basin at times = 16 min, ¢ = 28 min, ¢ = 45 min
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Ryc. 6. Uktad zwierciadta wody oraz zasi¢g zalewu podczas odptywu z polderu po czasie = 1,5 h,
t=14h,t=45h
Fig. 6. Water surface level in the detention basin at times t=1,5h, =14 h,t=45h
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Ryc. 7. Pordwnanie zasiggu zalewu podczas odptywu z polderu po czasie 1 = 14 h oraz ¢ = 45 h,
(a) z uwzglednieniem infiltracji (f{¢) > 0), (b) bez uwzglednienia infiltracji (f{¢) = 0)

Fig. 7. Comparison of the flooding reach during the outflow from the detention basin at times
t=14hand t = 45 h, (a) including infiltration process (f{¢) > 0), (b) without including infil-
tration process (f{¢) = 0)

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono mozliwo$¢ wykorzystania dwuwymiarowego réwnania
fali dyfuzyjnej uwzgledniajacego proces infiltracji jako modelu propagacji fali wezbra-
niowej na terenie zalewowym. Model tego typu pozwala na przeprowadzenie numerycz-
nych obliczen bez konieczno$ci rozréznienia umiejscowienia aktualnej granicy rozdzie-
lajacej teren suchy od pokrytego warstwa wody. Zmienna w czasie granica, zwigzana
z przemieszczajacym si¢ frontem fali, otrzymywana jest jako rezultat numerycznego
rozwigzania rownania fali dyfuzyjnej. Do rozwigzania tego rOwnania wykorzystano tech-
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nike dekompozycji kierunkowej oraz dekompozycje wzgledem proceséw fizycznych.
Pozwolito to na istotne uproszczenie procesu numerycznego rozwigzania rownania fali
dyfuzyjnej. Uzyskany uktad réwnan jednowymiarowych rozwigzano za pomocg zmody-
fikowanej metody elementow skonczonych w potaczeniu ze schematem dwupoziomo-
wym. Zastosowana metoda dyskretyzacji doprowadzila do uogdlnionego algorytmu
z dwoma parametrami wagowymi ® oraz 0, ktérych wartosci decyduja o doktadnos$ci
i stabilno$ci uzyskanego rozwigzania. Wybor odpowiednich warto$ci tych parametrow
pozwala na wyeliminowanie niefizycznych oscylacji, przy jednoczesnym utrzymaniu
odpowiedniej doktadnosci rozwigzania poprzez zminimalizowanie wptywu dyfuzji
numerycznej. Przedstawiony w pracy sposob rozwigzania dwuwymiarowego rdwnania
fali dyfuzyjnej daje poprawne i doktadne rozwigzania dla szerokiego zakresu analizowa-
nych przeplywdw nieustalonych na terenie zalewowym o dowolnej batymetrii.
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MODELING OF UNSTEADY FLOW OVER FLOODPLAIN USING
TWO-DIMENSIONAL DIFFUSIVE WAVE EQUATION

Abstract. The phenomenon of floodplain inundation can be modeled using the shallow
water equations. Since during the inflow phase the area is initially dry, the shallow water
equations must be solved in a domain with variable time geometry. As a result, the solution
domain is bounded by propagating wave front that separates dry and wet areas. In this
case, very small depths occurring at this front give high velocities, which can then lead to
negative values of depths and numerical instability. The above problems resulting from the
application of the shallow water equations for simulation of the flow over floodplain can be
avoided by using the simplified diffusive wave model. During the flood wave propagation
over floodplain, the part of water volume can infiltrate into the soil. In the work it is assumed
that the infiltration process is described by the Horton equation, which is coupled with
a diffusive wave equation by source term. In order to solve the two-dimensional diffusive
wave equation the splitting methods with regard to the directions and physical processes
are applied, whereas a modified finite element method is used for spatial discretization.
This approach leads to an efficient and stable numerical algorithm, which also ensures an
adequate accuracy required during simulation of floodplain inundation.

Key words: diffusive wave equation, unsteady surface flow, floodplain inundation, infiltra-

tion, finite element method
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