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PROJEKTOWANIE FILTROW ULAMKOWOOPOZNIAJACYCH REPREZENTOWANYCH
PRZEZ WSPOLCZYNNIKI DYSKRETNEJ CHARAKTERYSTYKI CZESTOTLIWOSCIOWEJ

DESIGN OF FRACTIONAL DELAY FILTER REPREZENTED
BY COEFFICIENTS OF ITS DISCRETE FREQUENCY RESPONSE

Streszczenie: W pracy przedstawiono iteracyjng metode
projektowania filtrow ulamkowoopézniajacych bazujaca
na metodzie POCS (rzutowaniu na podzbiory wypukle).
Zastosowanie tej metody pozwala na projektowanie filtrow
definiowanych przez ich wspétczynniki dyskretnej charak-
terystyki czestotliwosciowej sformulowanej, tak ze mozna
powiazaé ja z projektowaniem tych filtrow metodg okien
przesuwanych w dziedzinie czasu.

Abstract: The paper presents an iterative method based on
the POCS (projection on convex subsets) approach for
design of fractional delay filters. The use of this method
allows design of filters defined by their discrete frequency
response which can be associated with the design of these
filters in the time domain with offset window method.

Stowa kluczowe: dziedzina DFT, filtr ulamkowoopodznia-
jacy, metoda okien przesuwanych, metoda POCS.

Keywords: DFT domain, fractional delay filter, offset
window method, POCS method.

1. WSTEP

Reprezentacja sygnaldw za pomoca ciggu probek i
stosowanie cyfrowych algorytméw ich przetwarzania
znacznie ulatwia realizowanie réznego rodzaju skompli-
kowanego ich przetwarzania zapewniajac jednoczesnie
jego powtarzalnos¢. Z drugiej strony dyskretyzacja
chwil, w ktorych znane sa wartosci sygnatu rodzi pro-
blem w realizacji opdzniania tak reprezentowanego sy-
gnalu o utamkows czg$¢ odstepu probkowania. Takie
op6znianie wymaga bowiem okres$lenia wartosci sygnatu
w chwilach pomigdzy chwilami, w ktérych byt on prob-
kowany. Rozwigzaniem tego problemu jest uzycie filtru
utamkowoop6zniajacego (FD — fractional delay) [7] o
nastgpujacej idealnej charakterystyce czgstotliwosciowe]

Hiq = exp(—j2nfty) 1)

gdzie T, = D + d jest opdznieniem catkowitym wyrazo-
nym w odstgpach probkowania [Sa] sktadajagcym si¢ z
czesci catkowitej D i utamkowej d € [—0,5;0,5). Taki
idealny filtr utamkowoopo6zniajacy nie jest realizowalny,
poniewaz jego odpowiedz impulsowa jest nieskoniczona i
nieprzyczynowa

hia[n] = sinc(n — 74) 2

W efekcie, w praktycznych zastosowaniach wyko-
rzystuje si¢ filtry o skonczonej liczbie wspotczynnikow,
ktérych charakterystyka czestotliwo$ciowa aproksymuje
charakterystyke idealng [7]. W tej pracy zajmujemy si¢
filtrami FD definiowanymi poprzez wspotczynniki po-
zwalajace na okre$lenie ich dyskretnej charakterystyki
czestotliwosciowej ([2],[3],[4]), ktora dla N parzystego
ma postac

— . N
Ir W3 (cq = jsa)» 0<ks<5-
HIk] = Wé"‘“(cd—jag_ksd), Yop<k<t @
2
L H*[N — k], S<k<N

gdzie W, = exp(j%rd) oraz c¢g; =cos(mty) i Sg =
sin(mty). Charakterystyka ta jest okre$lana przez p
wspotczynnikow a; (i =0,1,...,p — 1), przy czym, co
istotne, zwykle aby uzyskaé filtr FD cechujacy sie wy-
sokg doktadno$cig wystarczajgce jest zaledwie okoto
trzech wspotczynnikéw ([2],[3],[4]).

Wykorzystujac charakterystyke (3) filtr taki mozna
zaimplementowa¢ bezposrednio w dziedzinie DFT w
oparciu o strukturg filtru typu FIR z probkowaniem w
dziedzinie czestotliwosci ([2],[3]) lub zaimplementowaé
go bezposrednio w dziedzinie czasu korzystajac z jego
odpowiedzi impulsowej

hg[n] =

ktorg uzyskujemy okienkujgc idealng odpowiedz impul-
sowa (2) oknem przesuwanym w(n — d) bazujacym na
oknie

w(n-d)

snctn—gyyny Maln] = Wn — dhia[n] - (4)

wlnl = By + 0 frcos(En—t)) )

o wspotczynnikach powigzanych ze wspotczynnikami a;
nastepujaco

.80 =aq, .Bi =iy1 — ai'i =12, P (6)

Zaleta powigzania filtrow o charakterystyce (3) z metodg
okien przesuwanych jest to, ze uzycie metody okien
przesuwanych pozwala na latwe przestrajanie pasma
takiego filtru ([2],[3]) przy wykorzystaniu tego samego
zestawu wspotczynnikow, €O ma istotne znaczenie w
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realizacji algorytméw zmiany szybkosci probkowa-
nia [1].

2. METODA POCS

Glownym problemem w efektywnym wykorzysta-
niu filtru VFD przedstawionego w poprzednim punkcie
jest trudno$¢ w doborze odpowiednich wspotczynnikow
zapewniajacych jak najlepsza jakos¢ aproksymacji. Za-
uwazmy, ze projektowanie oraz implementacj¢ i uzycie
takiego filtru mozna rozdzielic. ~Zatem, realizowane
zawczasu, poszukiwanie optymalnych wspotczynnikow
moze by¢ procesem iteracyjnym. Pierwsze proby wy-
znaczania wspotczynnikow a bazowaly na losowym
przeszukiwaniu przestrzeni mozliwych rozwigzan mini-
malizujagcym bledu LS [7] w zaktadanym pa$mie aprok-
symacji (0, fa)

LSE(f) = [T MAE(f)*df ()
gdzie
MAE(f) = [Hy (f) = Hia (P (®)

to modutl zespolonego btgdu aproksymacji. Aby uzyskaé
szybka poczatkowa zbieznos$¢ i duza koncowa doktad-
nos$¢, obszar poszukiwan rozwiagzania byl zawgzany dla
kolejnych iteracji. Problemem w takim rozwigzaniu,
poza wolng zbieznoscia, bardzo szybko malejaca wraz ze
wzrostem parametru p, byto to, ze algorytm zatrzymy-
wal si¢ na rozwigzaniach lokalnych i wymagat kilku-
krotnego restartu aby dotrze¢ do wiasciwego rozwigza-
nia. Stad wynikta potrzeba znalezienia lepszego rozwia-
zania gwarantujacego zbiezno$¢ algorytmu.

Jednym z rozwigzan stosowanym w projektowaniu
filtrow cyfrowych, w tym réwniez utamkowoopdzniaja-
cych, jest metoda POCS ([6],[8],[9].[10]). Metoda ta
gwarantuje zbiezno$¢ oraz pozwala na bezposrednie
operowanie na zbiorach ciagow, takich jak dyskretne
charakterystyki czestotliwosciowe. Wymaga jedynie
sformutowania procesu poszukiwania rozwigzania op-
tymalnego jako szeregu powtarzanych iteracyjnie opera-
cji rzutowania. W [6] pokazano, ze korzystajac z metody
POCS, wykonujgc naprzemienne rzutowania w dziedzi-
nie czasu i w dziedzinie czestotliwo$ci, mozna projekto-
wac filtry FD optymalne w sensie pasmowego kryterium
LS. W tym konkretnie zastosowaniu metoda POCS,
ktorg cechuje bardzo wolna zbiezno$¢, przy dostepnosci
alternatywnych szybszych rozwigzan nie ma istotnego
znaczenia praktycznego. W tej pracy zajmujemy si¢
jednak poszukiwaniem optymalnych wspoétczynnikow a,
dla ktérych nie znane jest obecnie inne szybsze rozwia-
zanie gwarantujgce zbiezno$¢. Aby osiggna¢ nasz cel
proponujemy uzupelni¢ rozwigzanie zaproponowane w
[6] o dodatkowe rzutowanie w dziedzinie czestotliwosci
dyskretnych, ograniczajace zbidr rozwiagzan do filtrow
FD, ktorych dyskretna charakterystyka cze¢stotliwoscio-
wa jest jednoznacznie identyfikowana przez wspotczyn-
niki a i zalezno$¢ (3).

W rezultacie proponujemy iteracyjne powtarzanie
trzech operacji rzutowania (rys. 1) operujacych na N-
puntkowej odpowiedzi impulsowej oraz jej N i K-

punktowej (K > N) dyskretnej charakterystyce czesto-
tliwoSciowe;.

F;

Rys. 1. Schemat blokowy algorytmu projektowania

Pierwsza operacja rzutowania, interwencja w N-
punktowej dziedzinie czestotliwo$ci (dziedzinie czegsto-
tliwosci dyskretnej (DFT)), rzutuje N-punktowa zespo-
long charakterystyke czestotliwo$ciowa filtru o N-
punktowej odpowiedzi impulsowej hy[n]

Hy[k] = DFTy(hy[n]) dlak =0,1,..,N—=1 (9)
na zbiér rozpatrywanych charakterystyk (3). Uzyskuje-
my to zerujac btad aproksymacji charakterystyki H[k]
(3) podzielonej przez cigg W2 =2k dla wszystkich probek
jej sktadowej rzeczywistej

Re{Hy[k]/W) =2} = ¢, (10a)
oraz sktadowej urojonej

Im{Hy[k]/ W)} = —s, (10b)

dla0 <k <Z—p. ZkoleidlaZ—p < k < = zachowu-
jemy warto$ci rzutowanej charakterystyki Hy [k]

Im{Hy[k]/W) 2} = Im{Hy [k]/W) =} (10c)
Z (10c) otrzymujemy zestaw p wspolczynnikow a dla
biezacej iteracji

Im{HN[k]/W,Q"‘Zk}

anN = —-—_-—m—mmae—m€emm—_
?—k Sd !

N =

-p<k<

N =

(11)

W efekcie rzutowania otrzymane wspotczynniki nie
reprezentuja juz wyjsciowej odpowiedzi impulsowej
hy[n]. Dlatego wymagana jest weryfikacja parametrow
otrzymanego rozwigzania, ktora realizujemy w K-
punktowej dziedzinie czestotliwosci. W tej samej dzie-
dzinie realizowana jest réwniez druga operacja rzutowa-
nia.

Drugie rzutowanie (rys. 1), to operacja rzutowania
w K-punktowej dziedzinie czg¢stotliwosci. W tym przy-
padku operujemy na K-punktowej zespolonej charakte-
rystyce czgstotliwosciowej filtru  reprezentowanego
przez wspdtczynniki a uzyskane w poprzednim kroku.
Obliczmy jg na podstawie odpowiedzi impulsowej wy-
znaczonej  ze  zmodyfikowanej  charakterystyKi
Hyl[k] (10)

Hy[l] = FFT, (IDFTy (Ay[k])) (12)
dla [=01,..,K—1. Jezeli parametr K =2"> N

dobierzemy jako potege dwdjki, to mozliwe jest uzycie
szybkiej transformaty Fouriera (FFT).
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Dysponujac charakterystyka Hy[l] mozemy osza-
cowa¢ blad LSE(f,) (7) i, jezeli uznamy, ze osiagnat on
zadang warto$¢, badz przestat si¢ zmniejszaé¢, mozemy
przerwaé algorytm uznajac, ze znalezli$my poszukiwane
rozwigzanie.

W przeciwnym przypadku wykonujemy rzutowa-
nie, w ktérym wymuszamy na charakterystyce Hg[l]
zerowy blad aproksymacji charakterystyki w pasmie
aproksymacji (0, f,).

Hi (l/K), O0<I/K<f,
Hell] = Hg[1], fa<l/K <05 (13)
HyK-1], 05<Il/K<1

Ta interwencja wymusza zerowy blad w pasmie
aproksymacji, ale jednocze$nie skutkuje uzyskaniem
charakterystyki czestotliwosciowej odpowiadajacej fil-
trowi o odpowiedzi impulsowej o dlugosci K zamiast N.
Stad konieczno$¢ przeprowadzenia kolejnego rzutowa-
nia.

Trzecie rzutowanie realizujemy w dziedzinie czasu.
Operujemy w nim na K-probkowej odpowiedzi impul-
sowej filtru o charakterystyce czestotliwosciowej Hy[l]

hyg[n] = IFFTy(Hc[l) dlan =0,1,.., K — 1 (14)

ktéra rzutujemy na zbioér odpowiedzi impulsowych o
dlugosci N 0 zerowych wartosciach poza chwilami
ne{01,..,N—1}

hyln] = {hK[n], n=01,.., N—1

0, n=NN+1. k-1 @

Otrzymujemy w ten sposoéb N-probkowa odpowiedz
impulsowa, ktéra mozemy uzy¢é W pierwszym rzutowa-
niu (w N-punktowej dziedzinie czestotliwosci) kolejnej
iteracji.

3. PRZYKLADY PROJEKTOWANIA

Na rys. 2 przedstawiono przyktadowe przebiegi
modutu zespolonego btedu aproksymacji dla filtru FD
zaprojektowanego dla réznych warto$ci parametru p
(réznej liczby wspotczynnikow «). Dodatkowo dla po-
rownania pokazano tam analogiczne przebiegi dla dwoch
filtrow optymalnych w sensie kryterium LS (least square
— najmniejszych kwadratow). Pierwszy, to filtr minima-
lizujacy btad LS w pelnym pasmie (f, = 0,5), ktory
otrzymujemy przez proste obcigcie odpowiedzi impul-
sowej filtru idealnego (2), cechujacy si¢ szerokim pa-
smem aproksymacji i duzym bledem w tym pasmie.
Drugi, to filtr optymalny w sensie kryterium LS w zada-
nym pasmie aproksymacji (0, f) [7].

Jak mozna byto przewidzie¢ zwigkszenie parametru
p pozwala na uzyskanie filtru oferujacego wigksza do-
ktadnos¢. Wiaze si¢ to z wigkszg liczbg wspotczynnikow
a; zapewniajacych lepsze odwzorowanie charakterystyki
w pasmie specyfikowanym (f,,0,5), w ktérym zezwa-
lamy na swobodne ksztattowanie si¢ btedu aproksymacji
aby uzyska¢ mniejszy btad w pasmie aproksymacji
(0,f,). Zauwazmy przy tym, ze rzutowanie w N-
punktowej dziedzinie czestotliwo$ci oraz rzutowanie w
K-punktowej dziedzinie czestotliwosci rézni si¢ gorng

granicg przedziatu czestotliwo$ci, w ktérym wymuszamy
zerowy blad. W praktyce w ramach zatozen projekto-
wych okreslana jest czestotliwo$¢ f, wykorzystywana w
ramach rzutowania w K-punktowej dziedzinie czgstotli-
wosci. Z kolei, parametr p jest parametrem dodatkowym,
ktory najlepiej dobraé tak, zeby przy pierwszym rzuto-
waniu wszystkie punkty zerowania bledu aproksymacji
znajdowaty si¢ wewnatrz przedziatu dobrej aproksyma-
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Rys. 2. Modul zespolonego bledu aproksymacji filtrow
FD o N=64, f,=0,45 i d=0,5 zaprojektowanych dla p=1
i 2 oraz filtrow optymalnych (typu obcigty sinc oraz
pasmowy LS)

Jak wspomniano wcze$niej zaproponowany algo-
rytm gwarantuje zbiezno$¢. Na rys. 3 pokazano uzyski-
wane w kolejnych iteracjach przyrosty wspotczynnikow
a; oraz btad LSE(f,) biezacego rozwiazania. Jako roz-
wigzanie poczatkowe uzyto tu przycigtej do N probek
odpowiedzi idealnego filtru FD (2) (filtru minimalizuja-
cego petnopasmowe kryterium LS). Jak widaé¢, w takim
przypadku uzyskanie rozwigzania wymaga €O najmniej
miliona iteracji.

15

10? 10! 10? 10% 10* 108 108
numer iteracji

=0 \
-100 - =
-150

10° 10 10% 10° 10° 10° 10°
numer iteracji

MAE(f) [dB]

Rys. 3. Wspélczynniki a; oraz blgd LSE(f,) w funkcji
numeru iteracji dla projektowania filtru FD o N=32,
f.=0,41d=0,5oraz p=3

Zwrdéémy jednak uwage na to, ze przebieg charak-
terystyki bledu aproksymacji w zakladanym pasmie
niespecyfikowanym uzyskanego rozwiazania znacznie
odbiega od bledu filtru typu obcigty sinc (rys. 2). Jedno-
czesnie jest on zblizony do btedu filtru FD optymalnego
w sensie pasmowego kryterium LS. Stad proponujemy
jako poczatkowe rozwigzanie bra¢ odpowiedz impulso-
wa filtru optymalnego w sensie pasmowego kryterium
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LS. Jak mozna zauwazy¢ na rys. 4 dla takiego rozwigza-
nia od razu uzyskujemy rozwigzanie bliskie optymalne-
mu, ktére w poprzednim przypadku uzyskuje si¢ dopiero
po okoto milionie iteracji. Jednoczes$nie zaproponowany
algorytm pozwala na dalsze zmniejszenie btedu aprok-
symacji. Okoto p6t miliona iteracji pozwala na otrzyma-
nie btgdu na poziomie —103,92 dB, ktory w poprzednim
przypadku uzyskuje si¢ dopiero po okoto 2.5 milionach
iteracji.

-103.84

-103.86

-103.88 1

-103.9 -

MAE(f) [dB]

-103.92
10° 10° 102 10° 10* 10° 10°
numer iteracji
Rys. 4. Bigd LSE(f,) w funkcji numeru iteracji dla filtru
z rys. 3 oraz uzycia jako rozwigzanie poczqtkowe opty-
malnego pasmowego filtru LS

Na rys. 5 pokazano zmiany btedu LSE(f,) w funk-
cji numeru iteracji, dla projektowania filtru o tych sa-
mych parametrach dla roznych warto$ci parametru p a w
tab. 1 pokazano otrzymane wspotczynniki a oraz blad
dlap = 1,2, ...,4. Widac¢ tu, ze im wicksze p tym lepsza
uzyskujemy jako$¢ projektowanego filtru. Jednoczesnie
widaé, ze inicjujac algorytm filtrem optymalnym w sen-
sie pasmowego kryterium LS dla wigkszych wartosci
parametru p (tutaj p = 3) rozwigzanie docelowe uzysku-
jemy prawie natychmiast. Widaé tez, ze zwigkszanie
tego parametru powyzej 3 skutkuje nieduzg poprawa
uzyskiwanej dokladnosci projektowania. Jest to istotna
zaleta, reprezentacji filtru FD poprzez charakterystyke
(3), ktora identyfikuje filtr poprzez zaledwie kilka
wspotczynnikow a. Przyktadowo tutaj filtr o 64 wspot-
czynnikach odpowiedzi impulsowej mozna reprezento-
wac za pomocg jedynie 3 wspotczynnikow a.

-80 L
@ Tor AN
— 80 p=1
=
5 e
3 90 — o p=2
- — _
= 100 o [
=4,5.6 p—9
110 ! ! ! . N
10° 10 10% 10° 10 10° 108

numer iteracji

Rys. 5. Bigd LSE(f,) w funkcji numeru iteracji dla pro-
jektowania filtru FD o N=64, f,=0,4 i d=0,5 oraz roz-
nych parametrow p=1,2,...,6

Tab. 1. Wspolczynniki a oraz wartosé bledu dla filtrow
FD zrys. 5 dla roznych p

p (451 4%} as Ay LSE(fa)
1077274 - - - -82.28
2 | 0.68918 | 0.96730 - - -100.13
3 | 0.67153 | 0.95850 | 0.99946 - -105.50
4 1 0.66976 | 0.95776 | 0.99944 | 0.99999 | -106.34

4. PODSUMOWANIE

W pracy zaproponowano metode¢ projektowania fil-
trow FD reprezentowanych poprzez kilka wspotczynni-
kow ich dyskretnej charakterystyki czestotliwos$ciowe;.

Istotng =zaletg charakterystyki, ktorej wspotczynniki
projektujemy jest to, ze odpowiada ona filtrom FD pro-
jektowanym oknami przesuwanymi, co pozwala na pro-
sta manipulacje szeroko$cia pasma filtru zbiorczego
algorytmu zmiany szybkos$ci probkowania realizowane-
go z uzyciem takich filtréw. Dotychczas istotng wada
tego rozwigzania byt brak metody gwarantujacej zbiez-
nos¢ projektowania wspotczynnikow tej charakterystyki.
Jak pokazano, zaproponowana w pracy metoda bazujaca
na iteracyjnej metodzie POCS, pozwala na skuteczne
projektowanie tego typu filtrow.
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