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PROJEKTOWANIE FILTRÓW UŁAMKOWOOPÓŹNIAJĄCYCH REPREZENTOWANYCH  

PRZEZ WSPÓŁCZYNNIKI DYSKRETNEJ CHARAKTERYSTYKI CZĘSTOTLIWOŚCIOWEJ 

 

DESIGN OF FRACTIONAL DELAY FILTER REPREZENTED  

BY COEFFICIENTS OF ITS DISCRETE FREQUENCY RESPONSE 

 

 

 

Streszczenie: W pracy przedstawiono iteracyjną metodę 

projektowania filtrów ułamkowoopóźniających bazującą 

na metodzie POCS (rzutowaniu na podzbiory wypukłe). 

Zastosowanie tej metody pozwala na projektowanie filtrów 

definiowanych przez ich współczynniki dyskretnej charak-

terystyki częstotliwościowej sformułowanej, tak że można 

powiązać ją z projektowaniem tych filtrów metodą okien 

przesuwanych w dziedzinie czasu. 

 

Abstract: The paper presents an iterative method based on 

the POCS (projection on convex subsets) approach for 

design of fractional delay filters. The use of this method 

allows design of filters defined by their discrete frequency 

response which can be associated with the design of these 

filters in the time domain with offset window method. 

 

Słowa kluczowe: dziedzina DFT, filtr ułamkowoopóźnia-

jący, metoda okien przesuwanych, metoda POCS. 

 

Keywords: DFT domain, fractional delay filter, offset 

window method, POCS method. 

 

1. WSTĘP 

Reprezentacja sygnałów za pomocą ciągu próbek i 

stosowanie cyfrowych algorytmów ich przetwarzania 

znacznie ułatwia realizowanie różnego rodzaju skompli-

kowanego ich przetwarzania zapewniając jednocześnie 

jego powtarzalność. Z drugiej strony dyskretyzacja 

chwil, w których znane są wartości sygnału rodzi pro-

blem w realizacji opóźniania tak reprezentowanego sy-

gnału o ułamkową część odstępu próbkowania. Takie 

opóźnianie wymaga bowiem określenia wartości sygnału 

w chwilach pomiędzy chwilami, w których był on prób-

kowany. Rozwiązaniem tego problemu jest użycie filtru 

ułamkowoopóźniającego (FD – fractional delay) [7] o 

następującej idealnej charakterystyce częstotliwościowej  

 𝐻𝑖𝑑 = exp(−𝑗2𝜋𝑓𝜏𝑑) (1) 

gdzie 𝜏𝑑 = 𝐷 + 𝑑 jest opóźnieniem całkowitym wyrażo-

nym w odstępach próbkowania [Sa] składającym się z 

części całkowitej 𝐷 i ułamkowej 𝑑 ∈ [−0,5; 0,5). Taki 

idealny filtr ułamkowoopóźniający nie jest realizowalny, 

ponieważ jego odpowiedź impulsowa jest nieskończona i 

nieprzyczynowa 

  ℎ𝑖𝑑[𝑛] = sinc(𝑛 − 𝜏𝑑) (2) 

W efekcie, w praktycznych zastosowaniach wyko-

rzystuje się filtry o skończonej liczbie współczynników, 

których charakterystyka częstotliwościowa aproksymuje 

charakterystykę idealną [7]. W tej pracy zajmujemy się 

filtrami FD definiowanymi poprzez współczynniki po-

zwalające na określenie ich dyskretnej charakterystyki 

częstotliwościowej ([2],[3],[4]), która dla 𝑁 parzystego 

ma postać 

𝐻[𝑘] =

{
 
 

 
 𝑊𝑑

𝑁−2𝑘(𝑐𝑑 − 𝑗𝑠𝑑),

𝑊𝑑
𝑁−2𝑘 (𝑐𝑑 − 𝑗𝛼𝑁

2
−𝑘
𝑠𝑑) ,

𝐻∗[𝑁 − 𝑘],

0 ≤ 𝑘 ≤
𝑁
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− 𝑝

𝑁

2
− 𝑝 < 𝑘 ≤

𝑁
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𝑁

2
< 𝑘 < 𝑁

 (3) 

gdzie  𝑊𝑑 = exp(𝑗
𝜋

𝑁
𝜏𝑑) oraz 𝑐𝑑  = cos(𝜋𝜏𝑑) i 𝑠𝑑 =

sin(𝜋𝜏𝑑). Charakterystyka ta jest określana przez 𝑝 

współczynników 𝛼𝑖 (𝑖 = 0,1, … , 𝑝 − 1), przy czym, co 

istotne, zwykle aby uzyskać filtr FD cechujący się wy-

soką dokładnością wystarczające jest zaledwie około 

trzech współczynników ([2],[3],[4]). 

Wykorzystując charakterystykę (3) filtr taki można 

zaimplementować bezpośrednio w dziedzinie DFT w 

oparciu o strukturę filtru typu FIR z próbkowaniem w 

dziedzinie częstotliwości ([2],[3]) lub zaimplementować 

go bezpośrednio w dziedzinie czasu korzystając z jego 

odpowiedzi impulsowej 

 hd[n] =
w(n−d)

sinc((n−τd)/N)
hid[n] = ŵ(n − d)hid[n] (4) 

którą uzyskujemy okienkując idealną odpowiedź impul-

sową (2) oknem przesuwanym 𝑤̂(𝑛 − 𝑑) bazującym na 

oknie 

 𝑤[𝑛] = 𝛽0 + ∑ 𝛽𝑖 cos (
2𝑖𝜋

𝑁
(𝑛 − 𝜏𝑑))

𝑝
𝑖=1  (5) 

o współczynnikach powiązanych ze współczynnikami 𝛼𝑖 
następująco 

 𝛽0 = 𝛼1,   𝛽𝑖 = 𝛼𝑖+1 − 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑝 (6) 

Zaletą powiązania filtrów o charakterystyce (3) z metodą 

okien przesuwanych jest to, że użycie metody okien 

przesuwanych pozwala na łatwe przestrajanie pasma 

takiego filtru ([2],[3]) przy wykorzystaniu tego samego 

zestawu współczynników, co ma istotne znaczenie w 



realizacji algorytmów zmiany szybkości próbkowa-

nia [1]. 

2. METODA POCS 

Głównym problemem w efektywnym wykorzysta-

niu filtru VFD przedstawionego w poprzednim punkcie 

jest trudność w doborze odpowiednich współczynników 

zapewniających jak najlepszą jakość aproksymacji. Za-

uważmy, że projektowanie oraz implementację i użycie 

takiego filtru można rozdzielić.  Zatem, realizowane 

zawczasu, poszukiwanie optymalnych współczynników 

może być procesem iteracyjnym. Pierwsze próby wy-

znaczania współczynników 𝛼 bazowały na losowym 

przeszukiwaniu przestrzeni możliwych rozwiązań mini-

malizującym błędu LS [7] w zakładanym paśmie aprok-

symacji (0, 𝑓𝑎) 

 LSE(𝑓𝑎) = ∫ 𝑀𝐴𝐸(𝑓)2𝑑𝑓
𝑓𝑎
−𝑓𝑎

 (7) 

gdzie  

 MAE(𝑓) = |𝐻𝑁(𝑓) − 𝐻𝑖𝑑(𝑓)| (8) 

to moduł zespolonego błędu aproksymacji. Aby uzyskać 

szybką początkową zbieżność i dużą końcową dokład-

ność, obszar poszukiwań rozwiązania był zawężany dla 

kolejnych iteracji. Problemem w takim rozwiązaniu, 

poza wolną zbieżnością, bardzo szybko malejącą wraz ze 

wzrostem parametru 𝑝, było to, że algorytm zatrzymy-

wał się na rozwiązaniach lokalnych i wymagał kilku-

krotnego restartu aby dotrzeć do właściwego rozwiąza-

nia. Stąd wynikła potrzeba znalezienia lepszego rozwią-

zania gwarantującego zbieżność algorytmu. 

Jednym z rozwiązań stosowanym w projektowaniu 

filtrów cyfrowych, w tym również ułamkowoopóźniają-

cych, jest metoda POCS ([6],[8],[9],[10]). Metoda ta 

gwarantuje zbieżność oraz pozwala na bezpośrednie 

operowanie na zbiorach ciągów, takich jak dyskretne 

charakterystyki częstotliwościowe. Wymaga jedynie 

sformułowania procesu poszukiwania rozwiązania op-

tymalnego jako szeregu powtarzanych iteracyjnie opera-

cji rzutowania. W [6] pokazano, że korzystając z metody 

POCS, wykonując naprzemienne rzutowania w dziedzi-

nie czasu i w dziedzinie częstotliwości, można projekto-

wać filtry FD optymalne w sensie pasmowego kryterium 

LS. W tym konkretnie zastosowaniu metoda POCS, 

którą cechuje bardzo wolna zbieżność, przy dostępności 

alternatywnych szybszych rozwiązań nie ma istotnego 

znaczenia praktycznego. W tej pracy zajmujemy się 

jednak poszukiwaniem optymalnych współczynników 𝛼, 

dla których nie znane jest obecnie inne szybsze rozwią-

zanie gwarantujące zbieżność. Aby osiągnąć nasz cel 

proponujemy uzupełnić rozwiązanie zaproponowane w  

[6] o dodatkowe rzutowanie w dziedzinie częstotliwości 

dyskretnych, ograniczające zbiór rozwiązań do filtrów 

FD, których dyskretna charakterystyka częstotliwościo-

wa jest jednoznacznie identyfikowana przez współczyn-

niki 𝛼 i zależność (3). 

W rezultacie proponujemy iteracyjne powtarzanie 

trzech operacji rzutowania (rys. 1) operujących na 𝑁-

puntkowej odpowiedzi impulsowej oraz jej 𝑁 i 𝐾–

punktowej (𝐾 ≫ 𝑁) dyskretnej charakterystyce często-

tliwościowej.  

 

Rys. 1. Schemat blokowy algorytmu projektowania 

Pierwsza operacja rzutowania, interwencja w 𝑁-

punktowej dziedzinie częstotliwości (dziedzinie często-

tliwości dyskretnej (DFT)), rzutuje 𝑁-punktową zespo-

loną charakterystykę częstotliwościową filtru o 𝑁-

punktowej odpowiedzi impulsowej ℎ𝑁[𝑛] 

 𝐻𝑁[𝑘] = DFT𝑁(ℎ𝑁[𝑛]) dla 𝑘 = 0,1, … , 𝑁 − 1 (9) 

na zbiór rozpatrywanych charakterystyk (3). Uzyskuje-

my to zerując błąd aproksymacji charakterystyki 𝐻[𝑘] 

(3) podzielonej przez ciąg 𝑊𝑑
𝑁−2𝑘 dla wszystkich próbek 

jej składowej rzeczywistej 

 𝑅𝑒{𝐻̂𝑁[𝑘] 𝑊𝑑
𝑁−2𝑘⁄ } = 𝑐𝑑 (10a) 

oraz składowej urojonej  

 𝐼𝑚{𝐻̂𝑁[𝑘] 𝑊𝑑
𝑁−2𝑘⁄ } = −𝑠𝑑 (10b) 

dla 0 ≤ 𝑘 ≤
𝑁

2
− 𝑝. Z kolei dla 

𝑁

2
− 𝑝 < 𝑘 ≤

𝑁

2
 zachowu-

jemy wartości rzutowanej charakterystyki 𝐻𝑁[𝑘] 

 𝐼𝑚{𝐻̂𝑁[𝑘] 𝑊𝑑
𝑁−2𝑘⁄ } = 𝐼𝑚{𝐻𝑁[𝑘] 𝑊𝑑

𝑁−2𝑘⁄ } (10c) 

Z (10c) otrzymujemy zestaw 𝑝 współczynników 𝛼 dla 

bieżącej iteracji 

 𝛼𝑁
2
−𝑘
= −

𝐼𝑚{𝐻𝑁[𝑘] 𝑊𝑑
𝑁−2𝑘⁄ }

𝑠𝑑
,   

𝑁

2
− 𝑝 < 𝑘 ≤

𝑁

2
  (11) 

W efekcie rzutowania otrzymane współczynniki nie 

reprezentują już wyjściowej odpowiedzi impulsowej 

ℎ𝑁[𝑛]. Dlatego wymagana jest weryfikacja parametrów 

otrzymanego rozwiązania, którą realizujemy w 𝐾-

punktowej dziedzinie częstotliwości. W tej samej dzie-

dzinie realizowana jest również druga operacja rzutowa-

nia. 

Drugie rzutowanie (rys. 1), to operacja rzutowania 

w 𝐾-punktowej dziedzinie częstotliwości. W tym przy-

padku operujemy na 𝐾-punktowej zespolonej charakte-

rystyce częstotliwościowej filtru reprezentowanego 

przez współczynniki 𝛼 uzyskane w poprzednim kroku. 

Obliczmy ją na podstawie odpowiedzi impulsowej wy-

znaczonej ze zmodyfikowanej charakterystyki 

𝐻̂𝑁[𝑘] (10) 

 𝐻𝐾[𝑙] = FFT𝐾 (IDFT𝑁(𝐻̂𝑁[𝑘])) (12) 

dla 𝑙 = 0,1, … , 𝐾 − 1. Jeżeli parametr 𝐾 = 2𝑚 ≫ 𝑁 

dobierzemy jako potęgę dwójki, to możliwe jest użycie 

szybkiej transformaty Fouriera (FFT). 

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Dysponując charakterystyką 𝐻𝐾[𝑙] możemy osza-

cować błąd LSE(𝑓𝑎) (7) i, jeżeli uznamy, że osiągnął on 

zadaną wartość, bądź przestał się zmniejszać, możemy 

przerwać algorytm uznając, że znaleźliśmy poszukiwane 

rozwiązanie.  

W przeciwnym przypadku wykonujemy rzutowa-

nie, w którym wymuszamy na charakterystyce 𝐻𝐾[𝑙] 
zerowy błąd aproksymacji charakterystyki w paśmie 

aproksymacji (0, 𝑓𝑎). 

 𝐻̂𝐾[𝑙] = {

𝐻𝑖𝑑(𝑙 𝐾⁄ ) ,
𝐻𝐾[𝑙],

𝐻̂𝐾
∗ [𝐾 − 𝑙],

0 ≤ 𝑙/𝐾 ≤ 𝑓𝑎
𝑓𝑎 < 𝑙/𝐾 ≤ 0,5
0,5 < 𝑙/𝐾 < 1

 (13) 

Ta interwencja wymusza zerowy błąd w pasmie 

aproksymacji, ale jednocześnie skutkuje uzyskaniem 

charakterystyki częstotliwościowej odpowiadającej fil-

trowi o odpowiedzi impulsowej o długości 𝐾 zamiast 𝑁. 

Stąd konieczność przeprowadzenia kolejnego rzutowa-

nia. 

Trzecie rzutowanie realizujemy w dziedzinie czasu. 

Operujemy w nim na 𝐾-próbkowej odpowiedzi impul-

sowej filtru o charakterystyce częstotliwościowej 𝐻̂𝐾[𝑙] 

 ℎ𝐾[𝑛] = IFFT𝑁(𝐻̂𝐾[𝑙]) dla 𝑛 = 0,1, … , 𝐾 − 1 (14) 

którą rzutujemy na zbiór odpowiedzi impulsowych o 

długości 𝑁 o zerowych wartościach poza chwilami 

𝑛 ∈ {0,1, … , 𝑁 − 1} 

 ℎ̂𝑁[𝑛] = {
ℎ𝐾[𝑛],
0,

𝑛 = 0,1, … , 𝑁 − 1
𝑛 = 𝑁,𝑁 + 1,… , 𝐾 − 1

  (15) 

Otrzymujemy w ten sposób 𝑁-próbkową odpowiedź 

impulsową, którą możemy użyć w pierwszym rzutowa-

niu (w 𝑁-punktowej dziedzinie częstotliwości) kolejnej 

iteracji. 

3. PRZYKŁADY PROJEKTOWANIA 

Na rys. 2 przedstawiono przykładowe przebiegi 

modułu zespolonego błędu aproksymacji dla filtru FD 

zaprojektowanego dla różnych wartości parametru 𝑝 

(różnej liczby współczynników 𝛼). Dodatkowo dla po-

równania pokazano tam analogiczne przebiegi dla dwóch 

filtrów optymalnych w sensie kryterium LS (least square 

– najmniejszych kwadratów). Pierwszy, to filtr minima-

lizujący błąd LS w pełnym paśmie (𝑓𝑎 = 0,5), który 

otrzymujemy przez proste obcięcie odpowiedzi impul-

sowej filtru idealnego (2), cechujący się szerokim pa-

smem aproksymacji i dużym błędem w tym paśmie. 

Drugi, to filtr optymalny w sensie kryterium LS w zada-

nym paśmie aproksymacji (0, 𝑓𝑎) [7].  

Jak można było przewidzieć zwiększenie parametru 

𝑝 pozwala na uzyskanie filtru oferującego większą do-

kładność. Wiąże się to z większą liczbą współczynników 

𝛼𝑖 zapewniających lepsze odwzorowanie charakterystyki 

w pasmie specyfikowanym (𝑓𝑎, 0,5), w którym zezwa-

lamy na swobodne kształtowanie się błędu aproksymacji 

aby uzyskać mniejszy błąd w pasmie aproksymacji 

(0, 𝑓𝑎). Zauważmy przy tym, że rzutowanie w 𝑁-

punktowej dziedzinie częstotliwości oraz rzutowanie w 

𝐾-punktowej dziedzinie częstotliwości różni się górną 

granicą przedziału częstotliwości, w którym wymuszamy 

zerowy błąd. W praktyce w ramach założeń projekto-

wych określana jest częstotliwość 𝑓𝑎 wykorzystywana w 

ramach rzutowania w 𝐾-punktowej dziedzinie częstotli-

wości. Z kolei, parametr 𝑝 jest parametrem dodatkowym, 

który najlepiej dobrać tak, żeby przy pierwszym rzuto-

waniu wszystkie punkty zerowania błędu aproksymacji 

znajdowały się wewnątrz przedziału dobrej aproksyma-

cji (0, 𝑓𝑎), czyli tutaj 𝑝 ≥
0,5−𝑓𝑎

𝑁
. 

 

Rys. 2. Moduł zespolonego błędu aproksymacji filtrów 

FD o N=64, 𝑓𝑎=0,45 i 𝑑=0,5 zaprojektowanych dla 𝑝=1 

i 2 oraz filtrów optymalnych (typu obcięty sinc oraz 

pasmowy LS) 

Jak wspomniano wcześniej zaproponowany algo-

rytm gwarantuje zbieżność. Na rys. 3 pokazano uzyski-

wane w kolejnych iteracjach przyrosty współczynników 

𝛼𝑖 oraz błąd LSE(𝑓𝑎) bieżącego rozwiązania. Jako roz-

wiązanie początkowe użyto tu przyciętej do 𝑁 próbek 

odpowiedzi idealnego filtru FD (2) (filtru minimalizują-

cego pełnopasmowe kryterium LS). Jak widać, w takim 

przypadku uzyskanie rozwiązania wymaga co najmniej 

miliona iteracji.  

 

Rys. 3. Współczynniki 𝛼𝑖 oraz błąd LSE(𝑓𝑎) w funkcji 

numeru iteracji dla projektowania filtru FD o N=32, 

𝑓𝑎=0,4 i 𝑑=0,5 oraz 𝑝=3 

Zwróćmy jednak uwagę na to, że przebieg charak-

terystyki błędu aproksymacji w zakładanym paśmie 

niespecyfikowanym uzyskanego rozwiązania znacznie 

odbiega od błędu filtru typu obcięty sinc (rys. 2). Jedno-

cześnie jest on zbliżony do błędu filtru FD optymalnego 

w sensie pasmowego kryterium LS. Stąd proponujemy 

jako początkowe rozwiązanie brać odpowiedź impulso-

wą filtru optymalnego w sensie pasmowego kryterium 
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LS. Jak można zauważyć na rys. 4 dla takiego rozwiąza-

nia od razu uzyskujemy rozwiązanie bliskie optymalne-

mu, które w poprzednim przypadku uzyskuje się dopiero 

po około milionie iteracji. Jednocześnie zaproponowany 

algorytm pozwala na dalsze zmniejszenie błędu aprok-

symacji. Około pół miliona iteracji pozwala na otrzyma-

nie błędu na poziomie −103,92 dB, który w poprzednim 

przypadku uzyskuje się dopiero po około 2.5 milionach 

iteracji. 

 

Rys. 4. Błąd LSE(𝑓𝑎) w funkcji numeru iteracji dla filtru 

z rys. 3 oraz użycia jako rozwiązanie początkowe opty-

malnego pasmowego filtru LS  

Na rys. 5 pokazano zmiany błędu LSE(𝑓𝑎) w funk-

cji numeru iteracji, dla projektowania filtru o tych sa-

mych parametrach dla różnych wartości parametru 𝑝 a w 

tab. 1 pokazano otrzymane współczynniki 𝛼 oraz błąd 

dla 𝑝 = 1,2, … ,4. Widać tu, że im większe 𝑝 tym lepszą 

uzyskujemy jakość projektowanego filtru. Jednocześnie 

widać, że inicjując algorytm filtrem optymalnym w sen-

sie pasmowego kryterium LS dla większych wartości 

parametru 𝑝 (tutaj 𝑝 = 3) rozwiązanie docelowe uzysku-

jemy prawie natychmiast. Widać też, że zwiększanie 

tego parametru powyżej 3 skutkuje niedużą poprawą 

uzyskiwanej dokładności projektowania. Jest to istotna 

zaleta, reprezentacji filtru FD poprzez charakterystykę 

(3), która identyfikuje filtr poprzez zaledwie kilka 

współczynników 𝛼. Przykładowo tutaj filtr o 64 współ-

czynnikach odpowiedzi impulsowej można reprezento-

wać za pomocą jedynie 3 współczynników 𝛼.  

 

Rys. 5. Błąd LSE(𝑓𝑎) w funkcji numeru iteracji dla pro-

jektowania filtru FD o N=64, 𝑓𝑎=0,4 i 𝑑=0,5 oraz róż-

nych parametrów 𝑝=1,2,...,6 

Tab. 1. Współczynniki 𝛼 oraz wartość błędu dla filtrów 

FD z rys. 5 dla różnych p  

𝑝 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 LSE(𝑓𝑎) 

1 0.77274 - - - -82.28 

2 0.68918 0.96730 - - -100.13 

3 0.67153 0.95850 0.99946 - -105.50 

4 0.66976 0.95776 0.99944 0.99999 -106.34 

4. PODSUMOWANIE 

W pracy zaproponowano metodę projektowania fil-

trów FD reprezentowanych poprzez kilka współczynni-

ków ich dyskretnej charakterystyki częstotliwościowej. 

Istotną zaletą charakterystyki, której współczynniki 

projektujemy jest to, że odpowiada ona filtrom FD pro-

jektowanym oknami przesuwanymi, co pozwala na pro-

stą manipulację szerokością pasma filtru zbiorczego 

algorytmu zmiany szybkości próbkowania realizowane-

go z użyciem takich filtrów. Dotychczas istotną wadą 

tego rozwiązania był brak metody gwarantującej zbież-

ność projektowania współczynników tej charakterystyki. 

Jak pokazano, zaproponowana w pracy metoda bazująca 

na iteracyjnej metodzie POCS, pozwala na skuteczne 

projektowanie tego typu filtrów. 
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