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METODY REDUKCJI RZEDU MODELU W ANALIZIE ELEKTROMAGNETYCZNEJ METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

MODEL ORDER REDUCTION FOR FINITE ELEMENT METHOD IN ELECTROMAGNETIC
ANALYSIS

Streszczenie: Niniejszy artykul opisuje nowa technike
lokalnej redukcji rzedu modelu, ktora pozwala na poprawe
efektywnosci Metody Elementéw Skonczonych (MES) w
obliczeniach elektromagnetycznych. Zaproponowana tech-
nika zostala zaimplementowana w tréjwymiarowym, wek-
torowym sformulowania MES. Jej efektywno$é zostala
zweryfikowana poprzez symulacje dzialania zlezonych
struktur mikrofalowych. Dzigki zaprezentowanemu algo-
rytmowi uzyskano kilkudziesi¢ciokrotne przy$pieszania
analizy utrzymujac zadana dokladnos$é obliczen.

Abstract: The aim of this work is to improve the efficiency
of the Finite Element Method (FEM) applied to electro-
magnetic problems by means of the novel technique of local
model order reduction (MOR). The proposed technique has
been implemented in the three-dimensional vector formula-
tion of FEM. Its effectiveness has been verified by numer-
ous simulations of microwave complex structures. The
numerical tests prove that the proposed method provides
significant reduction of the simulation time, without con-
siderable loss of accuracy.

Stowa kluczowe: Elektrodynamika obliczeniowa, Metoda
Elementow Skonczonych, Redukcja Rzedu Modelu.
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1. WSTEP

Symulacje numeryczne sg wykorzystywane w wielu
gaf¢ziach inzynierii jako podstawowe narzedzie do mo-
delowania zjawisk fizycznych. W ostatnim trzydziesto-
leciu zyskaty one szczegdlna popularno$¢ w analizie
rozktadu pol elektromagnetycznych, czego dowodem
jest powstanie dziedziny wiedzy okre$lanej mianem
elektrodynamiki obliczeniowej (ang. Computational
Electromagnetics — CEM). Obecnie symulacje nume-
ryczne sg niezastgpionym narzedziem w procesie projek-
towania i optymalizacji urzadzen i systeméw w pasmie
mikrofal.

Jedna z najcze$ciej stosowanych metod numerycz-
nych w symulacjach elektrodynamice jest Metoda Ele-

mentow Skonczonych (MES) [1-2]. Glownym zatoze-
niem MES jest podzial analizowanego obszaru ciaglego
na podobszary, zwane elementami skonczonymi. W
kazdym z elementéw rozwigzanie rownania rézniczko-
wego jest aproksymowane za pomocg funkcji bazowych,
ktorych wspotczynniki sa znajdywane poprzez rozwig-
zanie odpowiednio skonstruowanego liniowego uktadu
réwnan.

Duza popularno§¢ MES w elektromagnetyzmie
wynika z faktu, ze pozwala ona na petnofalowe rozwia-
zywanie réwnan Maxwella w dziedzinach obliczenio-
wych o zlozonej geometrii, zawierajacych niejednorodne
i anizotropowe materiaty. Do wad MES mozna zaliczy¢
ztozone sformutowanie matematyczne i zlozony algo-
rytm (szczegdlnie w przypadku wektorowe]j analizy w
przestrzeni trojwymiarowej za pomocg funkcji bazo-
wych wyzszego rzgdu) oraz konieczno$é rozwigzywania
niejednokrotnie wielkich uktadéw réwnan (siggajacych
setek milionéw zmiennych). W tym przypadku analiza
numeryczna moze zabra¢ wiele godzin, a nawet dni, przy
zatozeniu, ze geometria i wlasnosci materialowe anali-
zowanego problemu nie zmieniajg si¢. Jezeli celem ana-
lizy jest optymalizacja parametréw geometrycznych lub
materiatowych, symulacja moze trwac jeszcze diuze;j.

QT

Rys.1. Projekcja macierzy A na podprzestrzen rozpietq
na wektorach bazy Q. Elementy niezerowe macierz A
przedstawione sq za pomocg czarnych punktow.
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W ostatnich latach prowadzone sg intensywne ba-
dania nad przys$pieszaniem obliczen MES. Jedng z naj-
popularniejszych metod jest tzw. redukcja rzedu modelu
(RRM, ang. Model Order Reduction - MOR), ktéra po-
lega na projekcji oryginalnego macierzowego ukladu
réwnan na podprzestrzen, za pomocg odpowiednio skon-
struowanej bazy projekcyjnej (bazy skladajacej si¢ z
ortogonalnych wektoré6w) [3-8]. Przyktad projekcji ma-
cierzy A na podprzestrzen rozpigta na wektorach bazy Q
jest przedstawiony na rys. 1. Baza projekcyjna budowa-
na jest na podstawie zatozenia, ze funkcje przenoszenia
problemu oryginalnego i modelu zredukowanego, jak
réwniez ich momenty (czyli pochodne wzgledem czesto-
tliwosci do zadanego rzedu) sa dopasowane w wybra-
nych czestotliwosciach. Dzigki temu powstaje uklad
réwnan o drastycznie mniejszej liczbie zmiennych, zwa-
ny modelem zredukowanym. Pozwala on na uzyskanie
rozwigzania w znacznie krotszym czasie, z wykorzysta-
niem mniejszych zasoboéw pamigci operacyjnej. Kosztem
redukcji jest ograniczenie pasma czestotliwosci, w kto-
rym model zredukowany odpowiada oryginalnemu mo-
delowi.

W niniejszym artykule przedstawiono nowatorska
metode redukcji rzedu modelu, przeznaczong do stoso-
wania w wybranych podobszarach dziedziny oblicze-
niowej MES.

2. LOKALNA REDUKCJA RZEDU MODE-
LU W METODZIE ELEMENTOW SKON-
CZONYCH

Redukcja rzedu modelu jest skutecznym narzg-
dziem w przySpieszaniu analizy elektromagnetycznej
metodg elementow skonczonych, jednak dla uktadow
réwnan o bardzo duzej liczbie niewiadomych, redukcja
globalna (przeprowadzana dla catej dziedziny oblicze-
niowej) staje si¢ nieefektywna, poniewaz wymaga fakto-
ryzacji calej macierzy systemowej A uktadu réwnan
MES:

Ax=Db, 1)

gdzie x jest wektorem rozwigzania, a b jest wektorem
pobudzen [1-2]. W tym przypadku bardziej optacalna
jest redukcja lokalna.
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Rys. 2. Obszar Q podzielony na podobszary Q; i
0, za pomocg granicy S.

Proces lokalnej redukcji rzedu modelu rozpoczyna
si¢ od podziatu dziedziny obliczeniowej na wiele podob-
szarobw (Rys. 2 przedstawia wydzielenie z dziedziny
obliczeniowej pojedynczego podobszaru). W wyniku tej
operacji macierz systemowa, wektor pobudzenia i wek-

tor rozwigzania sg podzielone na bloki odpowiadajace
wydzielonym podobszarom. Nastepnie uklady réwnan
zwigzane z podobszarami sg poddawane procesowi re-
dukcji niezaleznie. W wyniku projekcji duze i rzadkie
macierze MES (zwigzane z wydzielonymi podprzestrze-
niami) sg zastgpowane przez mate i ggste macierze, ktore
z bardzo duzg doktadnoscig opisuja wiasnosci elektro-
magnetyczne podobszaréw struktury. Nosza one nazwe
makromodeli. Makromodele sg szczegdlnie atrakcyjne w
analizie podobszarow dziedziny obliczeniowej zawiera-
jacych mate elementy o skomplikowanej geometrii lub
takich, w ktorych obserwuje si¢ silng nieliniowo$¢ prze-
strzenng pol, co wymaga stosOwania siatki o duzej ge-
stosci. Przyktady takich podobszarow przedstawione sg
na Rys. 3.

a)

Rys. 3. Przykiady struktur zawierajgcych mate
elementy (zaznaczone na czerwono), ktére wymagajq
drobnego siatkowania, ze wzgledu na duze zaburzenia
pola elektromagnetycznego w ich otoczeniu. a) prze-
stony indukcyjne, b) niecigglos¢ strojgca.

Podejscie to znacznie przyspiesza proces redukcji i
zmniejsza wymagania odnos$nie pamigeci RAM, ponie-
waz faktoryzacji sg poddawane bloki macierzy o znacz-
nie mniejszych rozmiarach w por6wnaniu z macierza
systemowa. Dodatkowym czynnikiem przyspieszajacym
redukcje jest mozliwo$¢ stosowania znacznie nizszych
rzedow redukcji. Ponadto, lokalna redukcja pozwala na
klonowanie makromodeli w przypadku wystgpowania w
dziedzinie obliczeniowej podobszaréw o identycznej
geometrii. Zwielokrotnione makromodele moga by¢
nastepnie grupowane i poddawane ponownej redukcji w
procedurze redukcji wielopoziomowej. Temat ten jest
szerzej omowiony w publikacji [8].

Szczegotowy opis metody implementacji makro-
modeli w MES mozna znalez¢ w [7]. Bazuje on na algo-
rytmie SAPOR (ang. Second-Order Arnoldi Method for
Passive Order Reduction [9]), w ktéorym kolejne momen-
ty oryginalnej funkcji przenoszenia obliczane sa niejaw-
nie, tworzac ortogonalng podprzestrzen Krytowa.

3. KOMPRESJA LICZBY NIEWIADOMYCH
NA GRANICACH MAKROMODELI

O rozmiarze makromodelu powstatego w wyniku
redukcji decyduja dwa czynniki: rzad redukcji g (patrz -
[7]) oraz liczba niewiadomych opisujacych rozktad pola
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elektrycznego na granicy makromodelu: ns. Makromodel
jest gesta macierza o rozmiarach rx r, gdzie:

r=2-¢-ns. (2)

W przypadku trojwymiarowego sformutowania MES z
funkcjami bazowymi wyzszego rzedu liczba niewiado-
mych na granicy S moze siggna¢ kilkuset lub kilku tysie-
cy, zaleznie od gestosci siatki i rozmiarow wydzielonego
podobszaru. W praktycznych zastosowaniach lokalnej
redukcji dotyczacych szerokopasmowej analizy zlozo-
nych struktur, rzad q przyjmuje zazwyczaj warto$¢ ok. 5-
10.

Duze warto$ci q i ns prowadza do znacznego wy-
dluzenia czasu redukcji i rozwigzywania wynikowego
uktadu réwnan. Ponadto, kiedy w procesie redukcji po-
wstaje wiele makromodeli o duzych rozmiarach, zaczy-
najg one zajmowac znaczaca ilo$¢ pamieci operacyjnej,
poniewaz sa przechowywane jako macierze geste.

Z tych wzgledow konieczne jest zastosowanie tech-
nik, ktore prowadza do ograniczenia r. Warto$¢ rzedu
redukcji g nie moze by¢ zmniejszona, poniewaz prowa-
dzi to do znacznej utraty doktadnos$ci obliczen wykona-
nych za pomoca modelu zredukowanego. Mozliwe jest
natomiast zmniejszenie warto§ci Ng poprzez operacje
zwang kompresjq liczby niewiadomych na granicach
makromodeli [8]. Operacja ta jest wykonywana przed
procesem redukcji i prowadzi do skrocenia czasu reduk-
cji oraz do zmniejszenia rozmiaréw makromodeli. Kosz-
tem tej operacji jest wprowadzenie do analizy bledu
spowodowanego aproksymacjg rozktadu pola na granicy
makromodelu. Operacja ta jest szerzej opisana w artyku-
le [8]. Rys. 4 i Rys. 5 przedstawiajg odpowiednio: przy-
ktadowy podobszar wydzielony z dziedziny obliczenio-
wej za pomoca cylindrycznej powierzchni S i przykta-
dowe funkcje wykorzystane do aproksymacji rozktadu
pola elektrycznego na S.

Rys. 4. Powierzchnia S dzieli dziedzine obliczeniowg

na Q2 (zawierajgcq niecigglosé¢ wraz z otoczeniem,
poddawang procesowi lokalnej redukcji rzedu mode-

lu) i Q1 (pozostaly obszar).

Rys. 5. przykiadowe funkcje wektorowe wykorzystane do

aproksymacji rozktadu pola elektrycznego na granicy S z
Rys. 4.

4. EKSPERYMENTY NUMERYCZNE

W niniejszym punkcie zostang przedstawione wy-
niki analizy numerycznej filtru falowodowego w konfi-
guracji kwadrupletu [10]. Poréwnane beda rezultaty
uzyskane za pomocg nastepujacych metod:

e Standardowe sformutowanie metody elementow
skonczonych (oznaczone jako MES). Wyniki
uzyskane za pomoca MES beda odniesieniem
dla proponowanego algorytmu redukcji rzedu
modelu.

e Sformulowanie zaproponowane w niniejsSzej
pracy, oznaczone jako MES-RRM.

Filtr jest zbudowany z trzech wnek rezonansowych
potaczonych przystonami w postaci krotkich odcinkow
falowodu, przy czym w jednym z rezonatoréw umiesz-
€zono nieciagto$¢ shuzaca do przestrajania filtru. Wy-
miary filtru zaprezentowane sa na rys. 6.

Celem analizy jest wyznaczenie parametrOw roz-
proszenia Si; i Sy dla 401 punktow czestotliwosci w
pasmie 9-14 GHz. Warunki brzegowe analizowanego
problemu stanowig wrota wejSciowe i wyjsciowe (pobu-
dzenie rodzajem TE,) oraz $cianki wykonane z idealne-
go przewodnika (ang. Perfect Electric Conductor - PEC).
W wyniku zastosowania procedury MES powstal uktad
rownan z 764253 niewiadomymi. Czas wyznaczania
referencyjnych charakterystyk rozproszenia to 34161 s.
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Rys. 6. Geometria filtru falowodowego w konfiguracji

kwadrupletu. ry=1mm, r,=2mm,a=115mm, b =

10,5 mm. Wysokosé¢ nieciggtosci wynosi 9 mm. Pozo-
state wymiary filtru sq przedstawione w [10].
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Rys. 7. Charakterystyki filtru w konfiguracji kwadru-
pletu uzyskane za pomocg MES i MES-RRM.

Nastepnic wykonano operacje komresji liczby
niewiadomych na granicach S; — Sg oraz operacje
redukcji lokalnej, ktore trwaty odpowiednio: 56,3 s i
1690,5 s. W efekcie otrzymano uktad rownan o 288
niewiadomych, ktorego rozwigzanie w 401 punktach
czestotliwoscei zajeto 7,15 s. Calkowite przyspieszenie
obliczen dzigki MES-RRM wynosi 19,5, natomiast
stopien redukcji liczby niewiadomych wynosi oK.
2654. Maksymalne wykorzystanie pamieci RAM w
tym przypadku to 5,0 GB (ponad 5 razy mniej w po-
rownaniu z MES). Charakterystyki filtru uzyskane za
pomocg MES i MES-RRM sa przedstawione na rys.
7. Uzyskano duza zgodno$¢ wynikéw w szerokim
pasmie czestotliwos$ci.

5. PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule przedstwiono metod¢ lokal-
nej redukcji rzedu modelu, przeznaczona do przyspie-
szania analizy elektromagnetycznej metoda elementow
skoficzonych. Eksperyment numeryczny potwierdzil, ze
proponowana metoda pozwala na uzyskanie kilkudzie-
sigciokrotnych przyspieszen obliczen. Ponadto, gwaran-
tuje ona niski btad w szerokich pasmach czestotliwosci
oraz znaczne obnizenie zapotrzebowania na pamigé
RAM.
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