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STRESZCZENIE ROZPRAWY

W rozprawie opracowano rodzine 4—weztowych hybrydowo—mieszanych elementow skonczonych w
ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii powtok, w ktorej szostym stopniem swobody jest obrot
owini¢cia. Elementy mieszane i czg$ciowo mieszane sformutowano na podstawie odpowiednio pod-
stawowego i autorsko zmodyfikowanego trojpolowego funkcjonatu Hu—Washizu. W pracy zastoso-
wano oryginalng interpolacj¢ niezaleznych pol niesymetrycznych odksztatcen i uogdlnionych napre-
zen. W zadaniach liniowych oraz nieliniowych zbadano wplyw wariantu interpolacji na uzyskane wy-
niki. Opracowane elementy umozliwiajg zastosowanie duzych przyrostow w obliczeniach i wymagaja
znacznie mniejszej liczby iteracji rownowagi w analizach nieliniowych niz istniejace elementy sfor-
mulowane w 6—parametrowej teorii powtok. Ponadto, zaproponowane elementy charakteryzuja sig
malg wrazliwoscig na efekt blokady. W rozprawie wyznaczono oryginalne réwnania konstytutywne
powlok o funkcyjnej zmienno$ci materialu wzdtuz grubosci w wyniku catkowania po grubosci PSN
Cosseratow. Prawo konstytutywne sformutowano niezaleznie wzglgdem neutralnej i §rodkowej po-
wierzchni odniesienia. W analizach geometrycznie nieliniowych zbadano wpltyw wyktadnika w pra-
wie potegowym oraz stalych osrodka Cosseratow na deformacj¢ powloki. Wptyw wyboru powierzchni

odniesienia zaobserwowano w szczegolnosci w nieliniowej analizie stateczno$ci konstrukeji.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

SUMMARY OF PHD DISSERTATION

A family of hybrid mixed 4-node finite elements were proposed in the framework of a general nonlin-
ear 6—parameter shell theory with the 6th parameter being the drilling degree of freedom. The mixed
and semi-mixed elements were formulated based on basic and modified three field Hu-Washizu func-
tional, respectively. Original interpolation of independent asymmetric strains and stress resultants was
used in dissertation. The influence of interpolation variant on the results was investigated in linear and
nonlinear benchmark problems. The hybrid mixed elements allow for large load steps in computations
and require significantly less equilibrium iterations in nonlinear analyses than existing elements for-
mulated in 6—parameter shell theory. Moreover, the proposed elements are characterized by low sensi-
tivity to the locking effect. The original constitutive equations for shells made of functionally graded
material were derived by through—the—thickness integration of the Cosserat plane stress equations. The
constitutive law was formulated independently with respect to the neutral physical surface and the
middle reference surface. The influence of the power—law exponent and Cosserat parameters on shell
deformation was evaluated in geometrically nonlinear analyses. The influence of choice of the refer-

ence surface is observed especially in nonlinear stability analysis.
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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN | SKROTOW

Oznaczenia

® — iloczyn tensorowy wektorow

X —iloczyn wektorowy wektorow

. —iloczyn skalarny wektorow, tensorow

= — 3—wymiarowa wektorowa przestrzen euklidesowa

SO(3) — grupa obrotow wilasciwych, tensorow ortogonalnych

s0(3) — przestrzen tensoréw skosnie symetrycznych

O, 04 — wspolezynnik korekcyjny $cinania, wspotczynnik owinigcia

Eupr €, — sktadowe membranowe i Scinania poprzecznego wektora odksztatcen

¢ — wspotrzgdna w kierunku normalnym do powierzchni odniesienia powtoki
Co — odleglo$¢ miedzy powierzchnig neutralng i powierzchnig srodkowa

Kupy K, — sktadowe zgigciowe i owinigcia wektora krzywizn

A — mnoznik obcigzenia

e — obszar elementu wzorcowego w dwuwymiarowej przestrzeni liczb rzeczywistych
11, — obszar elementu skonczonego w przestrzeni E*

@x+ ¢y, ¢, —Kkaty obrotu [rad] w uktadzie kartezjanskim X, y,

0o — elementowy wektor parametréw opisujacych interpolacje uogolnionych naprezen
B — elementowy wektor parametréw opisujacych interpolacje niezaleznych odksztalcen
&5, Ky — wektor odksztatcen membranowych i poprzecznych, wektor krzywizn

£=(g;, x5) — wektor uogolnionych niezaleznych odksztatcei

g(u) — wektor uogodlnionych odksztatcen obliczonych na podstawie przemieszczen
= (C e 2) — wspotrzedne krzywiznowe na powierzchni odniesienia powtoki

&=(&.&,) — wspolrzedne naturalne w elemencie standardowym

&8 =(&,&) - skorygowane wspotrzedne naturalne w elemencie standardowym

& =(§f ,é; ) — wspbtrzedne skosne lub skorygowane wspotrzedne naturalne

D(e 5K ﬂ) — funkcja powierzchniowej gestosci energii odksztatcenia

AY, Ay —przyrost tensora obrotu, przyrost wektora obrotu

hg — grubos$¢ powtoki
j — jakobian, wyznacznik z macierzy Jacobiego
Jo — jakobian obliczony w $rodku elementu

| — dhugos¢ charakterystyczna o$rodka Cosseratow

n — wyktadnik w prawie potegowym

u,v,w — translacje w ukladzie kartezjanskim X, y, z

v — wspotezynnik Poissona

Xor Ys — wspotrzedne skosne w elemencie standardowym

Braum — sztywno$¢ sprzegajaca stan membranowy i zgigciowy
C — sztywno$¢ membranowa powtoki

Crem — sztywno$¢ membranowa powtoki FGM

D — sztywnos¢ powtoki na zginanie

Drom — sztywno$¢ powtoki FGM na zginanie

E, G — modut Younga, modut Kirchhoffa

J 2/} — sktadowe macierzy Jacobiego obliczonej w $rodku elementu skonczonego
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2 Wykaz wazniejszych oznaczen i skrotow

MY M* — sktadowe zgieciowe 1 owinigcia wektora uogdlnionych napr¢zen
N — stata osrodka Cosseratow (ang. Cosserat coupling number)
Niter, Nirok — catkowita liczba iteracji i krokéw obliczeniowych w analizie nieliniowej
N% Q“ — sktadowe membranowe i tngce wektora uogolnionych napre¢zen
\Y, — potencjat obcigzenia zewngtrznego
Ve, Vin — zawarto$¢ materiatu ceramicznego i metalu w warstwie powloki FGM
W — funkcjonat zasady wariacyjnej Hu-Washizu
SW, 6°W — pierwsza i druga wariacja funkcjonatu Hu-Washizu
01, 02 — wektory bazowe dla wspotrzgdnych naturalnych
p :( f, C) — wektor powierzchniowego obcigzenia zewngtrznego
Aee) — elementowy wektor uogolnionych przemieszczen
r — elementowy wektor sit wewnetrznych
S= (nﬂ , m? ) — wektor uogdlnionych niezaleznych naprezen
s'= ( n,m ) — wektor obcigzenia brzegowego
ts , té’ — wektory bazy ortogonalnej w konfiguracji odniesienia
t,, t, — wektory bazy ortogonalnej w konfiguracji zdeformowanej
u — wektor przemieszczen translacyjnych w przestrzeni euklidesowej
u= (u, Q) — wektor rzeczywistych, uogoélnionych przemieszczen powtoki
W= (V, W) — wektor wirtualnych uogdélnionych przemieszczen powltoki
X — wektor wodzacy powierzchni podstawowej W konfiguracji odniesienia
y — wektor wodzacy powierzchni podstawowej w konfiguracji zdeformowanej
B(u) — macierzowy operator przemieszczenie—odksztatcenie
C — macierz konstytutywna
Kffq) , Kﬁfa) , K(ﬁeﬂ) — macierze elementowe zwiazane z niezaleznymi odksztalceniami i naprezeniami
KE — macierz geometryczna
K& KE — styczna macierz sztywnosci elementu mieszanego i czg§ciowo mieszanego
L(&) — elementowa macierz funkcji ksztattu
M(x), N(x) — tensor momentow przekrojowych, tensor sit przekrojowych
N, — macierz interpolacyjna wzbogaconych odksztatcen we wspotrzednych naturalnych
P, P, — macierze opisujace interpolacje pierwszej i drugiej czes$ci odksztatcen
Q — ortogonalny tensor obrotu
S — macierz interpolacyjna niezaleznych uogoélnionych naprezen
T, TSO — macierze transformacji niezaleznych odksztatcen
Tf , TB — macierze transformacji niezaleznych uogélnionych napre¢zen
()p= ST(Z — pochodna czastkowa po wspotrzednych fizycznych
o(. . .
@) | = 0[_“ — pochodna kowariantna po wspotrzgdnych fizycznych
Skroty
ANS — koncepcja dwustopniowe;j interpolacji odksztatcen (ang. Assumed Natural Strain)
EAS — koncepcja wzbogaconych odksztatcen (ang. Enhanced Assumed Strain)
FGM — materiaty o funkcyjnej zmienno$ci materiatu wzdtuz grubosci
MES — metoda elementéw skonczonych
MOC — mechanika o$rodkow ciagtych
PSN — ptaski stan naprezen
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Rozdziat 1
WSTEP

1.1. Efekt blokady w powlokowych elementach skonczonych

1.1.1. Charakterystyka zjawiska blokady

W komercyjnych programach metody elementéw skonczonych (MES) do modelowania konstruk-
cji powlokowych wykorzystuje si¢ przemieszczeniowe elementy skonczone niskiego rzedu: 4-—
weztowe lub 3—weztowe. Pod pojeciem elementow niskiego rzedu rozumie si¢ elementy, w ktorych
zastosowano liniowe funkcje ksztaltu, najczesciej w postaci wielomianow typu Lagrange’a. W litera-
turze (zob. np. [384]) wykazano, ze w przypadku Lagrange’owskich elementow powlokowych o nxn
weztach wymagany rzad catkowania kwadraturg Gaussa—Legendre’a (zob. Dodatek C.1) wynosi nxn
punktow catkowania. Ten rodzaj catkowania okresla si¢ jako catkowanie petne (ang. full integration,
FI). W wigkszosci programéow MES (np. Robot Structural Analysis Professional, SOFISTiK AG)
uzytkownik ma do dyspozycji tylko jeden rodzaj elementu powlokowego o pelnym catkowaniu macie-
rzy elementowych. Wybor typu elementu powlokowego i dostep do elementéw wyzszego rzedu jest
mozliwy tylko w niektorych specjalistycznych systemach obliczeniowych (np. Abaqus, Ansys, MSC
Nastran). Jednak ze wzgledu na czas obliczen oraz prostote sformutowania w tych programach row-
niez w zdecydowanej wiekszosci analiz wykorzystuje si¢ przemieszczeniowe elementy niskiego rze-
du. Zastosowanie tych elementéw wraz z reguta pelnego catkowania numerycznego (baza 2x2 punk-
tow catkowania w elementach 4—wezlowych) moze doprowadzi¢ jednak do znacznego niedoszacowa-
nia warto$ci przemieszczen i odksztalcen uzyskanych w obliczeniach MES. Efekt ten ma charakter
numeryczny, gdyz pojawia si¢ tylko w rozwigzaniu MES i jest okre§lany jako przesztywnienie, za-
kleszczenie, zjawisko blokady (ang. locking effect). Ponizej na podstawie prac [8, 26, 371] opisano
podstawowe typy efektu blokady, wystepujace w analizie konstrukcji powtokowych.

Blokada $cinania (ang. shear locking) wynika z niemoznosci zaprezentowania przez elementy ni-
skiego rzedu deformacji, w ktorej znikaja poprzeczne odksztalcenia postaciowe. W konsekwencji
W stanie czystego zginania pojawiajg si¢ niemajgce fizycznego uzasadnienia odksztatcenia poprzeczne
od $cinania. Sposob powstawania tych fatszywych form odksztatcen w elementach belkowych opisano
m.in. w pracach [26, 322, 367]. W przypadku cienkich powtok sztywno$¢ na $cinanie poprzeczne jest
zwykle znaczaco wicksza od sztywno$ci na zginanie. W zwigzku z tym falszywe odksztalcenia posta-
ciowe moga absorbowa¢ bardzo duzg czgs¢ energii obcigzen zewnetrznych, powodujac znaczace prze-
sztywnienie deformacji powloki. W blokadzie $cinania efekt zakleszczenia maleje wraz z zageszcza-
niem siatki elementow skonczonych (ES) i obserwuje si¢ bardzo powolng zbieznos¢ rozwigzan uzy-
skanych za pomocg elementdéw niskiego rzedu do poprawnego rozwigzania.

Blokada membranowa (ang. membrane locking) jest spowodowana brakiem mozliwosci zapre-
zentowania przez niektore elementy powlokowe nierozciagliwych postaci deformacji. Podczas gdy
rzeczywiste powltoki mozna z tatwos$cig zgina¢ bez jednoczesnego ich rozciggania badz $ciskania.
W przypadku konstrukcji powtokowych sztywno$¢ na zginanie jest znaczaco mniejsza od sztywnosci
membranowej. W zwigzku z tym, gdy w elementach powlokowych w trakcie czystego zginania poja-
wiaja si¢ niezerowe odksztalcenia membranowe, to duza cze$¢ energii obcigzen zewngtrznych jest
niepoprawnie dystrybuowana do energii zwigzanej z fikcyjng membranowg postacia deformacji.
W konsekwencji w blokadzie membranowej, podobnie jak w blokadzie §cinania, obserwuje si¢ zna-
czace niedoszacowanie wartosci przemieszczen i odksztatcen. Efekt ten odgrywa szczegdlng role
w analizie statecznos$ci, gdyz wiele postaci wyboczeniowych jest zwigzanych z nierozciagliwg lub
prawie nierozciagliwg postacig deformacji. Zjawisko blokady membranowej nie wystepuje w ptaskich
4—weztowych elementach powtokowych, zob. [26]. Zatem na efekt ten sa w szczegolnosci wrazliwe
konstrukcje powtokowe, w ktorych ksztatt geometrii wymusza zastosowanie nieptaskich elementow
oraz w ktorych elementy w wyniku deformacji zostaja zwichrowane (ang. warped). Efekt zakleszcze-
nia maleje wraz z zageszczaniem dyskretyzacji.

W teoriach powtok, w ktérych uwzglednia si¢ zmiang grubosci powlok oraz stosuje trojwymiaro-
we zwiagzki konstytutywne wystepuje rowniez efekt Poisson thickness locking [32]. Efekt ten wynika
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ze sprzezenia, przy niezerowym wspolczynniku Poissona, odksztalcen membranowych z odksztalce-
niami poprzecznymi, co powoduje powstanie fikcyjnych naprezen $cinania poprzecznego. Ten rodzaj
zjawiska blokady nie zalezy od gestosci przyjetej dyskretyzacji, podobnie jak efekt volumetric locking
w trojwymiarowych elementach skonczonych w zagadnieniach bliskich niescisliwosci. W ramach 7—
parametrowej teorii powlok w przypadku zastosowania rzadkiej siatki ES dla silnie zakrzywionych
powlok zaobserwowano réwniez zjawisko curvature thickness locking, zob. np. [32].

1.1.2. Sposoby unikniecia efektu blokady

Zjawisko blokady, opisane w poprzednim podrozdziale, wystgpuje gldwnie w elementach powto-
kowych niskiego rzedu, w ktorych zastosowano regute pelnego catkowania. Reguta ta pozwala wy-
znaczy¢ doktadng wartos¢ funkcji podcatkowej, jednak powoduje efekt blokady. W zwigzku z tym w
celu uniknigcia tego efektu w niektorych metodach stosuje si¢ inng technike catkowania numeryczne-
go. Przegladu metod stosowanych do zminimalizowania zjawiska blokady w rozwigzaniach MES do-
konano m.in. w pracach [8, 128, 312, 370]. Ponizej opisano najczesciej stosowane techniki w przy-
padku elementéw powtokowych.

Jedna z najprostszych i najstarszych metod stuzacych do unikniecia efektu blokady jest catkowa-
nie jednolicie zredukowane (ang. uniform reduced integration, URI), zaproponowane réwnolegle
w pracach [245, 385]. W technice tej stosuje si¢ nizszy rzad catkowania numerycznego niz w regule
catkowania pelnego. Zabieg ten pozwala wyeliminowa¢ z pol przemieszczen sktadowe wielomianow
interpolacyjnych wyzszego rzedu odpowiedzialne za efekt blokady. Metoda ta bardzo skutecznie usu-
wa zjawisko blokady z rozwigzan MES, jednak niestety wprowadza jednoczes$nie do niego fatszywe
formy deformacji, tzw. postacie pasozytnicze lub zero—energetyczne (ang. spurious zero—energy mo-
des). Wystepowanie tych postaci jest zwigzane z pojawieniem si¢ w macierzy sztywnosci dodatko-
wych, nieuzasadnionych fizycznie, zerowych wartosci wlasnych. Warto$ciom tym odpowiadajg wek-
tory wilasne opisujace posta¢ deformacji, ktora jednak zwigzana jest z niezerowymi odksztatceniami.
Podczas gdy wektorom wiasnym opisujacym ruch sztywny odpowiadaja zerowe odksztatcenia.
W zwiazku z mozliwo$cig pojawienia si¢ form pasozytniczych konieczna jest kontrola ich wystepo-
wania. W celu ustabilizowania postaci zero—energetycznych stosuje si¢ rozne techniki stabilizacji ki-
nematyki elementu, zob. np. [26]. Poczatkowo technike catkowania zredukowanego traktowano jako
,trick” numeryczny, ze wzgledu na brak podstaw teoretycznych. Oryginalng probe uzasadnienia tej
techniki podjeto w przypadku elementu belkowego w pracy [189].

W technice selektywnie zredukowanego catkowania (ang. selective reduced integration, SRI)
cze$¢ macierzy sztywnos$ci, odpowiadajgca np. za zginanie, jest catkowana w sposob $cisty (FI), pod-
czas gdy pozostata cz¢$¢ macierzy jest catkowana w sposob zredukowany (RI). Najczesciej kwadratu-
re zredukowana stosuje sie¢ do cze$ci macierzy sztywno$ci odpowiedzialnych za stan membranowy i
stan $Scinania poprzecznego, ktore najbardziej narazone sa na efekt blokady. W przypadku techniki
SRI, podobnie jak w technice RI, mogg pojawi¢ si¢ pasozytnicze formy deformacji. Ponadto, w przy-
padku skomplikowanych zwigzkow konstytutywnych rozdzielenie cztonéw odpowiedzialnych za np.
zginanie i stan membranowy moze by¢ klopotliwe. Elementy powlokowe z calkowaniem zredukowa-
nym i/lub czgsciowo zredukowanym sformutowano m.in. w pracach [27, 48, 62, 136, 164, 368].

W celu zwigkszenia doktadnosci elementow niskiego rzedu w pracy [359] zaproponowano doda-
nie do pola przemieszczen dwoch niezgodnych postaci (ang. incompatible modes) deformacji opisuja-
cych efekt zginania w plaszczyznie elementu. Parametry okreslajace dodatkowe postacie deformacji
przyjmowano niezaleznie w obrebie kazdego ES, dlatego mogty by¢ statycznie kondensowane na po-
ziomie elementu. Koncepcja ta data poczatek tzw. niedostosowanym elementom skonczonym (ang.
non—conforming elements). W celu spetnienia testu laty przez elementy skonczone (sformutowane w
[359]) o dowolnym ksztatcie zaproponowano w pracy [334] modyfikacje tych elementow. Modyfika-
cja ta polegata na okresleniu sktadowych macierzy Jacobiego w $rodku elementu skonczonego pod-
czas interpolacji niezgodnych postaci deformacji. Ze wzglgdu na to, ze metoda niezgodnych postaci
nie wynikata wprost ze sformutowania wariacyjnego, to przez wiele lat nie miata podstaw teoretycz-
nych. Doczekalta si¢ ich dopiero w pracy [309], w ktorej pokazano, ze metoda ta powinna by¢ interpre-
towana raczej jako wzbogacenie odksztatcen, a nie przemieszczen. W pracy [309] sformutowano w
ten sposob podejscie tzw. wzbogaconych odksztatcen (ang. enhanced assumed strain, EAS). W meto-
dzie tej standardowe, zgodne pole odksztalcen wzbogaca si¢ na poziomie elementu o pewne zatozone
pole, ktore nie musi spetnia¢ warunkéw cigglosci na brzegach elementu. Z tego powodu parametry po-
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la wzbogacajacego odksztatcenia moga by¢ statycznie kondensowane na poziomie elementu. Sformu-
towanie EAS zostato rozwinigte w pracy [305] i zastosowane do analiz w zakresie geometrycznie nie-
liniowym. W pracy [375] zwrdcono uwage na problem postaci zero—energetycznych pojawiajacych si¢
w przypadku duzych odksztalcen Sciskajacych. Dziatania podjgte w celu wyeliminowania form paso-
zytniczych w elementach EAS podsumowano w pracach [15, 127]. Technik¢ EAS zastosowano tylko
do odksztatcen membranowych w elementach powtokowych zaproponowanych w pracach [10, 28, 98,
369]. Tymczasem w [48, 153, 293, 296, 370] sformutowanie wzbogacone uzyto do sktadowych mem-
branowych i poprzecznych tensora odksztatcen. Podejscie EAS do wszystkich sktadowych tensora od-
ksztatcen zastosowano m.in. w pracach [56, 117]. Modyfikacje funkcji ksztattu zapewniajaca lepsza
doktadno$¢ w przypadku siatek z dystorsja zaproponowano w [37]. W pracy [305] sformutowano kon-
cepcje tzw. wzbogaconego gradientu deformacji (ang. enhanced assumed displacement gradient,
EADG), ktora jest bardziej zwigzana z metoda niezgodnych postaci niz technika EAS. W koncepcji tej
standardowy gradient deformacji zostaje wzbogacony odpowiednio skonstruowang macierza. Metodg
wzbogaconego gradientu deformacji zastosowano m.in. w pracach [361, 367].

Poczatkow techniki zatozonych odksztatcen (ang. assumed natural strain, ANS) mozna upatry-
waé w pracach [165, 212]. Jednak podejscie ANS, okreslane takze jako dwustopniowa interpolacja
odksztatcen (zob. np. [67]), w powszechnie znanej formie zostato sformutowane dla 4—weztowego
elementu powlokowego w pracach [23, 97], a dla elementéw wyzszego rzedu w [22, 159]. Podejscie
ANS pozwala skutecznie zminimalizowa¢ wptyw blokady $cinania na rozwigzania MES. W ramach
dwustopniowej interpolacji odksztalcen, najpierw na podstawie przemieszczen weztowych oblicza si¢
za pomocg standardowych funkcji ksztattu odksztatcenia w punktach pomiarowych (ang. sample po-
ints), okreslonych w bazie naturalnej elementu. W drugim etapie wartosci odksztatcen w punktach
calkowania Gaussa-Legendre’a wyznacza si¢ za pomocg specjalnych funkcji interpolacyjnych na pod-
stawie wartosci odksztatcen z punktow pomiarowych. Bardzo podobna procedure stosuje si¢ do opera-
tora przemieszczenie—odksztatcenie. Podejscie ANS jest bardzo czesto stosowane w elementach po-
wlokowych do wyznaczania odksztalcen §cinania poprzecznego, poniewaz jest dos¢ proste w imple-
mentacji oraz nie wymaga zalozenia dodatkowych parametréw na poziomie elementu. Elementy
MITCn wykorzystujace technike dwustopniowej interpolacji odksztatcen sa wcigz rozwijane, zob. np.
prace [24, 179, 183]. W pracach [158, 187] koncepcje ANS zastosowano zardwno do membranowych
jak i poprzecznych sktadowych tensora odksztalcen. W ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii po-
wlok podejscie to wykorzystano w pracy [62] do sformutowania elementéw ASCe4 i ASCe9, ktore
przetestowano nastepnie szerzej w [67]. W pracy [32] zwrocono uwagg, ze zastosowanie podejscia
dwustopniowej interpolacji do sktadowych membranowych tensora odksztatcen sprawia, ze elementy
sa bardziej wrazliwe na dystorsje podziatu. Oryginalne potgczenie podejscia dwustopniowej interpola-
cji z technikg catkowania zredukowanego w przypadku elementow 9—weztowych zaproponowano w
pracach [239, 240]. Podejscie ANS zastosowano w interpolacji wszystkich sktadowych tensora od-
ksztatcen w pracy [196], w ktorej sformutowano rodzing elementow powtokowych z pigcioma stop-
niami swobody w ramach koncepcji §cistej geometrii (ang. exact geometry).

Jedna z najprostszych metod uniknigcia efektu blokady, charakterystycznego dla elementow
skonczonych niskiego rzgdu, jest zastosowanie w obliczeniach elementéw przemieszczeniowych wyz-
szego rzedu. W ramach rozwazanej w rozprawie nieliniowej 6—parametrowe;j teorii powtok w pracach
[62, 67] pokazano, ze w przypadku 16—weztowych elementéw powltokowych efekt blokady praktycz-
nie nie wystepuje. W zwigzku z tym rozwigzania uzyskane za pomoca tych elementoéw zostang uzyte
jako podstawowe rozwigzania odniesienia w rozdziale siodmym rozprawy. Podstawowa wada elemen-
tow wyzszego rzedu jest znaczace wydluzenie czasu obliczen wzgledem elementéw 4—weztowych.

W celu sformulowania elementow przemieszczeniowych wolnych od zjawiska blokady w pracy
[176] zaproponowano koncepcje fizycznych funkcji ksztattu. W ramach tego podejscia do sformuto-
wania funkcji ksztaltu stosuje si¢ pola przemieszczen otrzymane w wyniku rozwigzania uktadow row-
nan rézniczkowych. W ten sposob elementy powtokowe sa formutowane dla konkretnego typu geo-
metrii i z tego powodu nie moga by¢ stosowane w przypadku konstrukcji powtokowych o dowolnej
geometrii. W celu ominigcia tego podstawowego ograniczenia podejscia fizycznych funkceji ksztattu w
pracy [130] zaproponowano uzycie funkcji NURBS podczas transformacji geometrii elementu. Kon-
cepcje fizycznych funkcji ksztattu zastosowano rowniez m.in. w pracach [129, 131].

Do tej pory opisano rozne metody poprawiania elementéw przemieszczeniowych niskiego rzgdu.
W zwiazku z zaobserwowanymi wadami elementéw przemieszczeniowych w literaturze jako alterna-
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tywe zaproponowano elementy hybrydowo—mieszane. Elementy te sg formutowane na podstawie wie-
lopolowych zasad wariacyjnych i pozwalaja znaczaco zminimalizowa¢ efekt blokady. Przegladu i opi-
su opracowanych elementéw hybrydowo—mieszanych dokonano w kolejnym podrozdziale.

1.2. Hybrydowo—-mieszane elementy skonczone

W 1964 roku w pracy [247] sformutowano na podstawie zasady zachowania energii komplemen-
tarnej element hybrydowy z zaloZzonym polem naprgzen i polem przemieszczen kompatybilnym z za-
danymi przemieszczeniami na brzegu elementu. Element ten zapoczatkowal koncepcje opracowywa-
nia elementow skonczonych na podstawie wielopolowych zasad wariacyjnych. W ten sposéb formu-
towanych elementach hybrydowo—mieszanych poza polem przemieszczen jako niezalezne przyjmo-
wano rowniez pole naprezen i/lub pole odksztatcen. W pracy przegladowej [251] pokazano, ze odpo-
wiednio zdefiniowane elementy hybrydowo-mieszane charakteryzuja si¢ duza doktadnoscia, efektyw-
noscig obliczeniowa oraz pozwalaja znaczaco zminimalizowa¢ zjawisko blokady w elementach skon-
czonych niskiego rzgdu. Rozne obszary zastosowan elementow hybrydowo—mieszanych opisano m.in.
w ksiazce [255].

Wraz z intensywnym rozwojem koncepcji tworzenia elementow na podstawie wielopolowych za-
sad wariacyjnych w literaturze proponowano rézne metody ich klasyfikacji [251]. W pracy [246] za-
proponowano, aby okre§lenia mieszane uzywac¢ do elementéw formutowanych na podstawie wielopo-
lowych zasad wariacyjnych, a okreslenia hybrydowe do elementow, w ktérych za pomocg mnoznikéw
Lagrange’a wymuszono warunki zgodnosci pdl na brzegach migdzy elementami. Jednak ze wzgledu
na to, ze w przypadku niektorych elementéw klasyfikacja ta byta niejednoznaczna, w pracy [250] za-
sugerowano stosowa¢ termin hybrydowo/mieszane do wszystkich nieklasycznych sformutowan ele-
mentow skonczonych. Podczas konferencji w Atlancie Gallagher zaproponowat alternatywng metode
klasyfikacji elementéw opracowanych na podstawie wielopolowych zasad wariacyjnych. Zgodnie z tg
koncepcja okreslenia hybrydowe nalezy uzywac do elementow, w przypadku ktorych w wyniku sta-
tycznej kondensacji w globalnym réwnaniu macierzowym jedynymi niewiadomymi sa weztowe
przemieszczenia [251]. Natomiast termin mieszane zgodnie z tg klasyfikacjg powinno si¢ stosowac,
gdy w globalnym réwnaniu macierzowym wystepuje wigcej niz jedno pole niewiadomych. Wobec
braku jednej ogodlnie przyjetej metody klasyfikacji elementow sformutowanych na podstawie wielopo-
lowych zasad wariacyjnych, w niniejszej rozprawie zdecydowano zastosowa¢ za pracg [250] termin
hybrydowo-mieszane do calej rodziny opracowanych elementow powlokowych. Taka konwencje
przyjeto rowniez m.in. w pracach [137, 349, 376]. W dalszej czgéci rozprawy w celu rozrdznienia ty-
pow zaproponowanych elementéw powlokowych termin mieszane stosowano do elementéw opraco-
wanych na podstawie zasady wariacyjnej Hu—Washizu, a okre$lenie czesciowo mieszane W stosunku
do elementow, w ktorych sformutowanie hybrydowo—mieszane zastosowano tylko do wybranych
sktadowych tensora odksztalcen i uogolnionych naprezen. Tymczasem w zamieszczonym ponizej
przegladzie elementow hybrydowo—mieszanych uzyto nazw elementéw z cytowanych prac.

Element hybrydowy o zatozonym polu napr¢zen zaproponowany w [247] zastosowano do analizy
plyt Kirchhoffa [248], uniknigcia efektu blokady w prawie niescisliwych materiatach [253] i zminima-
lizowania blokady $cinania w cienkich ptytach [270, 317]. Zastosowanie zasady zachowania energii
komplementarnej do formulowania elementow skonczonych wiaze si¢ jednak z pewnymi ogranicze-
niami, np. problemami ze spetnieniem warunkoéw rownowagi dla zatozonych naprgzen. Z tego powo-
du w pozniejszych pracach (zob. np. [178, 315]) elementy o zalozonym polu napr¢zen opracowywano
gldwnie na podstawie zasady wariacyjnej Hellingera—Reissnera. W tak sformutowanych elementach
hybrydowych warunki rownowagi dla naprezen nie muszg by¢ spelnione w sposéb Scisty, a dla pola
przemieszczen nie jest wymagana cigglos¢ klasy C' na brzegach elementu. Znaczaco utatwia to
przyjmowanie pola zatozonych naprezen w obrebie elementu, co pozwala m.in. na eliminacj¢ postaci
zero—energetycznych [252] oraz konstruowanie elementéw skonczonych o zwigkszonej doktadnosci
[249]. W elementach sformutowanych na podstawie funkcjonatu Hellingera—Reissnera pole prze-
mieszczen jest interpolowane w standardowy sposob, np. za pomocg liniowych funkcji ksztattu, a nie-
zalezne pole naprezen jest kondensowane na poziomie elementu.

Korzystajac z koncepcji niezgodnych postaci deformacji, Pian i Sumihara zaproponowali w pracy
[254] element hybrydowy o zalozonym polu naprezen okreslonym we wspotrzednych naturalnych i
opisanym za pomocg minimalnej liczby pigciu parametréw. Element ten sformutowano w ptaskim
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stanie napr¢zenia, a jego cechg charakterystyczng byta mata wrazliwos¢ na dystorsje podziatu. W pra-
cy [316] zastosowano bogatsza 7-parametrowsg interpolacje pola niezaleznych naprezen, jednak w ten
sposob sformutowany element dawat zbyt sztywna deformacj¢. Modyfikacje elementu Pian—Sumihary
[254] polegajaca na zastosowaniu wspotrzednych skosnych zamiast wspotrzednych naturalnych za-
proponowano w pracy [378]. Wspotrzedne skosne zastosowano rowniez w pracy [364], w ktorej po-
kazano, ze przyjecie 7-parametrowej interpolacji pola zatozonych naprezen wraz z koncepcjag wzbo-
gaconego gradientu deformacji daje taka samg doktadno$¢ jak interpolacja 5—parametrowa. Podejscie
zatozonych naprezen zastosowano w elemencie powlokowym opisanym w pracach [306, 307] do
sktadowych membranowych i zgieciowych tensora uogélnionych naprezen. W elemencie tym do in-
terpolacji odksztatcen $cinania poprzecznego uzyto koncepcji ANS. Element hybrydowy o zoptymali-
zowanym polu zatozonych naprg¢zen opisano w [379]. W pracy [33] pokazano, ze mozliwe jest zapro-
ponowanie elementéw hybrydowych o zatozonym polu naprezen, ktére daja takie same wyniki jak
elementy sformutowane zgodnie z koncepcja EAS. Natomiast w pracy [135] na podstawie zasady wa-
riacyjnej Hellingera—Reissnera sformutowano element powlokowy, w ktorym zastosowano bardzo
szybka metode okreslania macierzy sztywnosci dzigki analitycznemu wyznaczeniu pewnych macierzy.

Powlokowe i ptytowe elementy hybrydowe o zatozonym polu odksztalcen zaproponowano w
[204] i nastepnie rozwinigto w pracach [205, 206, 278]. Elementy te sformulowano na podstawie
zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hellingera—Reissnera, w ktorej jako niezalezne przyj¢to pole od-
ksztatcen oraz pole przemieszczen. W elementach o zatozonym polu odksztatcen, podobnie jak w
elementach o zatozonym polu naprezen, pole przemieszczen jest interpolowane w standardowy spo-
sOb, a pole odksztatcen jest kondensowane na poziomie elementu. W pracy [50] sformutowano hybry-
dowy element o zatozonych odksztalceniach na podstawie dwupolowej zmodyfikowanej zasady wa-
riacyjnej Hu-Washizu. Za pomoca tego elementu analizowano drgania wtasne [51] i rozktad naprezen
na grubos$ci powtoki [50] w przypadku powtok z laminatow kompozytowych.

Elementy hybrydowo—mieszane mogg by¢ rowniez formutowane na podstawie trojpolowej zasady
wariacyjnej Hu—Washizu. W tego typu elementach oprocz pola przemieszczen zaktada si¢ niezalezne
pole odksztatcen i niezalezne pole naprezen. W pracach [157, 376, 383] opisano warunki jakie powin-
ny spetnia¢ te elementy, biorgc pod uwage uniknigcie postaci zero—energetycznych oraz spetnienie te-
stu taty. Hybrydowo—mieszany element ptytowy zaproponowano w pracy [358]. Czterowgztowy ele-
ment w plaskim stanie napr¢zenia/odksztatcenia opracowano w [267]. Element ten sformutowano na
podstawie zmodyfikowanego funkcjonatu Hu-Washizu, do ktérego dodano pole wzbogacajace nieza-
lezne odksztatcenia. W liniowych i nieliniowych zadaniach testowych pokazano duza doktadnos¢ za-
proponowanego elementu. Jego modyfikacje polegajaca na zastosowaniu w elemencie szczeg6lnej po-
staci operatora macierzowego przemieszczenie—odksztatcenie (zob. [162, 163]) zaproponowano w
pracy [268]. W ten sposob sformutowany element charakteryzowat sie wigkszg efektywnoS$cig obli-
czeniowa dzigki diagonalnej strukturze macierzy. W kolejnej pracy [266] zamiast wspotrzednych na-
turalnych w interpolacji niezaleznych odksztatcen i naprezen zastosowano skorygowane wspotrzedne
zgodnie z koncepcja zaproponowang w [334]. W pracy [57] pokazano, ze elementy brytowe o zatozo-
nym polu napregzen i odksztalcen charakteryzuja si¢ doskonata efektywnoscia obliczeniowa, duza do-
ktadno$cia oraz matg wrazliwoscia na dystorsje siatki ES.

Efektywny 4-weztowy element powlokowy sformutowany na podstawie trojpolowej zasady wa-
riacyjnej Hu-Washizu zaproponowano w pracy [349]. Jego zastosowanie w analizach nieliniowych,
sprezysto—plastycznych umozliwito uzycie duzych przyrostow obcigzenia oraz znaczgco zmniejszyto
liczbe iteracji w poréwnaniu do elementu o wzbogaconym polu odksztatcen. W kolejnej pracy [137]
dodano do pola niezaleznych odksztatcen pole wzbogacajace ortogonalne wzgledem pola niezalez-
nych uogdlnionych naprezen. Opracowany element zastosowano do analiz powtok z laminatéw kom-
pozytowych, w ktorych pokazano duza doktadnos$¢ oraz mala wrazliwos¢ elementu na dystorsje siatki
ES. Natomiast w pracy [182] sformutowano efektywny element hybrydowo—mieszany uwzgledniajacy
odksztalcenia na grubosci powloki. W pracach [135, 137, 182] do interpolacji odksztatcen $cinania
poprzecznego zastosowano koncepcje ANS.

W pracy [363] zaproponowano element hybrydowo—mieszany w ptaskim stanie napr¢zenia, w
ktorym do interpolacji niezaleznych pol odksztalcen i naprezen zastosowano wspoétrzedne skosne.
Element ten charakteryzowal si¢ matg wrazliwos$cig na dystorsje podziatu dla zgrubnych siatek ES.
W kolejnej pracy [366] pokazano, ze dla elementow o ubozszej interpolacji pola zatozonych odksztat-
cen kontrawariantna reguta transformacji daje korzystniejsze wyniki niz reguta kowariantna. Rodzing
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czteroweztowych elementow powlokowych opracowanych na podstawie trojpolowej zasady wariacyj-
nej Hu-Washizu opisano w [362, 365]. W sformutowaniu tych elementow uwzgledniono obrot owi-
nigcia metodg mnoznikow Lagrange’a oraz zastosowano wspotrzedne sko$ne w interpolacji niezalez-
nych pol odksztatcen i naprezen, podobnie jak w pracach [363, 366]. Zaproponowane elementy cha-
rakteryzowaty si¢ duza efektywnoscia obliczeniowa oraz bardzo dobrg doktadnoscia.

Cecha charakterystyczng rozwazanej nieliniowej 6—parametrowej teorii powtok sa niesymetrycz-
ne miary odksztatcen i uogélnionych naprezen. Sposob interpolacji niesymetrycznych miar zatozo-
nych napr¢zen po raz pierwszy zaproponowano w pracach [16, 224, 225] dla dwuwymiarowych ele-
mentow skonczonych sformutowanych na podstawie komplementarnych zasad wariacyjnych. Jednak
ze wzgledu na zbyt bogatg interpolacje elementy te dawaty zbyt sztywna odpowiedz w zadaniach te-
stowych. W zwiazku z tym, w pracy [49] zaproponowano trzy oryginalne warianty interpolacji nieza-
leznych naprezen, rdzniace si¢ liczba parametréw opisujacych niesymetryczne sktadowe $cinajace na-
prezen membranowych. W kolejnych pracach [298, 299] przyjeto juz jednak tylko stata interpolacje
dla sktadowych $cinajacych tensora uogoélnionych naprezen. W ramach teorii powtok zdefiniowane;j
na powierzchni Cosseratow sposéob interpolacji sktadowych membranowych i $cinania poprzecznego
niesymetrycznego tensora zatozonych uogélnionych naprg¢zen zaproponowano w pracy [294], w ktorej
elementy 4 i 9-weztowe sformutowano na podstawie zasady wariacyjnej Hellingera-Reissnera.
W przypadku sktadowych $cinajacych wektora uogdlnionych naprezen membranowych interpolacja ta
zawierala wyraz staty oraz wyraz liniowy. W ramach tej samej teorii powlok analogiczna interpolacje
dla zatozonych odksztatcen oraz ortogonalng do niej interpolacje dla wzbogaconych odksztatcen opi-
sano w pracy [295]. Natomiast interpolacje sktadowych $cinajacych naprezen membranowych zawie-
rajacg wyrazy kwadratowe zaproponowano w pracy [124]. W ramach teorii 6-parametrowej kilka wa-
riantow interpolacji dla sktadowych membranowych i poprzecznych tensora wzbogaconych odksztat-
cen zbadano w [370]. Rownowazny element o zatozonych napr¢zeniach zaproponowano w pracy [63].
W opisanych powyzej pracach interpolacj¢ niezaleznych odksztatcen, wzbogaconych odksztalcen i za-
lozonych naprezen zdefiniowano we wspotrzednych naturalnych.

Pomimo tego, Ze etap najintensywniejszego rozwoju hybrydowo-mieszanych elementéw powto-
kowych przypada na lata 80 i 90-te, to wciaz ich formutowanie jest aktualnym problemem badaw-
czym. W pracy przegladowej [52] poswieconej rozwojowi elementéw skonczonych w teorii ptyt Min-
dlina—Reissnera zwrocono uwagg, ze dalsze prace powinny si¢ skupi¢ na zwigkszeniu doktadnosci
elementow niskiego rzedu w podziatach z dystorsjg siatki oraz poprawie modelowania pola napr¢zen
w powtoce. W pracy [300] zaproponowano czteroweztowy element powtokowy prawie niewrazliwy
na dystorsje siatki ES, opracowany na podstawie oryginalnego elementu ptytowego [53] i membrano-
wego [54]. Do sformutowania tego elementu zastosowano odpowiednio zmodyfikowany funkcjonat
energii komplementarnej. Hybrydowo—mieszane elementy skonczone pozwalajace na trojwymiarowg
analiz¢ naprezen w powloce zaproponowano w pracach [138, 195, 197]. Natomiast w pracach [333,
352] sformutowano elementy powlokowe w ramach podejscia korotacyjnego (ang. corotational), w
ktorym uktad wspotrzgdnych elementu przesuwa i obraca si¢ wraz z elementem. R6zne metody for-
mutowania elementow powlokowych uwzgledniajacych obrot owiniecia pordéwnano na przyktadzie
elementow o wzbogaconym polu odksztatcen w pracy [360].

1.3. Powtoki o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdtuz grubosci

Koncepcja materiatow kompozytowych o ciagtej zmianie sktadu i mikrostruktury w okreslonym
kierunku zostata po raz pierwszy zaproponowana w pracy [302]. Wynikata ona z obserwacji, ze w
przypadku wielu elementow konstrukcyjnych pozadana jest zmiana wilasciwosci materialowych w
pewnym kierunku. Jednak ze wzgledu na brak opracowanych metod wytwarzania tego typu materia-
tow, praca [302] nie wzbudzita szerszego zainteresowania wsrod badaczy. Przetomem w rozwoju ma-
teriatdow o cigglej zmianie sktadu i struktury byty badania podjete przez japonskich naukowcoOw w la-
tach 80-tych i 90-tych w ramach narodowych projektow badawczych. W tym okresie dla tego typu
materiatow przyjeta si¢ angielska nazwa functionally graded materials (FGMs) [184], ktora jednak nie
doczekala sie jednego polskiego ttumaczenia. W pracach [90, 146, 151] uzyto okre§lenia materiaty
gradientowe, ktore jednak moze mylnie sugerowa¢, ze material sformutowano w ramach teorii z gra-
dientem deformacji wyzszego rzedu (zob. np. [102, 241]). Stosowane sa rowniez nazwy: funkcjonalne
materiaty gradientowe [60], materiaty z gradientem wtasciwosci [218], tworzywa gradientowe [344],
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cermetalowe materiaty gradientowe [282]. W zwigzku z tym w niniejszej rozprawie w odniesieniu do
powlok wykonanych z materiatu FGM zastosowano opisowa nazwe powloki o funkcyjnej zmiennosci
materiatu wzdluz grubosci. Okreslenie to wskazuje, ze w pracy zaklada si¢ model powtoki, w ktorym
zmienno$¢ zawartosci sktadowych materiatow wzdhuz grubosci jest opisana za pomocg pewnej funk-
cji. Doprecyzowanie to jest potrzebne, gdyz coraz czeSciej analizuje si¢ rOwniez powltoki o zatozonym
gradiencie materiatu na powierzchni, zob. np. [9]. Ze wzgledu na brak polskiego skrotu dla tego typu
materialow w dalszej czesci rozprawy stosuje si¢ skrocone nazwy: materiaty FGM, powloki FGM.

Materiaty FGM dzieki ciaglej zmianie wtasciwosci w zadanym kierunku stanowia innowacyjna
alternatywe dla tradycyjnych materiatow kompozytowych o skokowej zmianie wlasciwosci. W prze-
ciwienstwie do laminatéw kompozytowych powtoki FGM nie sa narazone na zniszczenie poprzez de-
laminacj¢ oraz na problem koncentracji naprezen na styku warstw. W latach 80—tych zaproponowano
zastosowanie powtok FGM ceramiczno-metalowych w przemysle kosmicznym i lotniczym [184], np.
w ptaszczach statkdw kosmicznych. Polaczenie metalu o wysokiej wytrzymato$ci mechanicznej z ma-
terialem ceramicznym o wysokiej wytrzymatos$ci termicznej daje wysokiej jakosci, bardzo wytrzyma-
ly material o potencjalnych zastosowaniach w wielu branzach przemystu. Obecnie materialy typu
FGM sa wykorzystywane w produkcji czesci maszyn, silnikéw, do wytwarzania sensorow, aktywato-
row, swiattowodow, elementéw do pancerzy ochronnych, w powlokach ochronnych o wysokiej wy-
trzymatosci termicznej oraz produkcji implantow w przemysle biomedycznym [140]. Jednak poten-
cjalna mozliwo$¢ zaprojektowania przestrzennej mikrostruktury materiatu pozwala zoptymalizowad
wlasciwosci powlok FGM 1 w ten sposdb umozliwi¢ znalezienie ich kolejnych zastosowan. Materiaty
FGM sa okreslane jako materialty kompozytowe najnowszej generacji, wigc potencjalny zakres ich za-
stosowan wydaje si¢ nieograniczony.

Obecnie do wytwarzania materiatow FGM stosuje si¢ szeroka baze materialow: metale (alumi-
nium, tytan, zwigzki magnezu, miedz, stal, itp.), materialy ceramiczne (cyrkon, weglik krzemu, tlenek
glinu itp.). Rdzne metody wytwarzania materiatow FGM opisano i sklasyfikowano w pracach przegla-
dowych [177, 221, 326]. Gradient materiatu w zadanym kierunku moze by¢ tworzony poprzez odpo-
wiednie utozenie sktadowych materiatow przed lub w trakcie ich taczenia. Alternatywnie zadang
zmienno$¢ materiatu mozna wytworzy¢ w wyniku zjawiska segregacji, zachodzgcego pod wpltywem
przylozonych zewngetrznych sit. Do najczesciej stosowanych metod wytwarzania materialow FGM na-
lezy: natryskiwanie plazmowe, spiekanie laserowe mieszaniny proszkow, infiltracja wstepnie wyko-
nanej preformy, osadzanie elektroforetyczne, osadzanie sedymentacyjne, prasowanie warstw prosz-
kow oraz laminowanie folii ceramicznych. Podstawowym problemem podczas wytwarzania materia-
tow ceramiczno—metalowych sg naprezenia wstepne (resztkowe), ktore moga prowadzi¢ do mikropek-
ni¢é, a nawet zniszczenia wykonanych elementéw. Poza metalami i materiatami ceramicznymi obec-
nie coraz czgséciej do produkcji materiatdw FGM wykorzystuje sie¢ rowniez materialy polimerowe.
Przyktadami materialow FGM, ktore wystepuja w naturze sa drewno palmowe, bambus, kosci. Inten-
sywny rozwdj technologii druku 3D sprawil, ze opracowano specjalng technologi¢ szybkiego tworze-
nia materiatdw FGM (ang. Functionally Graded Rapid Prototyping, FGRP), zob. np. [172, 238].
W ramach tej technologii do tworzenia elementow FGM wykorzystano na razie materiaty polimerowe
oraz beton. Badania do$wiadczalne i numeryczne belek wykonanych z betonu o zmieniajacym sie¢
przestrzennie sktadzie opisano w pracy [148]. Natomiast przegladu roznych metod wytwarzania im-
plantow kosci z materiatdw FGM dokonano w [314].

W zamieszczonym ponizej krotkim przegladzie prac poswigconych modelowaniu powltok FGM
ograniczono si¢ do prac, w ktorych zmienno$¢ sktadu i wlasciwosci przyjmuje sie¢ wzdhuz grubosci.
W przypadku powlok FGM analize¢ drgan wtasnych, analize statecznosci oraz analizg¢ w zakresie geo-
metrycznie nieliniowym wykonano w wielu pracach analitycznie lub numerycznie, zob. prace prze-
gladowa [327]. Jednak w wigkszos$ci tych prac analizowano deformacj¢ swobodnie podpartej kwadra-
towej ptyty [125, 372], prostokatnej ptyty [59, 377] lub okraglej ptyty [211]. Podczas gdy analize
geometrycznie nieliniowa powlok FGM o ztozonej geometrii przeprowadzono w niewielkiej liczbie
prac. Wyniki analizy nieliniowej dla typowych powlokowych zadan testowych zaprezentowano w
pracy [11] dla rozktadu materiatu opisanego za pomocg funkcji potegowej oraz w pracy [143] dla roz-
ktadu materiatu opisanego za pomocg funkcji sigmoidalne;j.

W pracach [11, 59, 125, 143, 211, 372, 377] przeprowadzono analiz¢ nieliniowa wzgledem $rod-
kowej powierzchni odniesienia. Wyznaczenie rownan powlok FGM wzgledem neutralnej powierzchni
odniesienia zaproponowano po raz pierwszy w pracy [223]. Nastepnie w pracy [2] pokazano, ze w
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sformutowaniu powtok FGM okre§lonym wzgledem powierzchni neutralnej znika sprz¢zenie defor-
macji pomiedzy stanem membranowym i stanem zgigciowym. Z tego powodu Abrate zasugerowat, ze
zachowanie powtok FGM powinno by¢ opisane za pomocg takich samych rownan jak w przypadku
powlok jednorodnych. Porownanie wynikow uzyskanych wzgledem neutralnej i $rodkowej po-
wierzchni odniesienia zaprezentowano na przyktadzie okraglej i kwadratowe]j ptyty w pracy [380].
Prakash w analizie statecznosci skosnych ptyt [269] zaobserwowat punkt bifurkacji na nieliniowych
$ciezkach rownowagi tylko w obliczeniach prowadzonych wzgledem neutralnej powierzchni odnie-
sienia. Wyniki analiz liniowych belkowych i powtokowych konstrukcji FGM w podejsciu powierzchni
neutralnej zaprezentowano w [191, 192]. Do obliczen zastosowano efektywny 4-weztowy element
powlokowy, w sformulowaniu ktérego uwzgledniono owinigcie, ale w ramach innej teorii powlok.

Analize statecznosci przektadkowych ptyt FGM prowadzono w [113], a powlok cylindrycznych
pod wptywem réznych obcigzen w [99]. Natomiast analiz¢ pokrytyczng kwadratowej ptyty FGM na
sprezystym podtozu zaprezentowano w pracy [330]. Analize nieliniowg podwojnie zakrzywionych
powlok FGM spoczywajacych na nieliniowym podtozu sprezystym wykonano w [338]. Tymczasem
wyniki nieliniowej analizy wyboczeniowej usztywnionych powlok FGM obcigzonych termicznie za-
prezentowano w [328], a obciazonych mechanicznie w [95, 96]. Naturalne czgstotliwosci podwajnie
zakrzywionych powlok wyznaczono w pracach [112, 114, 337], stosujac rézne sformutowania teore-
tyczne. Nieliniowe drgania ptyt FGM spoczywajacych na dwuparametrowym sprezystym podiozu ba-
dano przed i po wyboczeniu w [329]. Wiasciwosci materiatowe ptyt FGM zlozonych z siedmiu
warstw wyznaczono do$wiadczalnie w te$cie uderzenia w pracach [201, 202]. W pracach [193, 194,
345, 350] zaprezentowano sformutowanie elementow powtokowych dedykowanych analizie powlok o
funkcyjnej zmienno$ci materiatu wzdtuz grubosci. Efektywna teorie $cinania wyzszego rzgdu do ana-
lizy powtok FGM zaproponowano W pracy [25]

Dotychczasowe badania ptyt i powlok o funkcyjnej zmienno$ci materialu wzdtuz grubosci kon-
centrowaly si¢ na analizach w zakresie sprezystym, zob. prace przegladowe [171, 327]. Na poczatku
XX wieku opisano w literaturze (zob. np. [139, 229]) sposob identyfikacji parametréw materiatowych
dla sprezysto—plastycznego modelu materiatu. Wyniki analizy materiatlowo nieliniowej przeprowa-
dzonej dla obcigzonej cisnieniem rury FGM w plaskim stanie odksztatcenia zaprezentowano w pracy
[101]. Sprezysto—plastyczna nieliniowa analizg statecznosci cylindrycznych powtok FGM wykonano
w [160, 161, 381]. Natomiast wyniki analiz sprezysto—plastycznych ptyt FGM zaprezentowano w
[181], a dyskow FGM obcigzonych cisnieniem w [175]. W przeprowadzonych analizach do okre$lenia
efektywnych wilasciwosci materialowych wykorzystano zmodyfikowana zasad¢ mieszanin ( model
Tamura—-Tomota—Ozawa, zob. [331]).

1.4. Cel rozprawy
Na tym etapie mozliwe jest juz sfomutowanie celu rozprawy:

Opracowanie efektywnych 4—weztowych hybrydowo—mieszanych elementéw skonczonych
wolnych od zjawiska blokady w ramach nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok,
sformutowanie rownan konstytutywnych w teorii osrodka Cosseratow do analizy geome-
trycznie nieliniowej powlok o funkcyjnej zmienno$ci materiatu wzdhuz grubosci.

Bioragc pod uwage doskonatg efektywnos¢ obliczeniowg elementéw opisanych w pracach [137,
349, 362], zdecydowano si¢ sformutowaé autorskie elementy powlokowe na podstawie trojpolowej
zasady wariacyjnej Hu-Washizu. W ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii powlok elementy o
niezaleznym polu odksztatcen, polu uogélnionych naprezen oraz polu przemieszczen nie byty dotad
formutowane. W ksigzce [67] opisano jedynie przyktady elementow hybrydowo—mieszanych opraco-
wanych na podstawie dwupolowych funkcjonatéw. Charakterystyczne dla nieliniowej 6—parametrowej
teorii powlok sa niesymetryczne miary odksztatcen i uogoélnionych naprezen oraz uwzglednienie w na-
turalny sposob 6-tego stopnia swobody (obrotu owinigcia) w ramach sformutowania. Przeglad literatu-
ry wskazuje na to, ze do tej pory nie zaproponowano hybrydowo—mieszanego elementu powlokowego
0 niesymetrycznych miarach zarowno odksztatcen jak i uogoélnionych naprezen. Oczekuje sig, ze
opracowane elementy pozwolg na zastosowanie w analizach nieliniowych bardzo duzych przyrostow
oraz b¢da wymagaty znacznie mniejszej liczby iteracji w porownaniu do obecnie wykorzystywanych
elementow 4-weztowych EANS4 [369] i 16-weztowych CAMel6 [62, 67]. Sformutowanie autor-
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skich elementow na podstawie zasady wariacyjnej Hu-Washizu powinno pozwoli¢ rowniez na zmi-
nimalizowanie efektu blokady i uzyskanie doktadnych rozwiazah nawet dla mato gestych podziatow i
siatek ES z dystorsja.

W ramach rozprawy zostang opracowane roézne typy elementéw hybrydowo—mieszanych. Biorac
pod uwage, ze zjawisko blokady dotyczy przede wszystkim sktadowych membranowych i §cinania
poprzecznego, oprocz elementéw mieszanych zostang zaproponowane elementy czesciowo mieszane,
w ktorych zostanie zastosowana niejednolita interpolacja pot odksztatcen i uogdlnionych naprezen.
W celu minimalizacji blokady Scinania, podobnie jak w elementach powlokowych opisanych w pra-
cach [137, 349, 362, 371], w interpolacji odksztatcen $cinania poprzecznego zostanie uzyta koncepcja
ANS. W przyktadach o nieregularnej dyskretyzacji zostanie zbadane czy w ramach 6—parametrowej
teorii powlok korzystniejsze jest zastosowanie wspotrzednych skorygowanych (zob. np. prace [137,
349]) czy wspotrzednych skosnych [362, 378] w interpolacji niezaleznych odksztatcen i uogdlnionych
naprezen. W liniowych i nieliniowych zadaniach testowych zostanie porownana zbiezno$¢ rozwigzan
oraz doktadnos¢ wynikow uzyskanych za pomocg réznych typow elementow.

Biorac pod uwage coraz wigksza popularno$¢ materiatow FGM i potencjalng mozliwos¢ ich za-
stosowania w konstrukcjach powlokowych, postanowiono rozszerzy¢ zbior réwnan konstytutywnych
zaimplementowanych w ramach teorii 6—parametrowej. Ze wzgledu na ztozong mikrostrukture mate-
riatbw FGM zdecydowano si¢ sformutowaé¢ rownania konstytutywne w teorii osrodka Cosseratow, za-
ktadajac ptaski stan naprezenia osrodka Cosseratow w warstwie powloki. Stanowi to oryginalny ele-
ment pracy wzgledem praw konstytutywnych opisanych w literaturze. Podczas wyznaczania wspot-
czynnika korekcyjnego $cinania zostanie uwzgledniona niejednorodno$¢ materiatlu na grubosci po-
wiloki. W rozprawie w celu okreslenia rownan konstytutywnych przyjmuje si¢ uproszczony model
powloki FGM wykonanej z materiatu ceramicznego i metalu, ktorych zawarto$¢ wzdtuz grubosci opi-
sano za pomocg funkcji potegowej. Sprezyste rOwnania konstytutywne zostang wyznaczone analitycz-
nie zaro6wno wzgledem srodkowej jak i neutralnej powierzchni odniesienia. Przeglad literatury wska-
zuje na to, ze w nielicznych pracach analizowano nieliniowe zachowanie zakrzywionych i wielopta-
towych powlok FGM w zakresie duzych przemieszczen i obrotow. W zwiazku z tym w rozprawie z0-
stanie rozszerzona baza nieliniowych zadan testowych, w ktorych analizowano powloki 0 funkcyjnej
zmienno$ci materiatu wzdhuz grubos$ci. Obliczenia zostang wykonane za pomocg wybranego autor-
skiego elementy hybrydowo—mieszanego. W analizie nieliniowej powtok FGM zostanie sprawdzony
wptyw statych osrodka Cosseratow. Celem rozprawy jest rowniez zbadanie dla jakiego typy powtok
wybor powierzchni odniesienia ma zauwazalny wpltyw na wyniki.

1.5. Organizacja pracy

W rozprawie przyjeto nastepujaca organizacj¢ pracy. W rozdziale drugim opisano podstawy nie-
liniowej 6—parametrowej teorii powlok potrzebne do sformutowania elementow skonczonych w dal-
szej czeSci pracy. W rozwazaniach ograniczono si¢ do statyki powlok, gdyz w rozprawie nie przepro-
wadzono analiz dynamicznych. Uzupetnienie rozdzialu drugiego stanowi Dodatek A, w ktorym opisa-
no formalnie grupg obrotéw SO(3), zastosowang parametryzacj¢ grupy obrotow oraz interpolacj¢ ten-
sora obrotu i wektora wirtualnego obrotu.

W rozdziale trzecim wprowadzono zwartg notacj¢ macierzowo—operatorowg i dokonano przegla-
du zasad wariacyjnych, w ramach ktérego oméwiono zasad¢ wariacyjng Hu—Washizu. Nastgpnie opi-
sano modyfikacj¢ funkcjonalu Hu—Washizu, potrzebng do sformutowania elementéw czgsciowo mie-
szanych. Na koncu rozdziatu dokonano linearyzacji zasad wariacyjnych, wyznaczajac pierwsza i dru-
ga wariacje¢ tych funkcjonatow, ktore wykorzystano w piagtym rozdziale rozprawy.

Rozdzial czwarty jest poswigcony rownaniom konstytutywnym. Najpierw podano w nim prawo
konstytutywne materiatu liniowo—sprezystego wykorzystane w testach elementéw skonczonych.
W rozdziale opisano zastosowang metode wyznaczania rownan konstytutywnych w wyniku catkowa-
nia po grubosci PSN osrodka Cosseratow i zdefiniowano model powtoki FGM analizowany w roz-
prawie. Nastgpnie sformulowano oryginalne rownania konstytutywne powtok FGM wzgledem $rod-
kowej powierzchni odniesienia oraz niezaleznie wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia. Wy-
prowadzenie catek potrzebnych do okreslenia rownan zaprezentowano w Dodatku D.

Rozdzial piaty szczegotowo omawia sposob formutowania autorskich elementéw hybrydowo—
mieszanych. Opis sformutowania elementéw zaprezentowano oddzielne dla elementow mieszanych i
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elementow czegsciowo mieszanych. Zaproponowano rdézne warianty macierzy interpolacyjnych dla
niesymetrycznych niezaleznych odksztatcen i uogélnionych naprg¢zen. Dla przyjetej interpolacji nieza-
leznych pdl spehienie lokalnych réwnan rownowagi oraz warunkow nierozdzielnosci analizowano
odpowiednio w Dodatku C.3 i C.4. W rozdziale piatym zapisano réwniez uktad réwnan na poziomie
elementu na podstawie zlinearyzowanego warunku stacjonarno$ci, w ktérym wykorzystano wariacje
wyznaczone w rozdziale trzecim oraz rownania konstytutywne sformutowane w rozdziale czwartym.
Opisano sposob kondensacji pdl niezaleznych odksztatcen i uogodlnionych naprezen na poziomie ele-
mentu oraz zastosowang metode aktualizacji zmiennych. Na koncu rozdziatu zestawiono liczbe para-
metrow przyjetych w interpolacji niezaleznych poél odksztatcen i uogdlnionych naprezen dla zapropo-
nowanych w rozprawie elementéw mieszanych i czeSciowo mieszanych. Uzupetienie rozdzialu pig-
tego stanowi Dodatek B, w ktorym oméwiono wybrane aspekty procedury iteracyjno—przyrostowej
oraz Dodatek C, w ktorym opisano m.in. catkowanie numeryczne, posta¢ wybranych macierzy ele-
mentowych oraz uniwersalny sposob kondensacji uktadu rownan.

W rozdziale szostym zaprezentowano wyniki analiz dla autorskich elementow hybrydowo—
mieszanych. Sprawdzono czy elementy te spetniajg test wartosci wlasnych i test taty oraz w jakim
stopniu sg wrazliwe na dystorsje siatki podziatu. W celu kompleksowego przetestowania elementow w
zakresie nieliniowym przeprowadzono obliczenia dla przyktadow o réznorodnej geometrii: powtoki
ptaskiej, powtoki o skreconej geometrii, powtoki o jednej krzywiznie, powloki o dwdch krzywiznach
oraz powloki wieloptatowej. W przykladach badano zgodno§¢ wynikoéw z rozwigzaniami odniesienia
oraz zbiezno$¢ uzyskanych rozwigzan. Na koncu rozdziatu dokonano oceny poréwnawczej zapropO-
nowanych elementéw mieszanych i czg§ciowo mieszanych.

Rozdziat si6dmy przedstawia wyniki analiz powlok FGM w zakresie geometrycznie nieliniowym,
wykonane za pomoca wybranego elementu mieszanego. W przyktadach o zrdznicowanej geometrii
zweryfikowano réwnania konstytutywne sformutowane w rozdziale czwartym. Zbadano wplyw sta-
lych osrodka Cosseratow, wyktadnika w prawie potegowym oraz wyboru powierzchni odniesienia na
uzyskane wyniki.

Rozprawe podsumowano w rozdziale 6smym, w ktérym zamieszczono rowniez wnioski z pracy
oraz omowiono dalsze kierunki badan.

W rozprawie wykorzystano zaréwno zapis absolutny jak i zapis wskaznikowy pol wektorowych
i tensorowych. W przypadku zapisu wskaznikowego indeksy sktadowych wektoroéw i tensorow ozna-
czone literami alfabetu tacinskiego i, j, Kk, I, ..., przyjmujg wartosci 1, 2, 3, chyba Ze zostato to zdefi-
niowane inaczej w teksc¢ie. Natomiast indeksy alfabetu greckiego «, £, 4, u, ..., przebiegaja ciag war-
tosci 1, 2.
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Rozdziat 2

ZARYS NIELINIOWEJ 6-PARAMETROWEJ TEORII POWLOK

2.1. Wprowadzenie

W bogatej literaturze pos§wigconej teorii powlok, zobacz np. [233, 256], wyrdznia si¢ najczgsciej
dwa glowne podejécia opisu geometrii powlok: wyprowadzane i bezposrednie. W pierwszym podej-
sciu powtloke traktuje si¢ jako ciato trojwymiarowe, dla ktoérego zasady mechaniki osrodkow ciagltych
(MOC) sprowadza si¢ do dwuwymiarowego zagadnienia mechaniki powltok. W celu redukcji zagad-
nienia trojwymiarowego stosuje si¢ rozne hipotezy upraszczajace, np. kinematyczne, dynamiczne.
Przyktadowo w teorii Kirchhoffa-Love’a (zob. [187]) przyjmuje si¢ zalozenie kinematyczne, ze wiok-
no proste i prostopadte do powierzchni podstawowej w konfiguracji nicodksztalconej pozostaje proste
i prostopadle w trakcie deformacji. Podejscie wyprowadzane zostalo opisane m.in. w pracach [227,
258, 373]. Natomiast w podejsciu bezposrednim powtoka jest definiowana jako dwuwymiarowy o$ro-
dek ciaggly o pewnych wiasnosciach kinematycznych i dynamicznych. Nastepnie réwnania teorii po-
wlok sa formutowane na podstawie postulowanych praw fizycznych bezposrednio na powierzchni
podstawowej powltoki typu Cosseratow [82], o pewnej liczbie direktorow. Podejsécie bezposrednie zo-
stato rozwinigte w pracy [105] i nastepnie opisane m.in. w pracach [227, 283].

W rozprawie stosuje si¢ nicliniowa 6-parametrows teori¢ powtok, ktora zostata sformutowana w
ramach podej$cia mieszanego. W podejsciu tym, ktorego koncepcja zostata opisana m.in. w pracach
[208, 275, 303], dwuwymiarowe rownania teorii powtok uzyskuje si¢ w wyniku $cistego catkowania
po grubosci zasad MOC. W przeciwienstwie do podej$cia wyprowadzanego i bezposredniego, zatoze-
nia upraszczajace przyjmuje si¢ tylko na etapie formutowania réwnan konstytutywnych. W pracach
[208, 303] rownania nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok zostaty sformutowane dla regularnych
powlok wzgledem powierzchni niematerialnej, wazonej wedlug rozkladu masy po grubosci w kazdej
konfiguracji biezacej powloki. Tymczasem réwnania wzgledem dowolnej powierzchni materialnej zo-
staly opisane w [70, 216]. Nastepnie w pracach [67, 69, 217, 260] sformutowanie to zostalo rozsze-
rzone, co umozliwito statyczng i dynamiczng analize nieregularnych wieloptatowych konstrukeji po-
wlokowych. Wyprowadzenie rownan nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok z tréjwymiarowych
réwnan termomechaniki o$rodka ciaglego zaprezentowano w [259].

Podstawy sformutowania numerycznego rodziny przemieszczeniowych elementéw skonczonych
w ramach 6-parametrowej teorii powtok opisano w [70]. Sformutowanie to zostato rozwiniete w pra-
cach [62, 67, 69], w ktorych oméwiono implementacje m.in. elementow skonczonych o dwustopnio-
wej interpolacji odksztatcen (wedtug koncepcji ANS [97]) i elementoéw czesciowo mieszanych, sfor-
mutowanych na podstawie zasady wariacyjnej Hellingera-Reissnera. W pracach tych dokonano row-
niez analizy wymagajacych przyktadéw z zakresu statyki i statecznosci. Wyniki symulacji zagadnien
dynamiki nieregularnych powlok wieloptatowych w zakresie skonczonych przemieszczen i obrotow
zaprezentowano w [66, 67, 75, 210]. Natomiast w pracach [77, 370] zaproponowano 4-we¢ztowy po-
wlokowy element skonczony o wzbogaconym polu odksztatcen (EAS) jako przyktad efektywnego
elementu niskiego rzgdu. Nastegpnie sformulowanie elementu EAS rozszerzono o koncepcje dwustop-
niowej interpolacji odksztatcen (ANS) dla poprzecznych odksztatcen $cninajacych [369, 371].

W dalszej czeSci rozdziatu opisano najwazniejsze elementy nieliniowej 6-parametrowej teorii
powlok niezbedne do opracowania mieszanych i cz¢§ciowo mieszanych elementéw skonczonych oraz
zaproponowania rownan konstytutywnych dla powtok o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdtuz gru-
bosci. Ze wzgledu na zakres rozprawy doktorskiej, zaprezentowano jedynie rownania powlok w za-
kresie statycznym. W rozdziale pomini¢to dyskusje warunkow skoku pol na krawedziach nieciagtosci
zaktadajac, ze moga si¢ one pojawic tylko na brzegach elementu skonczonego. Kompletny opis nieli-
niowej 6-parametrowej teorii powtok mozna znalez¢ m.in. w pracy [67].
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2.2. Podstawowe informacje

2.2.1. Gléwne cechy teorii

Gtowne cechy nieliniowej 6-parametrowej teorii powlok sa nastepujace:

e wypadkowe dwuwymiarowe rownania rOwnowagi oraz statyczne warunki brzegowe dla ciata typu
powtloka uzyskuje si¢ przez bezposrednie catkowanie po grubosci rownan rownowagi osrodka cig-
glego typu Cauchy;

e model kinematyczny powloki oraz kinematyczne warunki brzegowe wynikaja w sposob jedno-
znaczny z dwuwymiarowej tozsamosci catkowej, rownowaznej $Scistym rownaniom rownowagi
oraz statycznym warunkom brzegowym, ktorej mozna nada¢ sens zasady prac wirtualnych na po-
wierzchni podstawowej powtoki;

e w wyniku sprzgzenia energetycznego w ramach zasady prac wirtualnych uzyskuje si¢ naturalne
powierzchniowe miary odksztalcen, a modelem kinematycznym powtloki jest powierzchnia typu
Cosseratow;

e niezaleznymi kinematycznymi parametrami teorii powlok sa 3 translacje i 3 obroty zdefiniowane
na powierzchni podstawowej. W konsekwencji rowniez szosty stopien swobody — owinigcie — jest
uwzgledniony w naturalny sposob i teoria umozliwia analiz¢ powtok wieloplatowych oraz powtok
modelujacych mechanike zjawisk nieciggtych na krzywych powierzchniowych;

e ze wzgledu na to, ze rownania teorii s3 wyrazone w wielkoSciach przekrojowych, nie ma koniecz-
nos$ci wykonywania catkowania po grubosci, wymaganego dla elementéw skonczonych formuto-
wanych np. w ramach podej$cia wyprowadzanego;

e wszelkie zalozenia upraszczajace przyjmuje si¢ jedynie na etapie formutowania rownan konstytu-
tywnych, co jest korzystne z punktu widzenia implementacji elementéow skonczonych, gdyz zmiana
zatozen nie wymaga znaczacych zmian w sformutowaniu elementu.

W dalszej czgéci tego podrozdzialu oméwiono podstawowe pojecia dla teorii powlok, natomiast w ko-

lejnych podrozdziatach rozwinigto powyzsze punkty.

2.2.2. Ciato typu powtoka

Zazwyczaj powloke definiuje si¢ jako tréjwymiarowe cialo materialne, zajmujgce w przestrzeni
E® obszar B, ktorego jeden wymiar — grubosé¢ hy — jest znaczaco mniejszy od dwoch pozostatych wy-
miaréw [373]. Obszar ciata typu powloka B jest ograniczony przez brzeg 0B, w ramach ktorego wy-
dziela si¢ trzy powierzchnie: powierzchnie gérng M ™, powierzchni¢ dolng M~ oraz powierzchnie
boczng 0B’ (zob. rys. 2.1). W dalszych rozwazaniach zaktada sie, ze grubos¢ powtoki nie moze by¢
zerowa i w zwiazku z tym powierzchnie na brzegu 0B musza spetnia¢ nastepujace warunki:

B=M*"UM UGB, M*AM =@, (2.1)

ktore wykluczajga mozliwos¢ istnienia punktow wspolnych dla powierzchni gornej i dolnej powtoki.

Ciato B

Rys. 2.1. Trojwymiarowe ciato typu powtoka
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W rozwazanej teorii przyjmuje si¢, ze cialo trojwymiarowe typu powloka jest zanurzone w prze-

strzeni euklidesowej E*. Ciato w wyniku ruchu zmienia swoje potozenie w przestrzeni E*. Aby opi-
sa¢ ciato w ustalonej chwili czasu t wprowadza si¢ pojecie konfiguracji ciata B(t) (rys. 2.2). Wtedy
ruch ciala mozna opisa¢ za pomoca jednoparametrowej rodziny konfiguracji {B(t)}. W opisie wzgled-
nym ruchu wybiera si¢ dowolng konfiguracj¢ B (rys. 2.2), dalej nazywang konfiguracja odniesienia,
wzgledem ktorej opisuje si¢ potozenie czastek ciata w pozostatych konfiguracjach. Najczgsciej przyj-
muje sie konfiguracj¢ odniesienia jako konfiguracje nieodksztatcona, gdyz pozwala to na uproszczenie
réwnan konstytutywnych w ramach stosowanego w niniejszej pracy opisu Lagrange’a. W dalszej cze-
$ci pracy przez ,,cialo B” rozumie si¢ pewng konfiguracje¢ ciata B.

Potozenie wybranej czastki ciata w dowolnym kartezjanskim uktadzie wspotrzednych mozna opi-
sa¢ za pomocg sktadowych {Xi} eR®, wektora xeE®. W rozprawie przyjmuje si¢, ze potozenie
czastki ciata w konfiguracji odniesienia jest opisane wektorem X, natomiast w konfiguracji aktualnej
(odksztatconej) wektorem y (zob. rys. 2.2). W konfiguracji odniesienia przez f(x,t) oznaczono wektor
gestoscei sit objetosciowych (masowych) dla infinitezymalnej objgtosci dv, a przez t,(x,t) wektor gesto-
$ci sit kontaktowych oddziatywujacych na infinitezymalny element powierzchni da (rys. 2.2). W kon-
figuracji aktualnej wprowadzono analogiczne oznaczenia, stosujac nadkre$lenie w celu odroznienia
wielkosci w opisie materialnym i przestrzennym, zob. np. [188, 236, 287]. Zgodnie z postulatem Cau-
chy’ego, wektor t,(x,t) w dowolnym punkcie ciata zalezy jedynie od wektora n(x) normalnego do in-
finitezymalnego elementu powierzchni da (rys. 2.2) i mozna zapisa¢ go w nastgpujacy sposob:

t,(xt) =T(x t)n(x). (2.2)

Tensor naprezen T(X,t), nazywany pierwszym tensorem naprezen Pioli-Kirchhoffa, jest w ogdlnym
przypadku tensorem niesymetrycznym.

Konfiguracja B Konfiguracja B(¢)

Rys. 2.2. Sity dziatajace na ciato w konfiguracji odniesienia B oraz w konfiguracji aktualnej B(t)

2.2.3. Powierzchnia podstawowa

W sformutowaniu mechaniki powlok bardzo wazna role odgrywa powierzchnia podstawowa
[373], gdyz na niej formutuje si¢ wszystkie roOwnania teorii. W ogdélnym przypadku powierzchnig¢ pod-
stawowa wyroznia si¢ jako dowolng powierzchni¢ M (rys. 2.1), jednak w ramach rozwazanej tu teorii
powlok przyjmuje si¢ ja jako powierzchni¢ materialng, znajdujaca si¢ migdzy powierzchnig dolng
i gorna: M c[M~,M*]. Najczesciej zaklada si¢ M jako powierzchnie $rodkowa rownoodlegla od

M~ i M™. Jednak w niektorych przypadkach (zob. np. [260]) wskazane jest przyjecie M jako po-
wierzchni neutralnej, to znaczy powierzchni wazonej wzdtuz grubosci wedlug gestosci masy obszaru

B, albo nawet jako powierzchni M~ lub M*. W dalszej czgsci rozdziatu w celu rozrdznienia zapisu,
wielkosci dla czgstki ciata trojwymiarowego beda zapisywane czcionka prosta, np. X i Yy, a wielko$ci
dla punktu na powierzchni podstawowej M powtoki czcionka pochylona, np. X 1.

W rozprawie dodatkowo zaktada sie, ze powierzchnia podstawowa jest powierzchnig kawatkami
regularna, to znaczy zlozong ze skonczonej liczby ptatéw regularnych. Plat definiuje si¢ jako spojng
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i gladka powierzchnig klasy C, k>1, ktérej brzeg sktada sie ze skoficzonej liczby krzywych Jordana
nie zawierajacych punktéw osobliwych. Szczegdtowa definicje ptata regularnego oraz informacje do-
tyczace krzywej potaczenia ptatow mozna znalez¢ m.in. w [62, 67, 217]. Dalsze rozwazania ogranicza
si¢ do obszaru pojedynczego plata, przyjmujac w nim zatozenia klasycznej MOC [141, 188, 236, 287].

2.2.4. Parametryzacja powierzchni podstawowej
Powierzchni¢ odniesienia M powtoki mozna sparametryzowaé za pomoca wspotrzednych ortogo-
nalnych &' =(&,0), £ =(C*) (zob. rys. 2.3b) czesto pokrywajacych sie ze wspblrzednymi dugosci li-
nii gtéwnych krzywizn. W opisywanej teorii powtok na powierzchni M ortonormalng bazg wektorow
bazowych tiO dla wspotrzednych i definiuje si¢ w nastepujacy sposob:
th=x,,, t°=t)=t’xty, (2.3)
a()

gdzie (.), 5= GC_ﬂ jest pochodna czastkowa. Ze wzgledu na to, ze baza ti0 jest ortonormalna, to wspot-

rzedna ¢ mierzy odlegto$¢ w kierunku normalnym do powierzchni odniesienia. Wektory kierunkowe
ti0 mozna réwniez wyznaczyé przez transformacje pewnej ortonormalnej bazy €; € E* (rys. 2.3) za
pomoca tzw. tensora struktury 7', (X) powierzchni odniesienia

t(X) =Ty (x)e; . (2.4)

Tensor T, (X) nalezy do grupy obrotow SO(3), ktorej wlasciwosci zostaty opisane w Dodatku A.1.2,
zatem rownanie (2.4) opisuje obrot. Tensor krzywizny b® na powierzchni M we wspétrzednych ¢ de-
finiuje si¢ nastepujgco:

b? =t ®t) =b%t) ®ty, by =t0 jot” =—t7et}, by* =—t*et). (2.5)

L)
o

Rys. 2.3. Cialo typu powtoka: a) wektor wodzacy czastki ciata na powierzchni M((),
b) parametryzacja powierzchni odniesienia powtoki

Wykorzystujac parametryzacje powierzchni odniesienia M, potozenie dowolnej czastki ciata typu
powloka lezacej na powierzchni M(¢) (rys. 2.3a) mozna wyrazi¢ za pomoca wektora wodzacego X
punktu na powierzchni odniesienia oraz wspoirzednej ¢

X(¢.Q)=x()+&°, Ce[-h,h']. (2.6)
Natomiast polozenie czastki w konfiguracji aktualnej mozna wyrazi¢ wzorem
V(.0 =p)+£(£,0), 2.7)
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gdzie za pomoca E oznaczono wektor okres§lajacy potozenie dowolnego punktu y € B(t) wzgledem

odpowiadajgcego mu punktu y € M(t) na powierzchni podstawowej. Sposdb wyznaczenia wektora ¢
opisano m.in. w pracy [67]. Podsumowujac, w nieliniowej 6-parametrowej teorii punkt na powierzchni
odniesienia jest jednoznacznie okreslony przez wektor wodzacy x oraz tensor struktury To,.

2.3. Catkowe réwnania réwnowagi powtok

2.3.1. Regularne podciato typu powtoka

W celu zapisania zasad mechaniki powlok, w ramach ciala B wyr6znia si¢ jego pewna czgs¢ P
nazywang podciatem typu powtoka (rys. 2.4a). Zgodnie z zasadami MOC kazde podciato P jest cia-
lem, a wigc posiada wszystkie cechy ciata. W zwiazku z tym, brzeg 0P podciata jest ztozony z: po-

wierzchni gornej 11" < M, powierzchni dolnej 77~ < M~ oraz powierzchni bocznej OP” (rys. 2.4b),
ktéra moze mie¢ cze$¢ wspolng z powierzchnig 0B’. Czgé¢ powierzchni podstawowej M zawartej w
podciele P oznacza si¢ przez I1, natomiast brzeg 17 przez oI1 (rys. 2.4b).Powierzchnie /7 i brzeg oI7 de-
finiuje si¢ nastepujgco:

IH=MnP, 0Oll=MnNOP. (2.8)

Ze wzgledu na przyjecie ortonormalnej bazy na powierzchni podstawowej (2.3), powierzchna boczna
0P’ jest do niej prostopadta w kazdym punkcie 017 (rys. 2.4b). Podciato typu powtoka musi mie¢ row-
niez grubo$¢ wiekszg od zera, a wigc zachodzg dla niego zwigzki analogiczne do (2.1). Na brzegu o7
za pomoca V okresla si¢ wektor zewnetrznie normalny do OI7 (rys. 2.4b).

b)

Rys. 2.4. Podciato typu powltoka P: @) jako czgs¢ ciata B, b) definicja brzegu podciata oP

2.3.2. Ogodlna postac¢ zasad zachowania

W zagadnieniach MOC obowigzuja podstawowe zasady zachowania: masy, pedu oraz momentu
pedu, ktore stanowiag zbior ogdlnie stusznych i niekwestionowanych praw fizycznych [152, 287].
W statyce przyjmuje si¢, ze dla ciala statego zasada zachowania masy jest tozsamosciowo spetniona,
wigc nie bedzie dalej analizowana. Tymczasem zasady zachowania pedu i momentu pedu dla podciata
P redukuja si¢ odpowiednio do réwnan rownowagi sit Fy(P) oraz rownan rownowagi momentow

M,, (P) wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia €; € E®,
Fu (P)=0, M,, (P)=0. (2.9)

W opisywanej teorii rownania rdwnowagi mechaniki powlok uzyskuje si¢ w wyniku $cistej redukc;ji
tréjwymiarowych rownan rownowagi ciata typu powtoka B do dwuwymiarowej ich postaci zapisanej
na powierzchni M wyposazonej w tensor struktury To. Zatem warunki rownowagi sit i momentéw dla
podciata P musza by¢ spetnione rowniez na czegsci powierzchni podstawowej /7, co mozna formalnie
zapisac jako:

Ry (ID=FK,(P)=0, My (1)=M,(P)=0. (2.10)
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2.3.3. Wyznaczenie catkowych réwnan rownowagi

W rozpatrywanej tutaj nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok stosuje si¢ opis materialny (La-
grange’a), w ktorym wielkosci sit dziatajacych na podciato w dowolnej chwili t sg zapisywane w kon-
figuracji odniesienia. Zgodnie z regulag Lagrange’a [236, 287] oznacza to roéwnolegle przesunigcie

wektorow f i fn do konfiguracji odniesienia (rys. 2.2). W réwnaniach rownowagi dla podciata typu
powloka oprocz sit masowych f oraz sit kontaktowych t,, ktore na powierzchni gornej i dolnej oznacza
sic odpowiednio przez t! i t, , uwzglednia si¢ rowniez wektor gestosci sit powierzchniowych t, dzia-
lajacy na pewnej czesci brzegu podciata aB'f (rys. 2.5a). Na powierzchni odniesienia podciata /7 defi-

niuje si¢ przekrojowe wektory: sit powierzchniowych f oraz momentow powierzchniowych ¢ (rys.
2.5b). Natomiast na brzegu 0I1 wprowadza si¢ przekrojowe wektory: sit wewnetrznych n, oraz mo-
mentéw wewnetrznych m,, a na brzegu zewnetrznym M przekrojowa site n” i przekrojowy moment
m’ od obcigzen brzegowych (rys. 2.5b).

Rys. 2.5. Sity dziatajace na podciato typu powloka P w konfiguracji odniesienia (a), przekrojowe sity i momenty
dziatajace na powierzchni odniesienia /7 podciata P (b)

W celu wyznaczenia wielkos$ci przekrojowych, zdefiniowanych na powierzchni /7, odnosi si¢ je
do ich odpowiednikoéw uzyskanych w wyniku catkowania dla trojwymiarowego podciata typu powto-
ka. W ten sposob okreslone sity przekrojowe zestawiono w tab. 2.1, a momenty przekrojowe w
tab. 2.2.

Tabela 2.1. Zestawienie sit przekrojowych okreslonych na czgéci powierzchni odniesienia powtoki 77
i odpowiadajacych im sit dziatajacych na podciato typu powtoka P

Rodzaj sit Powierzchnia 77 powtoki Podciato typu powloka
sity powierzchniowe .Un fda J‘J. 5 fdv + .”17* t da” — J‘JAIT t da”
sity wewngtrzne J-an\aMf n, dl J-J;P\anf t,da
obcigzenia brzegowe Iann o, ndl .Uap B, t da

Korzystajac ze zdefiniowanych wielkosci przekrojowych, catkowita sile i catkowity moment dziataja-
ce na dowolng cze$¢ powierzchni odniesienia /7 mozna wyrazi¢ wzorami:

Run)=[f tdas [ nai+f vl (2.11)

I1\oM
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MW(H):”H(CJr yx f)da+ja

IT\OM ¢

(m, +yxnv)dl+'|. (m*+y><n*)d1. (2.12)

AIINaM ¢
Powyzsze rownania wraz z warunkami (2.10) wyrazajg globalne (catkowe) rownania rownowagi dla
powtok i zostaly wyznaczone bez wprowadzania zatozen upraszczajacych. Zatem sg one wypadkowo
$ciste dla powlok o dowolnej grubosci.

Tabela 2.2. Zestawienie momentow przekrojowych zdefiniowanych na cz¢éci powierzchni odniesienia
powtoki /7 i odpowiadajacych im momentow dziatajacych na podciato typu powtoka P

Rodzaj momentu Powierzchnia I7T powtoki Podciato typu powtoka
momenty [[ (c+yxt)da | [[[ yxfov+[[ y xtida~[[ y xt.da
powierzchniowe n( y ) Py g y >t i y >t
momenty wewnetrzne Ian\aMf (m, +yxn, )l J.J.ap\aB'f yxt,da

momenty obcigzen

brzegowych IﬁﬂnaMf (m* +yxn’ )dl J.J‘apmas} yxt'da

2.4. Lokalne rownania rownowagi powtok

W celu wyznaczenia lokalnych réwnan réwnowagi powtok na podstawie globalnych rownan
robwnowagi przyjmuje si¢ pewne czysto matematyczne zatozenia opisane w pracy [67]. Przez analogi¢
do postulatu Cauchy’ego dla naprezen kontaktowych (2.2) wprowadza si¢ na wewngtrznym brzegu
powloki tensor przekrojowych sit N(X) i przekrojowych momentow M(X) zdefiniowane nastepujaco:

N, (X)=NQv(x),  m, (x)=M(x)v(x). (2.13)

Tensory sil przekrojowych N i M mozna wyrazié¢ za pomocg wektorow przekrojowych n“ i m” oraz
ich sktadowych w reprezentacji przestrzennej (w bazie t;)

N=n"®t=(N"t, +Q")®t), M=m"®t) =(txM%t,+M"t)®1,. (2.14)

Wektory n” i m“ wyznacza sie na podstawie wzoru (2.2) i pewnych zalezno$ci geometrycznych
(zob. [62]) w wyniku catkowania po grubo$ci, inaczej uzwarcenia wymiaru (zob. [19]), pierwszego
tensora Pioli-Kirchhoffa T,

h* h* —
n“ = Lr Tuds, m*= jﬁh; x T*ud( . (2.15)

W rownaniach (2.15) za pomoca ¢ 0znaczono wyznacznik z tensora przeniesienia (ang. shifter) zdefi-

niowanego np. w pracach [227, 258], a E jest okre$lony wzorem (2.7).
Zgodnie z twierdzeniem o dywergencji powierzchniowej [67, 141] dla tensora N(X) zachodzi za-
leznos¢

Lﬂ Nvdl = Hndldea. (2.16)
Po podstawieniu zaleznosci (2.13) i (2.16) do réwnania (2.11) przyjmuje ono postaé
R, (I1) = j jn fda + j J.Hdidea— Iaan Nvdl + LWM ndl. (2.17)

Wobec dowolno$ci wyboru I7 uzyskuje sie z (2.17) lokalne statyczne rownanie rownowagi
divN + f =0, (2.18)

ktére musi by¢ spetnione w kazdym punkcie na powierzchni odniesienia powtoki. Dodatkowo z row-
nania (2.17) wynika naprezeniowy (statyczny) warunek brzegowy

n"—Nv =0. (2.19)
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W wyniku analogicznych przeksztatcen opisanych m.in. w pracach [67, 371] z rownania (2.12) otrzy-
muje si¢ lokalne réwnanie rOwnowagi momentow

divM +ad*(NFT —=FNT)+¢c=0 (2.20)
oraz stowarzyszony z nim warunek brzegowy
m —Mv =0. (2.21)

We wzorze (2.20) za pomoca F=Vy=y, ®t2 oznaczono gradient deformacji powierzchni podsta-
wowej, a za pomocg operatora ad liniowe odwzorowanie przyporzadkowujace kazdemu wektorowi
w € E w sposob wzajemnie jednoznaczny tensor sko$nie symetryczny W =adw € E® E (zob. Doda-
tek A.1.5).

Lokalne rownania rownowagi (2.18) i (2.20) zgodnie z praca [70] w zapisie wektorowym przyj-
mujg postac:

n“|,+ f =0, (2.22)
m*|,, + ¥, xn“ +¢c=0, (2.23)
gdzie (.)|a :% jest kowariantng pochodng na powierzchni M w kierunkach wektoréw bazy t2 :

Rownania (2.22) i (2.23) tworzg razem uktad sze$ciu skalarnych czastkowych rownan rozniczkowych.
Na potrzeby dalszych rozwazan wprowadza si¢ dwuwymiarowy symbol permutacyjny €,

ey=6" ={en =€, =0, &,=1 ey=-1}. (2.24)

W reprezentacji materialnej wektory sil przekrojowych n“=Q"n*, m*=Q'm" oraz wektory po-
wierzchniowych sit i momentow f, ¢ w sktadowych wzgledem bazy ti0 przyjmuja postac:

n* = l\]"‘”tg +0%°, m*=t°xM 0 + M *t° = ewl\ﬁ @08 L M“° (2.25)

f=f/0+ 10 c=t0x¢/t)+6t° =e ¢t +t°. (2.26)

Wtedy réwnania (2.22) i (2.23), po linearyzacji w zakresie matych przemieszczen i obrotow [261],
w sktadowych (2.25) i (2.26) mozna zapisaé nastepujaco:

NY|,-b/Q*+ /=0,  Q“|,+b,N¥+f=0, (2.27)

MY, -Q" +e’b,M“+¢” =0, M“|, +e,(N-b;M¥)+¢=0. (2.28)

Roéwnania te zostang uzyte do sprawdzenia czy przyjeta interpolacja dla niezaleznych uogélnionych
naprezen umozliwia spetnienie lokalnych warunkow réwnowagi.

2.5. Staba postac¢ problemu brzegowego

Lokalne réwnania rownowagi (2.18) i (2.20) mozna zapisa¢ nast¢pujgco:

f=divN+ f =0, €E=divM +ad*(NFT-FN")+c=0, (2.29)
a statyczne warunki brzegowe (2.19) i (2.21) w postaci:
fi=n"—=Nv =0, m=m —Mv=0. (2.30)
Stosujac oznaczenia wprowadzone we wzorach (2.29) i (2.30), definiuje si¢ nastepujaca catke:
G(w; )= J.J.n( fev+CeW)da + J.aanf (Aev +Mew)d! (2.31)
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gdzie w = (v,w) sa dowolnymi polami wektorowymi na powierzchni podstawowej M dla ktorych catka
ma sens. Calce G oraz polom (v,w) na razie nie nadaje si¢ zadnej interpretacji fizycznej. Jednak zgod-
nie z przyjeta definicja calki, jesli na powierzchni /7 spetnione sa lokalne réwnania rownowagi oraz
warunki brzegowe, to zachodzi G(w, 77) =0 dla dowolnych poél wektorowych (v,w). W wyniku prze-

ksztalcen opisanych w pracach [67, 371], catka (2.31) przyjmuje postaé
G(w;IT) = —HH[ N (Vv -WF) + M«Vw da + HH( fev+cow)da +I o (n"ev+m ew)d/ +

orin

(2.32)
+j0ﬂﬂ@Md (NVev+Mvew)dl +I \aM(Nv-v+ Mv «w)dl =0,

orr

gdzie W jest tensorem sko$nie symetrycznym, tj. W = ad(w). W przeksztatceniach zatozono, ze brzeg
powierzchni podstawowej 6M sktada si¢ z 2 czgsci: OMg (zob. rys. 2.5b) oraz My na ktorym okreslono
przemieszczeniowe warunki brzegowe. Tozsamos$¢ catkowa (2.32) jest w szczegodlnoscei stuszna dla
catej powierzchni podstawowej powloki M.

W dalszej czgéci podrozdziatu przyjmuje si¢ szczegdlng interpretacje pol v(x), w(x) jako kinema-
tycznie dopuszczalnych pol wirtualnych przesunig¢ i obrotow, ktore speiniaja warunki brzegowe
v(X) = w(x) = 0 na brzegu oMy. Wtedy dwa ostatnie cztony w calce (2.32) si¢ zeruja i tozsamos$¢ cat-
kowa mozna zapisa¢ w postaci

HH[N-(VV—WF)JrM-Vw]daz_UH(f-VJrc-w)daJrI o wemTawdl. (239)

arin

Teraz lewa strong¢ rownania (2.33) mozna zZinterpretowa¢ jako wewnetrzng pracg wirtualng, a prawa
strong jako zewnetrzng pracg wirtualng wykonang przez obcigzenia powierzchniowe i zewngtrzne.
W zwigzku z tym zalezno$¢ (2.33) ma sens fizyczny zasady prac wirtualnych dla catej powtoki. Do-
datkowo w pracach [62, 67, 217] wykazano, Ze nastepujace wielkosci:

OE(X) =Vv(X) -W (X)F(x), oK (X) =Vw(X) (2.34)

mozna interpretowac¢ jako wirtualne miary odksztatcen powloki, gdyz zgodnie z (2.33) sa one energe-
tycznie sprzgzone z wypadkowymi sitami N i momentami M.

2.6. Kinematyka powtloki

W rozwazanej teorii powtok model kinematyczny powtoki w konfiguracji odniesienia odpowiada
kinematyce powierzchni Cosseratow wyposazonej w trzy ortonormalne direktory tio [67, 260]. Zatem

konfiguracja odniesienia powtoki jest jednoznacznie zdefiniowana przez wektor wodzacy X oraz ten-
sor struktury T,. Do okre§lenia powierzchni podstawowej plata powloki w konfiguracji aktualnej
(rys. 2.6) wzgledem konfiguracji odniesienia uzywa si¢ nastgpujacych zaleznosci:

¥(&) =x({) +u(l), (2.35)
T($)=0(T,({), (2.36)

gdzie y jest wektorem wodzgcym, a T tensorem struktury w konfiguracji aktualnej. W zwigzku z tym
wzory (2.35) i (2.36) opisuja deformacje powtoki, ktora jest jednoznacznie okreslona przez wektorowe

pole przesunig¢ u({)e E® oraz whasciwy tensor obrotu Q(¢) € SO (3) . Formalnie mozna zapisa¢, ze
konfiguracja B(t) powierzchni podstawowej powltoki jest zdefiniowana przez

U=B(M,g)={u=(u,Q):M —>g=E3><SO(3)}. (2.37)

Wektory kierunkowe powierzchni podstawowej t; w konfiguracji aktualnej (rys. 2.6) mozna wyzna-
czy¢ na podstawie wzoru (2.36), wykorzystujac zalezno$¢ (2.4)

() =0’ =T({)e; =T; (e, . (2.38)


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

22 2. Zarys nieliniowej 6—parametrowej teorii powtok

Rys. 2.6. Lokalna deformacja powierzchni podstawowej opisana przez pole przesunie¢ U i tensor obrotu Q

2.7. Naturalne miary odksztatcen

Naturalne miary odksztatlcen w postaci wektoréw rozciagnig¢ i zgie¢ w ramach nieliniowej
6-parametrowej teorii powtok definiuje si¢ w nastepujacy sposob:

&g =Yty =, +HQ —1)t, =u,, +(1-0)ty, (2.39)
K, =ad"(0,,0"). (2.40)

Miary te okresla si¢ mianem naturalnych, gdyz ich pochodne korotacyjne
de, =Q(3(Q'z,)),  di, =0(5(Q"k,) (2.41)

sa rowne wirtualnym miarom odksztatcen (2.34), co pokazano m.in. w pracach [62, 67, 371]. Dodat-
kowo miary odksztatcen dane wzorami (2.39)-(2.40) przyjmujg warto$ci zerowe w konfiguracji odnie-
sienia. Naturalne miary odksztatcen rozpisane w sktadowych przyjmuja postac

&y =Epty +Epoly 4T, (2.42)
Ky =X (Kt +ipty) iyt (2.43)

W analogiczny spos6b na sktadowe mozna roztozy¢ wirtualne miary odksztatcen (2.34), ktore w zapi-
sie wektorowym przyjmujg postac:

Oep =V, +y,sxWw,  OKp=w,,. (2.44)

2.8. Warunki nierozdzielnosci odksztatcen

W zagadnieniach statycznych rozwazanej nieliniowej 6-parametrowej teorii powlok nieznanymi
polami skalarnymi sg u (3 niewiadome), Q (3 niewiadome), N (6 niewiadomych) oraz M (6 niewia-
domych). Do wyznaczenia tych zmiennych wykorzystuje si¢ lokalne réwnania réwnowagi (2.22)
i (2.23) (6 rownan) oraz rownania konstytutywne (12 rownan), opisane w rozdziale czwartym rozpra-
wy, okre$lajace zalezno$¢ miedzy sitami przekrojowymi i odksztatceniami. W trakcie rozwigzania za-
gadnienia brzegowego korzysta si¢ rowniez ze statycznych i kinematycznych warunkow brzegowych.
Natomiast odksztatcenia wyznacza si¢ na podstawie rownan geometrycznych okreslonych wzorami
(2.39) i (2.40).

Na powierzchni Cosseratow musza by¢ spelnione rowniez rownania cigglosei, ktore definiuje sie
w postaci warunkoéw nierozdzielnosci odksztatcen, zob. np. [122] w odniesieniu do osrodka Cau-
chy’ego. Warunki te dla 6-parametrowe;j teorii powlok zostaty zaproponowane w pracach [275, 303].
Podstawa ich sformutowania sg nast¢pujace zaleznosci:

eMWMZO’ ewqwzo, (2.45)
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zgodnie z ktorymi kolejnos$¢ rozniczkowania czastkowego pol y (lub u) i Q wzgledem wspotrzednych
{* nie ma wptywu na wynik rozniczkowania. W ramach rozwazanej W niniejszej rozprawie teorii
powlok warunki nierozdzielnosci zostaty opisane m.in. w pracy [261] i przyjmuja postac:

e (e, +x,x1,)=0, e (xaﬂ +%xa xxﬁj -0, (2.46)

Warunki (2.46) po linearyzacji zwiazkow kinematycznych wzgledem matych przemieszczen i obro-
tow [261] upraszczaja si¢ do postaci:

e (sa‘ﬁ +K, xta)=0, e“/"lca‘ﬁ =0. (2.47)

Zaleznosci (2.47) mozna zapisa¢ w sktadowych wzgledem bazy tiO :
e” (

e (e”ik s +b:('1cﬁ)=0, e (zca‘ﬂ +eip1calbﬁp)=0. (2.49)

éal‘ﬂ_éab/ﬁ +eaZKﬁ)=O, eaﬁ(éa‘ﬂ+éaﬂbé+lcaﬁ)=o’ (248)

ap

Warunki te zostang sprawdzone w dalszej czgséci rozprawy na etapie konstrukcji elementoéw skonczo-
nych w ramach sformutowania, w ktorym odksztatcenia przyjmuje si¢ za zmienne niezalezne.
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Rozdziat 3
ZASADY WARIACYJNE

3.1. Rys historyczny

Rachunek wariacyjny jest dzialem analizy matematycznej, ktérego podstawowym zadaniem jest
poszukiwanie wartosci ekstremalnych matematycznych wyrazen, nazywanych funkcjonatami. Za-
mieszczony ponizej rys historyczny rozwoju rachunku wariacyjnego zostat przygotowany gléwnie na
podstawie prac [132, 200, 320]. Jego celem jest wprowadzenie do tematu zasad wariacyjnych, a nie
wyczerpujace ujecie tego obszernego zagadnienia.

Poczatki rachunku wariacyjnego mozna upatrywaé¢ w XVII wiecznych pracach: Torricellego, kto-
ry zaproponowat zasade minimalnej energii dla uktadu dwoch polaczonych ciat sztywnych oraz Fer-
mata, ktory sformutowat zasade, zgodnie z ktora §wiatlo pomigedzy dwoma punktami biegnie po dro-
dze, ktéra zajmuje minimalng lub maksymalnag ilo$¢ czasu. Waznym bodzcem do rozwoju rachunku
wariacyjnego byl problem wyznaczenia krzywej mi¢gdzy dwoma punktami w plaszczyznie pionowe;j,
ktora opadajace cialo pod wplywem ci¢zaru wlasnego pokona w najkrotszym czasie. Wezwanie do
rozwiazania tego zadania optymalizacji, zaproponowanego oryginalnie przez Galileusza w 1638 roku,
opublikowat w 1696 roku Johann Bernoulli. Rozwigzaniem tego problemu, okreslanego jako zadanie
o brachistochronie, jest krzywa najszybszego spadku znana jako cykloida. Siedem nadestanych roz-
wigzan zostalo opublikowanych w pracy [207]. Leibniz w swoim rozwigzaniu problem ciagly zredu-
kowat do problemu dyskretnego, w ktorym krzywa najszybszego spadku przyblizat za pomocg troj-
katnych funkcji testowych miedzy trzema kolejnymi réwnoodlegtymi punktami podparcia. Ide¢ roz-
wigzania Leibniza mozna uwazaé za pierwszego prekursora metody elementéw skonczonych. Nato-
miast dyskretne przyblizone rozwigzanie autorstwa Jacoba Bernoulliego zostalo p6zniej rozwinigte
przez Eulera w jego ksigzce ,,Methodus inveniendi lineas curvas” z 1743/1744 roku. Euler pokazat
m.in., Zze badanie minimum funkcjonatu postaci

b

3(y(0) = [F (X y00,y'(0))dx, (3.1)

z warunkami brzegowymi y(a) = A, y(b) = B prowadzi do rownan rézniczkowych postaci

d

Fy =5 P =0, (3.2)
nazywanych rownaniami Eulera. Fundamentalne dla rachunku wariacyjnego pojecia wariacji funkcji
i funkcjonatu wprowadzit do nauki Lagrange. Natomiast zastosowanie podczas definiowania funkcjo-
natu nieokreslonych mnoznikéw Lagrange’a umozliwito uwzglednianie w nim dodatkowych warun-
kéw brzegowych. Badania Eulera, Lagrange’a, Legendre’a i innych matematykéw pod koniec XVIII
wieku uformowaty podstawy rachunku wariacyjnego w zakresie badania pierwszej wariacji funkcjo-
natu. Koncepcje Jacoba Bernoulliego oraz Leibniza w XIX wieku rozwinal Schellbach, prezentujac
w pracy [297] dyskretne analityczne rozwigzania dla 12 zadan optymalizacji.

W XVII i XVIII wieku zaczeto rowniez tworzy¢ pierwsze modele matematyczne zjawisk przy-
rodniczych w postaci tzw. zasad wariacyjnych, zgodnie z ktorymi procesy przebiegaja zawsze w taki
sposob, ze opisujace je funkcjonaly przyjmuja warto$¢ minimalng lub maksymalng. Pierwszym zna-
nym sformulowaniem zasady wariacyjnej jest przywolane wczesniej prawo Fermata. Tymczasem Le-
ibniz jako pierwszy zaproponowat mv® jako miare energii kinetycznej i sformutowal zasade, ze jej
zmiana musi by¢ réwna pracy obcigzen zewnetrznych. Jednak poczatkowo rachunek wariacyjny byt
mniej popularny niz formutowanie modeli matematycznych w postaci rownan rézniczkowych. W XIX
wieku sytuacja ta zaczeta ulega¢ zmianie dzigki nastgpujacym zaletom analizy wariacyjne;:

— lepsze przystosowanie do rozwigzywania problemow o praktycznych zastosowaniach dzigki global-
nemu charakterowi reprezentacji catkowe;;

— wiegksza efektywnos¢ w przyblizonym rozwigzywaniu zadan nieliniowych;

— zwarta forma i niezmienniczo$¢ zasad wariacyjnych.
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W tym czasie Hamilton korzystajac z zasady d’Alemberta sformutowat precyzyjnie zasade najmniej-
szego dzialania, a Ostrogradski okreslit wzor na przeksztalcenie catki objgtosciowej w catke po-
wierzchniowa, znany jako wzor Gaussa-Ostrogradskiego. Zastosowane rachunku wariacyjnego w me-
chanice teoretycznej, przyczynito si¢ w znaczacy sposéb do jej rozwoju. W 1877 roku Lord Rayleigh
po raz pierwszy zastosowat sformutowanie wariacyjne do przyblizonego rozwigzania problemu wia-
snego w mechanice.

Na poczatku XX wieku zostaly opracowane bezposrednie metody rachunku wariacyjnego, ktore
W znaczacy sposob przyspieszyly rozwdj metod wariacyjnych w naukach stosowanych. Jako pierwszy
w 1909 roku Ritz zaproponowat bezposrednia metod¢ minimalizacji funkcjonatow postaci J [W(X)] =
b
j F (x, w,w,w",, w )dx, w ktorej funkcje w(x) zastapit kombinacja liniowa funkcji f;
a

w,=f,+af +a,f,+.+a,f,. (3.3

Parametry a; zostaly wyznaczone z warunkow stacjonarnosci funkcjonatu postaci Ay =0. Ritz
1

swoja metode wykorzystat do rozwigzania rownania ugigcia dla utwierdzonej ptyty Kirchhoffa. Nato-

miast bezposrednia wariacyjna metoda Rayleigha-Ritza pozwolila na wyznaczenie najmniejszej war-

tosci wlasnej w problemie wiasnym.

W XX wieku rachunek wariacyjny zastosowano rowniez do badania rownan rozniczkowych.
W ramach zadania odwrotnego rachunku wariacyjnego poszukiwano funkcjonatu dla ktérego rowna-
nie r6zniczkowe byloby réwnaniem Eulera. Poczatkowo znalezienie funkcjonatu byto mozliwe tylko
dla liniowych réwnan rozniczkowych. Zadanie odwrotne rachunku wariacyjnego dla nieliniowych
rownan rdzniczkowych udato sie rozwiagza¢ dzigki twierdzeniu o biliniowym funkcjonale operatora
potencjalnego oraz wprowadzeniu pojecia gradientu funkcjonatu, ktére po raz pierwszy pojawito si¢ u
Couranta. Natomiast pierwsza definicje gradientu funkcjonatu sformutowal Golomb. Tymczasem me-
toda wariacyjna Bubnowa—Galerkina pozwala na rozwigzywanie dowolnych rownan roézniczkowych
bez konieczno$ci konstruowania funkcjonatu w odréznieniu od metody Ritza. Galerkin w pracy [123]
zastosowat ta metode do rozwigzania eliptycznego problemu brzegowego dla belek i ptyt.

Wszystkie przywotane do tej pory bezposrednie metody rachunku wariacyjnego sformutowano na
obszarze catej dziedziny problemu. W zwigzku z tym wymagaty najczgséciej przyjecia odpowiednich
funkcji aproksymujacych wysokiego rzedu, co w przypadku bardziej skomplikowanej geometrii i wa-
runkow brzegowych bylo bardzo trudne lub niemozliwe. W 1943 roku Courant jako pierwszy zapro-
ponowat przyjmowac funkcje testowe (aproksymujace) na skonczonych podobszarach dziedziny [83].
W ten sposdb uogdlnit metode Ritza na przypadek dziedziny ztozonej ze skonczonej liczby podobsza-
row. Z tego powodu uwazany jest przez spoteczno$¢ matematykoéw za tworce Metody Elementow
Skonczonych (MES). Inne modyfikacje metody Ritza w postaci schematow wariacyjno-réznicowych
(siatkowych) znaczaco przyczynily si¢ do rozwoju numerycznych metod rozwigzywania rownan roz-
niczkowych, takich jak np. MES, metoda spektralna, metoda elementow brzegowych.

W mechanice fundamentalng role odgrywa zasada prac wirtualnych, ktorej genezy mozna upa-
trywaé w pracy ,,Fizyka” autorstwa Arystotelesa. W pracy tej zostala zdefiniowana zasada rownowagi
dla dzwigni, zgodnie z ktdrg pozostaje ona w rownowadze jesli dziatajagce na nig sity sa odwrotnie
proporcjonalne do predkosci. Powyzsza zasade doprecyzowat Galileusz, ktory zauwazyl, ze w zasa-
dzie powinny by¢ brane pod uwage jedynie sktadowe predkosci na kierunku sity. Jednak autorstwo
zasady prac wirtualnych jako fundamentalnej zasady rownowagi w statyce przypisuje sie¢ Johannowi
Bernoulliemu, gdyz on jako pierwszy zdefiniowat ja uzywajac iloczynu sity i wirtualnej predkosci na
kierunku sity. Bernoulli zamiast uzywac¢ proporcji okreslil, ze uktad sit znajduje si¢ w rownowadze je-
$li suma tych iloczynow jest rowna zero. Dopiero w XIX wieku zaczg¢to powszechnie stosowaé termin
wirtualne przemieszczenia zamiast wirtualne predkosci. W tym wieku tez Rankine wprowadzit termin
energia potencjalna, co pozwolito na sformutowanie zasady zachowania energii potencjalnej dla ob-
cigzen potencjalnych.

W zasadach zachowania energii potencjalnej oraz energii komplementarnej cze$¢ z rownan roz-
niczkowych jest spetnionych w sposéb przyblizony, a pozostate rownania w sposob $cisty. Cheé uje-
cia wszystkich rownan na tych samych warunkach w ramach sformulowania byta gléwna motywacja
do prac nad wielopolowymi zasadami wariacyjnymi. Najpierw w 1914 roku Hellinger zaproponowat
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sformulowanie problemu brzegowego mechaniki w postaci funkcjonatu, ktéry zalezy od dwoch nie-
znanych pol: przemieszczen i sit [145]. Dalszy rozwoj wielopolowych zasad wariacyjnych w mecha-
nice przypada na okres po Il wojnie $wiatowej. Wtedy Reissner w pracy [276] rozszerzyt sformuto-
wanie Hellingera o warunki brzegowe, nadajac ostateczng form¢ dwupolowe] zasadzie wariacyjnej
Hellingera-Reissnera. Natomiast trojpolowa zasad¢ wariacyjna, w ktorej niezaleznymi polami sa:
przemieszczenia, odksztalcenia oraz naprezenia zaproponowali niezaleznie w 1955 roku Hu [156]
i Washizu [355]. Obecnie uzywa si¢ powszechnie nazwy zasada wariacyjna Hu-Washizu, chociaz
w 1951 roku Fraeijs de Veubeke sformutowat bardziej ogolng czteropolowa zasade wariacyjna, w kto-
rej dodatkowym niezaleznym polem byly napre¢zenia brzegowe [121]. Jednak ze wzgledu na to, zZe
uczynit to w raporcie technicznym, poswigconym gitownie analizie konstrukcji skrzydta, to praca ta
zostala niezauwazona przez wspolczesnych mu badaczy. W zwigzku z tym Felippa [115] zapropono-
wal, aby czteropolowy funkcjonat okresla¢ jako funkcjonat Fraeijs de Veubeke-Hu-Washizu.

3.2. Informacje wstepne

3.2.1. Wirtualne przemieszczenia
Zgodnie z podrozdzialem 2.6 deformacja powloki jest jednoznacznie okre$lona przez pole
u =(u,Q). W celu zdefiniowania reprezentacji stanow wirtualnych rozwaza si¢ pole u(y) wzdhuz
pewnej krzywej parametryzowanej przez n € R o poczatku u(y = 0) = u, ktoére mozna opisa¢ w naste-
pujacy sposob
u@m) =u-+nv, Q1) =exp(nW)Q =Qexp(nW) (3.4)

Wykorzystujac zaleznosci (3.4), wirtualne przemieszczenia mozna obliczy¢ jako pochodne kierunko-
we wzdtuz krzywej

ou = di u(n),o=v, oQ= iQ(’?)\n:o =WQ=QW (3.5)
n dr

Zgodnie z zasadami akumulacji obrotow (zob. Dodatek A.2.3) sko$nie symetryczny tensor W = ad w
opisuje przyrost tensora obrotu w reprezentacji przestrzennej, a tensor W = ad w w reprezentacji mate-
rialnej. Biorgc pod uwage zaleznosci (2.35) i (2.38) opisujace globalng deformacje powtoki, deforma-
cja wirtualna w reprezentacji przestrzennej wzgledem bazy t; przyjmuje postac:

dy=ou=v, ot =0Qt’=5QQ"t, =Wt, =wxt, (3.6)

Zaleznosci (3.5) i (3.6) pokazuja, ze wirtualne przemieszczenia s jednoznacznie opisane za pomoca
dwoch pol wektorowych v i w
\'
w :{ } . (3.7)
w

W analogiczny sposéb do (3.6) mozna zapisa¢ wirtualng deformacje w reprezentacji materialnej
wzgledem bazy ti0
dy=ou=Qu, dt =0Qt’ =QWE =Q(wxt’). (3.8)

3.2.2. Notacja macierzowo-operatorowa

W dalszej czeg$ci rozprawy zastosowano konsekwentnie reprezentacj¢ przestrzenng oraz w celu
uproszczenia zapisu notacj¢ macierzowo—operatorowa, por. [62, 67, 371]. W notacji tej miary uogo6l-
nionych odksztatcen zapisuje si¢ nastgpujaco:

&

: E )& &

oA
K,
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a sprzezone z nimi energetycznie miary uogélnionych napr¢zen w postaci

1

N n? 2
SZ{M}:{mﬂ}: NS (3.10)

2

S5 3

3 3

W analogiczny sposob przedstawia si¢ wektory obcigzenia zewngtrznego (powierzchniowego) p, wek-
tory obcigzenia brzegowego S oraz wektory brzegowych sit wewngtrznych Sy:

= f *= n* = rl\/
[0 ) o)

Uwzgledniajac w (3.9) rozklad wektorow &, i K, na sktadowe, zob. wzory (2.42) i (2.43), wektor

uogoblnionych odksztalcen mozna zapisa¢ nastepujaco

€= {81.1 €25 €12 EaE1 &5 iy Ko Ferp Ko 1y ’Cz}T = {£m|£s e, &4 }T ’ (3.12)

gdzie dokonano formalnego podzialu wektora € na sktadowe: m — membranowe (ang. membrane),
s — $cinania poprzecznego (ang. shear), b — zgieciowe (ang. bending), d — owiniecia (ang. drilling).
W podobny sposob mozna roztozy¢ na sktadowe wektor przekrojowych uogélnionych napr¢zen

s :{N“NZZ N12 Nzl‘Qle HM 11M 22M 12M leMlM 2}T :{Sm|ss”Sb|Sd }T. (3.13)

W dalszej czeSci pracy oznaczenia € i S beda uzywane dla niezaleznych odksztatcen i niezaleznych
uogblnionych naprezen. Natomiast jesli odksztalcenia bedg obliczane bezposrednio z przemieszczen
na podstawie zaleznosci (2.39) i (2.40), to w celu podkre$lenia tego bedzie stosowane oznaczenie &(U)

g(u)] [u+QT -1
ALY +Q" -1,
KU)[ | ad?(Q,Q")
W) | ad?@Q.,Q")

gu)= (3.14)

Tymczasem oznaczenie s(€(u)) wprowadza sie dla wektora uogdlnionych naprezen wyznaczonych na

podstawie odksztatcen okreslonych wzorem (3.14).
Wzory (2.34) i (2.44) opisujace wirtualne miary odksztalcen mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

0es =V, 5 —WX Y, , =V, ,—Wx(t;+&5)=v, 5 +(t; +5)xW, OKg=w,;. (3.15)

Zatem odksztatcenia wirtualne w notacji macierzowo-operatorowej przyjmuja postac

og, v+t + &) xw
o o+t +
S = Sl _ )V (1, + &) xw , (3.16)
0K, w,
oK, w,,

na podstawie ktorej mozna zdefiniowa¢ operator macierzowy B(u)

10)q (L +&)x()

_ 1(),, (t,+&)x()
0 1()4
0 1().,

B(u) (3.17)
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opisujacy zalezno$¢ migdzy wirtualnymi przemieszczeniami W i1 wirtualnymi odksztatceniami J€
oe=Bu)w. (3.18)

W celu sformulowania powlokowych elementéw cze$ciowo mieszanych wprowadza si¢ odpo-
wiednio dla elementéw typu A i B nastgpujgce wektory niezaleznych odksztalcen

€, = {81_1 €yp &pp 821}T = {am}T )

& = {311 £22 €12 €181 &2 }T - {£m|£S}T ’

(3.19)

oraz dopehiajace je wektory uogoélnionych odksztalcen wyznaczone na podstawie przemieszczen

Ky (Uu) = {‘91 € ”Kn Koo Kip Kp1|Hy Kz}T = {ss ||£b &g }T ,

(3.20)
- T T
Kg (U) = {Ky Ky Ky Ky |1 15} ={&p|Eq )
W analogiczny sposo6b definiuje si¢ wektory uogdlnionych niezaleznych naprgzen
_ T
nA:{NllNZZN].ZNZl} :{Sm}T,
(3.21)

Ay :{N”NZZ N12N21‘Q1Q2}T ={Sm|SS}T,

oraz dopetniajace je wektory uogolnionych naprezen obliczone na podstawie przemieszczen po wyko-
rzystaniu zwigzkow konstytutywnych

M, (U) ={Q1Q2“M11M 2\ 12\ 2L MM 2}T :{Ss "Sblsd}Ta
. (3.22)
Mg (U) ={MUIMZMEMZ MM 2} ={s, 5.},

odpowiednio dla elementow czgsciowo mieszanych typu A i B. W rozdziale piatym w celu uproszcze-
nia zapisu pomija si¢ indeks wskazujacy typ elementu tam gdzie jest to mozliwe.
W niniejszym rozdziale zalezno$¢ mi¢dzy odksztalceniami i sitami przekrojowymi przyjmuje si¢
w ogo6lnej postaci
s=Ceg, (3.23)

gdzie za pomocag C 0znaczono macierz konstytutywnga okreslong w czwartym rozdziale poswigconym
roOwnaniom konstytutywnym.

3.3. Zasada przemieszczen wirtualnych

W podrozdziale 2.5 pokazano, ze wprowadzenie do tozsamosci catkowej lokalnych réwnan row-
nowagi (2.18) i (2.20) oraz statycznych warunkoéw brzegowych (2.19) i (2.21) za pomocg mnoznikoéw
Lagrange’a (v,w) prowadzi do zasady prac wirtualnych, gdyz (v,w) mozna interpretowac jako pola
wirtualnych przemieszczen (3.7). Zasada prac wirtualnych dana wzorem (2.33) we wprowadzonej no-
tacji macierzowo-operatorowej dla kinematycznie dopuszczalnych pol ueU, i we W, oraz po wy-

korzystaniu zaleznosci (3.18) przyjmuje postac

G lu;w]=G,[u;w], (3.24)

gdzie
G.[u;w]= HM oe"s(e(u))da = j j § (Bu)w)" s(g(u))da, (3.25)
G,[u;w] =”M w'p da+LNI w's’dl. (3.26)

Wystepujace tu pole U jest kinematycznie dopuszczalne, gdy nalezy do zbioru U, pdl spetniajacych
kinematyczne warunki brzegowe
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U, ={u € U‘u =u" nabrzegu oM, } : (3.27)

gdzie u” oznacza pole przemieszczen zadanych na brzegu oM, . Natomiast pole wirtualnych prze-
mieszczen W jest kinematycznie dopuszczalne, gdy nalezy do zbioru pol W, spetniajacych jednorod-
ne kinematyczne warunki brzegowe

W, ={weW|w=0 nabrzegu oM,}. (3.28)

Dodatkowo pola u i w muszg spetnia¢ warunki regularno$ci umozliwiajace standardowe przeksztatce-
nia matematyczne. Warunki regularno$ci wymagaja, aby pola byty ciaglte i rozniczkowalne w punk-
tach regularnych powierzchni M oraz posiadaty ciagte pierwsze pochodne czgstkowe wzdtuz brzegu.

Wyrazenie G, [u;w] (3.25) mozna interpretowac jako wirtualng pracg wewngtrzng, a wyrazenie
G, [u;w] (3.26) jako wirtualng prace zewngtrzna wykonang przez obcigzenia powierzchniowe i brze-
gowe. Ze wzgledu na to, ze posta¢ (3.24) zasady prac wirtualnych jest wyrazona tylko w przemiesz-
czeniach, to w literaturze [62, 370] nazywana jest ona zasadg przemieszczen wirtualnych.

Na podstawie zalezno$ci (3.24) mozliwe jest zdefiniowanie dla zasady przemieszczen wirtualnych
nastepujacego funkcjonatu

Glu;w]=G;[u;w] -G, [u;w]=0. (3.29)

Funkcjonat (3.29) stanowi podstawe do formutowania przemieszczeniowych elementow skonczonych,
dla ktorych oprécz kinematycznych warunkéw brzegowych w sposob $cisty musza by¢ spetnione
réwniez zaleznosci przemieszczenie—odksztatcenie (3.14) oraz zwigzki konstytutywne (3.23).

3.4. Przeglad zasad wariacyjnych

3.4.1. Wprowadzenie

W niniejszym podrozdziale na podstawie pracy [354] zostanie dokonany przeglad najwazniej-
szych zasad wariacyjnych, pokazujacy relacje miedzy tymi zasadami. Opis zasad wariacyjnych w ra-
mach liniowe;j teorii powlok z powierzchnia podstawowa typu Cosseratow zostat przedstawiony m.in.
w [17, 277]. Jako punkt startowy do niniejszych rozwazan przyjmuje si¢ zasad¢ przemieszczen wirtu-
alnych opisang funkcjonatem (3.29).

Dla powtok hipersprezystych zaktada si¢ istnienie funkcji skalarnej

& =d(€) = D(E, K) (3.30)

nazywanej funkcjg powierzchniowej gestosci energii sprezystej (odksztalcenia), ktorej postacie w ra-
mach nieliniowej 6-parametrowej teorii powlok badano w pracy [104]. Jesli taka funkcja istnieje, to
zwiagzek konstytutywny (3.23) przyjmuje postac

s={N }zasqb(a)z{aE@(E’K)}. (3.31)
M o P(E,K)

Uwzglednienie zaleznosci (3.31) w funkcjonale (3.29) pozwala na sformutowanie rozszerzonej zasady
prac wirtualnych

Glu;w]= 5ﬂM d(e(u))da — HM w'pda- LM w's'dl. (3.32)

3.4.2. Zasada zachowania energii potencjalnej
Sformutowanie zasady zachowania energii potencjalnej dodatkowo wymaga zatozenia, ze dziata-
jace na powloke obciazenia p i ™ sa potencjalne, tzn. istnieje potencjat obcigzenia V, ktéry spetnia
rownos¢
oVlu;w]=-G.[u;w]. (3.33)

Na podstawie zaleznosci (3.26) i (3.33) potencjat obcigzenia mozna zapisaé za pomocg wzoru
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V(u)=— j jM u'p da— LM u's"dl . (3.34)

Podstawienie zaleznosci (3.33) do funkcjonatu (3.32) pozwala na zdefiniowanie zasady zachowania
energii potencjalnej J:U, — R w zwigztej postaci

Ju)= j j | DE(Wda+V (), (3.35)

w ktorej jedynymi zmiennymi niezaleznymi sa przemieszczenia U € U, . Potencjalno$¢ obcigzenia
zewngtrznego oraz istnienie funkcji energii sprezystej pozwolilo na wyeliminowanie wirtualnych
przemieszczen z funkcjonatu (3.35) wzgledem zasady prac wirtualnych. Jednak podczas formutowania
elementow skonczonych na podstawie funkcjonatu (3.35) nadal w sposéb $cisty musza by¢ spetnione:
kinematyczne warunki brzegowe (3.27), zaleznosci odksztatcenie-przemieszczenie (3.14) oraz zwigzki
konstytutywne (3.23).

3.4.3. Zasada Hu-Washizu
W celu ograniczenia liczby réwnan, ktére w danym sformutowaniu musza by¢ spelnione w spo-
sOb $cisty, mozliwe jest wprowadzenie relacji
e=¢(u) (3.36)

do funkcjonatu (3.35) przez wykorzystanie metody mnoznikow Lagrange’a. Zbadanie stacjonarno$ci
takiego funkcjonatu prowadzi do spostrzezenia, ze poszukiwanym mnoznikiem Lagrange’a jest pole
uogolnionych niezaleznych napr¢zen s. Dodatkowo przyjmuje sig, ze funkcja energii sprezystej @(€)
jest funkcjg niezaleznych odksztalcen, a nie przemieszczen @(g(u)) jak w (3.35). Wtedy mozliwe jest
sformutowanie trojpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu , ktorej funkcjonat przyjmuje postac

W(u,g,8) = j jM (2(e)+sT (E(u)—&) Jda + ¥ (u), (3.37)

gdzie pola: (u,g,s) sa traktowane jako niezalezne. W zasadzie tej jedynymi dodatkowymi warunka-
mi, ktore musza by¢ spelnione w sposob $cisty sa kinematyczne warunki brzegowe dla pola ue U, .

Zasada wariacyjna Hu-Washizu zostanie wykorzystana w dalszej czgséci rozprawy do sformutowania
mieszanych powlokowych elementow skonczonych.

3.4.4. Zasada Fraeijs de Veubeke-Hu-Washizu

W najbardziej ogoélnej zasadzie wariacyjnej rowniez kinematyczne warunki brzegowe (3.27) sg
relaksowane metoda mnoznikow Lagrange’a. Z warunku stacjonarnosci funkcjonalu wynika, ze do-
datkowym polem w poréwnaniu do funkcjonatu (3.37) sg wewngtrzne sity przekrojowe na brzegu Sy.
Zatem czteropolowy funkcjonat Fraeijs de Veubeke-Hu-Washizu (por. [17, 115]) przyjmuje nast¢pu-
jaca postac

I1(u,es,8,)= ”M (cb(s) +s'(g(u) —s))da - ”M u'pda —LM u's’dl - J‘aM (u —u)'s,dl. (3.38)

W tak zdefiniowanym funkcjonale wszystkie rownania problemu brzegowego sa zawarte w tozsamo-
Sci catkowej w sposéb staby, a wiec zadne rownanie nie jest wyrdznione.

3.4.5. Zasada Hellingera-Reissnera

Przeglad literatury dokonany w podrozdziale 1.2 wskazuje, ze do formulowania hybrydowo—
mieszanych elementow skonczonych czesto wykorzystuje si¢ dwupolowa zasade wariacyjna Hellinge-
ra-Reissnera. Funkcjonat tej zasady mozna uzyskac¢ z funkcjonatu Hu-Washizu przez eliminacj¢ z nie-
go niezaleznych odksztalcen, ktore na podstawie zaleznosci (3.23) mozna wyrazi¢ wzorem

e=C’'s, (3.39)
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jesli macierz konstytutywna jest odwracalna. Dodatkowo w przypadku materialu liniowo-sprezystego
funkcje energii sprezystej mozna rozpisa¢ nastepujaco

D(g) = %aT (Ce) = %aTs : (3.40)

Uwzgledniajac zaleznosci (3.39) i (3.40) w (3.37) uzyskuje si¢ funkcjonal Hellingera-Reissnera dla
Kinematycznie dopuszczalnych przemieszczen i niezaleznych uogélnionych napr¢zen w postaci

H(u,s)= HM (—%ST (C?s)+ sTs(u)jda +V(u). (3.41)

W celu uproszcezenia funkcjonatu (3.41) na podstawie transformacji Legendre’a (zob. np. [382]) defi-
niuje si¢ gesto$¢ energii komplementarnej

P(s)=s"e—d(g) =%ST£ =%5T (C’ls), (3.42)

ktorej wstawienie do (3.41) pozwala na zapisanie funkcjonatu Hellingera-Reissnera nastgpujaco
H(u,s)= H . (sTe) - ¥ (s) da+V (u). (3.43)

Ze wzgledu na to, ze funkcjonat (3.43) zawiera funkcj¢ ¥(S) to zasad¢ Hellingera-Reissnera zalicza
si¢ do grupy komplementarnych zasad wariacyjnych. W zasadzie tej oprocz kinematycznych warun-
kow brzegowych jedynie zaleznosci odksztalcenie-przemieszczenie (3.14) musza by¢ spetnione
W sposob $cisty, gdyz pozostate rownania wynikajg z warunku stacjonarnosci 6H =0.

W pracy [62] zostat opisany wariant odksztatceniowy zasady Hellingera-Reissnera. W wariancie
tym niezaleznymi zmiennymi sg odksztatcenia i przemieszczenia, a zwiazki konstytutywne (3.23) mu-
sza by¢ spelnione w sposob Scisty. Ta dwupolowa zasada wariacyjna zostala po raz pierwszy opisana
przez Fraeijs de Veubeke, dlatego w pracy [115] zaproponowano, aby nazywaé ja zasada wariacyjng
Fraeijs de Veubeke.

3.4.6. Zasady wariacyjne komplementarne

W celu okreslenia zasady wirtualnej pracy komplementarnej wprowadza si¢ funkcje naprgzen F
za pracg [17] na podstawie ktorych mozliwe jest wyznaczenie uogdlnionych naprezen

oF
S=—.
o¢

W zasadach komplementarnych zgodnie z praca [17] odksztatceniom € odpowiadajg uogdlnione na-
prezenia S, a przemieszczeniom u funkcje naprgzen F. Wtedy zdefiniowanie tozsamosci catkowej me-
todg mnoznikéw Lagrange’a na podstawie zalezno$ci odksztatcenie-przemieszczenie (3.14) oraz ki-
nematycznych warunkow brzegowych (3.27) prowadzi do zasady wirtualnej pracy komplementarnej,
ktoéra mozna w ogolnej postaci zapisa¢ nastgpujaco:

(3.44)

G[F;0s] = G,[F;0s]-G,[F;0s] = j j y (s(F)) " osda — j N uTssvdl =0. (3.45)
oMy
Dodatkowo dla tej zasady musza by¢ spetnione w sposob $cisty lokalne rownania rownowagi (2.18)
i (2.20) oraz statyczne warunki brzegowe (2.19) i (2.21). Komplet rownan dla problemu brzegowego
uzupetniajg zwiagzki konstytutywne (3.23).
Jesli istnieje funkcja gestosci energii komplementarnej Y(F) oraz zadane przemieszczenia na
brzegu u” nie ulegaja zmianie w trakcie analizy to mozliwe jest sformutowanie funkcjonatu

C(F) = [ #Fda+V(F) (3.46)

dla zasady zachowania energii komplementarnej. W funkcjonale tym jedynymi niezaleznymi zmien-
nymi sg funkcje naprezen F. Dodatkowo dla tej zasady musza by¢ spelnione w sposob $cisty te same
warunki co dla zasady wirtualnej pracy komplementarnej.
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3.4.7. Relacje miedzy zasadami wariacyjnymi

Relacje taczace omowione wyzej zasady wariacyjne zostaly w sposob schematyczny zaprezento-
wane na rys. 3.1. Zasade wariacyjng Hellingera-Reissnera oraz zasadg¢ zachowania energii komple-
mentarnej potgczono liniami przerywanymi, gdyz w tym przypadku przejscie z jednej zasady do dru-
giej wymaga wigkszej liczby przeksztatcen. Jesli w danej zasadzie wariacyjnej pewne warunki (rOw-
nania) sg spetnione w sposob Scisly, to w zasadzie do niej komplementarnej te warunki powinny by¢
spetnione w sposdb staby. Zatem np. zasada zachowania energii komplementarnej jest zasadg kom-
plementarng do zasady zachowania energii potencjalnej. Zasada prac wirtualnych, przemieszczen wir-
tualnych oraz wirtualnej pracy komplementarnej jako tozsamosci catkowe sg ogolniejsze od pozosta-
lych zasad wariacyjnych (zdefiniowanych jako warunki stacjonarnosci funkcjonatu), gdyz nie wyma-
gaja istnienia odpowiedniego funkcjonatu.

Rownania rownowagi Réwnania konstytutywne Kinematyczne
Statyczne warunki brzegowe Zwigzkiu — € warunki brzegowe
!
[ Z m
i asada Fraeijs
Zasada przemieszczer | P(u) i?wse?g? ngtg;]%\;\;?:é? Y_|zasada Hu-Washizu L ' de Veubeke-
wirtualnych V(u) J(u) W(u, €, s) Hu-Washizu
— \ Mu, € s,s,)
Zwigzki
—€
—= 1Y
Zasada wirtualnej pracy| y(F) | £@sada zachowania Zasada Hellingera-
komplementarnej V(F) energii kone?ll;imentarnej :;—_—_n-- Rili(ssne)ra
u,s

)

I

Kinematyczne warunki brzegowe
Zwigzki u — €

Rys. 3.1. Schemat pokazujacy relacje migdzy zasadami wariacyjnymi

W literaturze przedmiotu w celu zmniejszenia liczby niezaleznych parametréw w obliczeniach
zostaty zaproponowane réozne modyfikacje wielopolowych zasad wariacyjnych. W pracy [62] w ra-
mach zmodyfikowanej zasady Hellingera-Reissnera jako niezalezne przyjeto tylko wybrane sktadowe
wektora uogodlnionych naprezen. Tymczasem zastosowanie koncepcji wzbogaconych odksztatcen
[309] w ramach zasady wariacyjnej Hu-Washizu pozwolito na wyeliminowanie ze sformutowania nie-
zaleznych uogodlnionych naprgzen po zlinearyzowaniu funkcjonatu. W pracy [370] w zmodyfikowa-
nym funkcjonale Hu-Washizu uwzgledniono tylko membranowe i poprzeczne sktadowe odksztatcen.
Podczas gdy w kolejnej pracy [371] jako niezalezne przyjeto jedynie sktadowe membranowe. Rodzing
zmodyfikowanych zasad wariacyjnych, w ktorych zrelaksowano warunki cigglosci przemieszczen
pomigdzy elementami skonczonymi zaproponowano w pracy [354].

3.5. Zmodyfikowana zasada wariacyjna Hu-Washizu

W celu sformutowania powtokowych elementow czesciowo mieszanych w dalszej czesci pracy,
ponizej zaproponowano zmodyfikowany funkcjonal Hu-Washizu inny niz w pracach [370, 371].
Funkcjonat tego nie wykorzystany do tej pory w ramach nieliniowej 6-parametrowej teorii powlok.
W zmodyfikowanym funkcjonale Hu-Washizu, tylko cze$¢ ze sktadowych wektora € i S jest niezalez-
na od przemieszczen. W zwigzku z tym dokonuje si¢ dekompozycji wektora odksztatcen (3.14)

e=1¢ K(u)}T (3.47)

na cze$¢ niezalezng € dang wzorem (3.19) oraz cze$¢ zalezng od przemieszczen K(u) dang wzorem
(3.20). W analogiczny sposob przeprowadza si¢ dekompozycje wektora uogdlnionych naprezen

s={n mu)}’ (3.48)

na cze$¢ niezalezng N i cze$¢ zalezng m(u) opisane odpowiednio wzorami (3.21) i (3.22).
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Wykorzystujac dekompozycje wektorow € (3.47) i s (3.48) mozliwe jest sformutowanie funkcjo-
natu zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu w postaci

W (u,&,n) = j j § (P& K(u) +A" (EU)—€) ) da + V' (u), (3.49)

w ktorej cze$¢ niezalezna odksztatcen i naprezen jest opisana za pomocg zasady wariacyjnej Hu-
Washizu, a czg¢$¢ zalezna od przemieszczen za pomoca zasady zachowania energii potencjalnej. Dzie-
ki przeprowadzeniu w zmodyfikowanej zasadzie wariacyjnej odpowiadajacej sobie dekompozycji
wektorow € i S zachowane jest sprzezenie energetyczne odksztatcen i uogdlnionych naprezen.

3.6. Linearyzacja tréjpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu

3.6.1. Wprowadzenie
Linearyzacja rownan jest bardzo waznym etapem W przyrostowo-iteracyjnym rozwigzaniu nieli-
niowego problemu brzegowego. W sformutowaniu stabym oznacza ona linearyzacj¢ wybranej zasady
wariacyjnej. Linearyzacja zasady przemieszczen wirtualnych, wykorzystywana w elementach prze-
mieszczeniowych, zostata opisana w Dodatku B.1. W ramach procedury przyrostowo-iteracyjnej
wprowadza si¢ wektor
Au = (Au,Ap) e W, , (3.50)

styczny do krzywej u(y) w punkcie u, nalezacy do tej samej przestrzeni stycznej co wektor w dany
wzorem (3.5). W odréznieniu od wirtualnych przemieszczen w sktadowe wektora Au w dalszej czgsci
pracy interpretuje si¢ jako rzeczywiste przyrosty przemieszczen. Analogicznie do wektora Au definiu-
je si¢ wektory styczne Ag, AS

(M) =e+nAg, s(n)=s+nAs. (3.51)
Pochodna kierunkowa funkcjonalu G[u;w] danego wzorem (3.29) w punkcie ueU, i w kie-

runku Au € W, definiuje si¢ nastgpujaco

OG[u; Au,w] =;—”G[u(q);w] (3.52)

n=0
W podobny sposob definiuje si¢ pochodne kierunkowe wariacji funkcjonatu 6 w kierunku Ag i As

O We(n); Ae, 5€] = dié We(n);o¢€] (3.53)
n

| 52W[s<n>;As,as]=di(5W[s(n);as]
n

n=0 n=0

3.6.2. Pierwsza wariacja funkcjonatu

Wykorzystujac definicje pochodnej kierunkowej, pierwszg wariacje¢ funkcjonatu (3.37) trdjpolo-
wej zasady wariacyjnej Hu-Washizu mozna zapisa¢ nastepujaco

oW (U,€,S;W,0€,JS) = ”M ((Ss:Taqu +s'5g(u) +0s' (g(u)—€) — (SaTs) da +ovV[u;w], (3.54)
gdzie wariacja potencjatu obciagzenia wynika z zaleznosci (3.33). Sposdb wyznaczenia sktadowych we

wzorze (3.54) zostat zaprezentowany w tab. 3.1. Uwzgledniajgc zaleznosci (3.18) i (3.33), funkcjonat
(3.54) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

oW (u,€,S;W,J€,JS)= ”M (wT (B(u)T s—p)JrésT (e(u)—€)+oe" (88<15—s)) da +J.6M w'(s,—s )dl. (3.55)

Wtedy z warunku stacjonarnosci funkcjonatu
oW (u,g,s;W,0¢g,08) =0, vweW,, (3.56)

oraz z dowolnosci w € W, wynikaja roOwnania rOwnowagi oraz statyczne warunki brzegowe, z do-

wolno$ci J€ rownania konstytutywne, a z dowolno$ci S zwigzki przemieszczenie—odksztalcenie. Za-
leznosci te sa rownaniami Eulera-Lagrange’a dla warunku stacjonarnosci (3.56).
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Tabela 3.1. Linearyzacja trojpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu

sktadnik T T

kierunek P(e) s £(u) S &
du 0 s'og(u) 0

e o' 0,P 0 —0e's

5s 0 5sTg(u) —-s'e

3.6.3. Druga wariacja funkcjonatu

W celu dokonczenia linearyzacji trojpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu konieczne jest
okreslenie drugiej wariacji funkcjonatu (3.37). Wykorzystanie definicji pochodnej kierunkowej (3.53)
dla wariacji funkcjonatu 0W prowadzi do zaleznos$ci

5°W (u,&,8; W, 0, IS, AU, AE, AS) = 5{_”M (&-:Taaqb +s'0g(u) +Js'g(u)—ds'e - 5£Ts) da} =
. (3.57)
= ” (5£T8§£¢A£ +s'ASe(U) + As ' Og(u) + s  Ag(u) — s’ Ag — (SsTAs) da
M

Sposob wyznaczenia drugiej wariacji zostal szczegotowo opisany w tab. 3.2. Okreslenie pierwszej
i drugiej wariacji funkcjonatu (3.37) pozwala na zapisanie zlinearyzowanego warunku stacjonarno$ci
(3.56) w rozszerzonej postaci

5°W(u,€,s;W,J€,0n, Au, Ag, An) + 5 (U, €, S; W, 0g,on) =0 (3.58)
Tabela 3.2. Wyznaczenie drugiej wariacji funkcjonatu tréjpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu
kieruneksmdmk 0’00 | sTog(u) | SsTeu) | —os'e —o¢'s
Au 0 sTASe(u) | Js’Ag(u) 0 0
Ag o€ 02, DAE 0 0 —osTAe 0
AS 0 As'og(u) 0 0 —5€'As

Podczas wyznaczania drugiej wariacji funkcjonatu ograniczono si¢ jedynie do czesci zwigzanej
z wirtualng energiag wewngtrzna powtoki, gdyz w rozprawie doktorskiej zaktada si¢ potencjalnos¢ ob-
cigzenia. W przypadku wystapienia w konstrukcji obcigzen niekonserwatywnych drugg wariacje dla
potencjatu obcigzenia V(U) nalezatoby wyznaczy¢ w sposob opisany dla wariacji funkcjonatlu ze-
wngetrznej pracy wirtualnej w Dodatku B.1.

3.7. Linearyzacja zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu
3.7.1. Pierwsza wariacja funkcjonatu
Uwzgledniajac dekompozycje wektora odksztatcen (3.47) i uogdlnionych naprezen (3.48) funkcje
powierzchniowej gestosci energii odksztatcenia (3.30) mozna zapisa¢ w postaci
D(€,K(U)) = %E-Cni +E+C,K(U) + K(U)*C, & + %K(u)-czzi(u) . (3.59)
Pierwsza wariacja zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu (3.49) jest dana wzorem

SW (U, €,; W, 0€, on) = j j . [ 5E(u)"+0K(u)T 0, D+E " (0,0—N)+on" (E(U)—E) | da + ¥ u;w], (3.60)

gdzie 0@ oznacza pochodna czastkowa funkcji (3.59) wzgledem sktadowych wektora K(u)
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0@ =m(u)=C,,€+C,K(u), (3.61)
natomiast pochodna czastkowa 0;® po sktadowych wektora € przyjmuje postaé
0:®=C,,€+C,K(u). (3.62)

Sposob wyznaczenia pierwszej wariacji zostal szczegétowo rozpisany w tab. 3.3. Podobnie jak dla za-
sady wariacyjnej Hu-Washizu mozna pokaza¢, ze dla warunku stacjonarnosci 6 = 0 zmodyfikowanej
zasady (3.49) réwnaniami Eulera-Lagrange’a sg: rOwnania rOwnowagi, statyczne warunki brzegowe,
rownania konstytutywne oraz zwigzki przemieszczenie—odksztatcenie. Jedyna rdznicg jest to, ze réw-
nania konstytutywne oraz zwiazki przemieszczenie—odksztatcenie w zmodyfikowanej zasadzie waria-
cyjnej Hu-Washizu sg spelnione w sposéb staby tylko dla niezaleznej czesci odksztatcen i naprezen.

Tabela 3.3. Linearyzacja zmodyfikowane;j trojpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu

sktadnik - = —T— —T—

kierunek P(€,K(U) n g(u) —n'e
du oK) 0. @ | Nn'oE(U) 0

ot O€' 0, D 0 —-5g'n

on 0 on"g(u) -on'e

3.7.2. Druga wariacja funkcjonatu
Druga wariacje¢ dla zmodyfikowanego funkcjonatu Hu-Washizu (3.49) mozna wyrazi¢ wzorem
S*W(u,€,n; W, J€,n, Au, A€, An) =

_ - . T T o = , (3.63
='|.J. (AéK(u)T8K¢+5sTafgd>As+nTA5£(u)+AnT(Sa(u)+(SnTAa(u)—5nTAs—5sTAn)da (363)
M

w ktorym czton 0€'0%,PAE wynika z jednej strony z funkcjonatu Hu-Washizu, a z drugiej strony z za-

sady zachowania energii potencjalnej. Wykorzystujac zaleznos¢ C = 6;@ zachodzaca dla materiatow
liniowo-sprezystych oraz wzor (3.59) czton ten mozna rozpisa¢ w nastgpujacy sposob

rp s e aop| 0D O0x®|[ AT | _ . [Cy Cpul|[ AE
OF OuPAE = {08 5'((”)}{%@ 6§K¢:|{AE(U)}_{5£ 5'((“)}{021 szHAi(u)}' (369

W powyzszym wzorze 8%(15 oznacza drugg pochodng funkcji @ wzgledem sktadowych wektora € .

Sposob wyznaczenia drugiej wariacji zostat szczegdlowo opisany w tab. 3.4. Warunek stacjonarnosci
w postaci (3.58) dla zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu jest podstawg do formutowania
czgsciowo mieszanych powlokowych elementow skonczonych w dalszej czesci pracy.

Tabela 3.4. Wyznaczenie drugiej wariacji funkcjonatu zmodyfikowanej zasady wariacyjnej Hu-Washizu

kadnik _ - T = T e 1
kieruneks < oK (u)" 0P € 0P N'og(u) | on'€(u) —on'e —0g'n
— T
AoK(U)) O D +
Au (_ ) T | 9T0LPAK(U) | NTAGE(U) | ONTAE(U) 0 0
JK(u) " 0% PAK(u)
Ag OK(u) 0 PAE | OE 05 DAE 0 0 _snTAE 0
AR 0 0 AN SE(u) 0 0 _SETAR
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Rozdziat 4
ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

4.1. Wprowadzenie

Celem rozdziatu czwartego jest sformulowanie réwnan konstytutywnych powlok o funkcyjnej
zmienno$ci materiatu wzdhiz grubos$ci w teorii o$rodka Cosseratow. W zwiazku z tym podano ponizej
postulaty, jakie powinny spetnia¢ rownania konstytutywne. Nastepnie zaprezentowano podstawowe
informacje odnos$nie osrodka Cosseratow. Ponadto, w rozdziale zdefiniowano analizowany model po-
wloki FGM i oméwiono metody okres$lania efektywnych parametrow materialowych w warstwie.
Réwnania konstytutywne powtok FGM wyznaczono w wyniku analitycznego catkowania wzdluz gru-
bosci PSN osrodka Cosseratow. Zwiazki konstytutywne okreslono niezaleznie wzgledem srodkowe;j
oraz neutralnej powierzchni odniesienia. W rozdziale podano rowniez prawo konstytutywne materiatu
liniowo—sprezystego, wykorzystane w rozdziale szostym w testach elementow skonczonych.

Roéwnania konstytutywne opisuja w mechanice osrodkow ciagltych (MOC) zwigzki miedzy skta-
dowymi tensora odksztalcen i sktadowymi tensora naprezen. Zatem umozliwiaja one uwzglednienie
wplywu wihasciwosci materiatowych na rozwigzanie problemu brzegowego oraz uzupetniaja bilans
rownan MOC, wyréownujac liczbe niewiadomych i danych. W ramach mechaniki kontinuum zwiazki
konstytutywne najczesciej formutuje si¢ na poziomie makro w wyniku pewnego usrednienia opisu mi-
kroskopowego. Ze wzgledu na bardzo duza réznorodno$¢ materiatow wystgpujacych w przyrodzie
roOwnania konstytutywne nie majg charakteru uniwersalnego w przeciwienstwie do rownan réwnowagi
czy zasad zachowania.

4.1.1. Postulaty

W literaturze zob. [351] uznaje si¢, ze fundamenty wspotczesnego modelu matematycznego mate-
rialu w mechanice kontinuum stworzyt Walter Noll w 1958 roku. W pracy [232] sformutowat on dwa
podstawowe postulaty, ktore powinny spetnia¢ rownania konstytutywne w ich ogodlnej postaci dla ru-
chu &1 pola naprgzen S:

— postulat obiektywnosci materialowej: jesli reprezentacja {3, S} spelnia rownania konstytutywne, to
muszg by¢ one rowniez spetnione dla reprezentacji {#’, S’} w dowolnym innym uktadzie odniesienia,
zgodnie z tym postulatem wlasciwosci materialowe sg niezalezne od wyboru uktadu odniesienia;

— postulat determinizmu: pole naprezen S pewnej czastki ciata zalezy jedynie od historii ruchu lokal-
nego otoczenia tej czastki ciata.

Z tak zdefiniowanego postulatu determinizmu wydziela si¢ w literaturze zob. np. [287, 351] postulat
lokalnosci, zgodnie z ktorym stan napr¢zenia w pewnej czastce ciata zalezy jedynie od zmiennych
niezaleznych w pewnym niewielkim otoczeniu tej czastki. Zatem ruch czastek odlegtych od danej
czastki nie ma wptywu na jej stan naprezenia. Po wydzieleniu postulatu lokalnosci postulat determini-
zmu przyjmuje zwiezla postaé: ze aktualny stan fizyczny ciata (np. pole naprezen) zalezy jedynie od
historii stanu tego ciata, a nie od jego stanéw przysztych. Noll réwnania konstytutywne sformutowat
jako relacje migdzy ruchem i polem naprezen. W niniejszej rozprawie sg one formutowane dla powto-
ki jako zwigzki pomigdzy odksztatceniami i sitami przekrojowymi (uogoélnionymi naprezeniami).

Postulat lokalno$ci ma charakter ograniczajacy, gdyz istniejg materiaty np. krysztaty jonowe dla
ktorych nie jest on spelniony. Taki charakter ma roéwniez postulat obiektywnos$ci materiatowej, ktory
moze by¢ speliony tylko wtedy, gdy pola podlegajace transformacji w trakcie zmiany uktadu odnie-
sienia sg polami obiektywnymi zob. [287]. Z tego powodu postulat ten byt krytykowany za jego zbyt
duza restrykcyjnos¢ [226] oraz szeroko dyskutowany w literaturze zob. np. paragraf 5-ty w pracy
[263] i cytowang tam literaturg. Zatem w przeciwienstwie do zasad zachowania, ktore maja charakter
0g6lny, przedstawione powyzej reguly dla rownan konstytutywnych dotycza tylko pewnej klasy mate-
riatow 1 dlatego sa okre$lane mianem postulatow. Przyktadowo w teorii nielokalnej nie obowigzuje
postulat lokalno$ci. W ramach tej teorii dla danego punktu wybrane wielkosci fizyczne np. odksztal-
cenia usrednia si¢ z zastosowaniem funkcji wagowej ze skonczonego otoczenia punktu, ktérego roz-
miar zalezy od dtugosci charakterystycznej, zob. np. [34].
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W pracy [351] poza trzema postulatami opisanymi powyzej sformutowano dodatkowe postulaty,
ktére powinny by¢ spetnione dla fizycznie waznego modelu konstytutywnego, aby nie byt on sprzecz-
ny z réwnaniami rownowagi badz rownaniami termodynamiki. Zgodnie z postulatem wspdtobecnosci,
zmienna niezalezna wystepujaca w jednym réwnaniu konstytutywnym powinna by¢ obecna rowniez
W pozostatych réwnaniach konstytutywnych. Ewentualne pominigcie zmiennej w réwnaniu nalezy
udowodni¢ np. przez pokazanie, ze jej obecnos$¢ jest sprzeczna z innymi prawami fizyki, por. [287].
Postulat ten stanowi istotng wskazowke, ze rownania konstytutywne nalezy formutowa¢ w najbardzie;j
ogoblnej postaci i nastgpnie dokonywaé ewentualnych uproszczen. W termodynamice kolejnym postu-
latem oryginalnie zaproponowanym w pracy [80] jest postulat uniwersalnej dyssypacji. Postulat ten
stwierdza, ze zwiazki konstytutywne musza spetnia¢ zredukowana nierd6wnos¢ dyssypacji dla wszyst-
kich zmiennych niezaleznych w ich dziedzinach. Ostatnim postulatem opisanym w [351] jest postulat
symetrii materialowej, zgodnie z ktérym symetria materialowa pewnego ciata jest okreslona przez
grupy symetrii punktow materialnych tego ciala. Pojecie grupy symetrii wprowadzil Noll w pracy
[232], stosujac nazwe grupa izotropii. Poszczegdlne rodzaje symetrii materialowej maja odpowiednia
interpretacje fizyczng i z tego powodu postulat ten nalezy traktowa¢ jako wskazowke przy formuto-
waniu rownan konstytutywnych. W literaturze mozna znalez¢é roéwniez inne postulaty, np. postulat za-
nikajacej pamigci opisany w pracy [79].

4.1.2. Przeglad literatury w ramach 6-parametrowej nieliniowej teorii powtok

Ze wzgledu na bardzo obszerng literature poswigcong zwigzkom konstytutywnym ponizej ograni-
czono si¢ do przegladu tego, co zostatlo dokonane w tym temacie w ramach 6-parametrowej nielinio-
wej teorii powtok. Réwnania konstytutywne dla liniowo-sprezystych powltok cienkich zostaty zapro-
ponowane w pracach [62, 70]. Model konstytutywny dla powtok gumopodobnych wykonanych z nie-
$cisliwego materiatu hipersprezystego zostat opisany w pracach [70, 214, 215]. Szczegdtowe rozwa-
zania na temat rownan konstytutywnych dla powlok hipersprezystych przeprowadzono w [67]. Nato-
miast w pracy [104] omowiono wiasnosci skalarnej funkcji gestosci energii sprezystej w ujeciu grup
symetrii dla powlok wykonanych z r6znych materiatow.

W ostatnich latach rozszerzono zakres rownan konstytutywnych w ramach 6-parametrowej nieli-
niowej teorii powtok. W pracach [61, 76] przyrownano model Altenbacha i Eremeyeva [6] liniowo-
sprezystej ptyty Cosseratow z modelem konstytutywnym z pracy [70]. Na tej podstawie roéwnania
konstytutywne powtok liniowo-sprezystych uzyskaty uogélniong posta¢ z dodatkowymi stalymi mate-
riatowymi osrodka Cosseratow. W pracy [46] zaproponowano sprezysto-plastyczne rownania konsty-
tutywne uzyskane w wyniku catkowania po grubosci ptaskiego stanu napr¢zen (PSN) na powierzchni
Cosseratow. Sposob implementacji algorytmu plastycznosci w ramach 6-parametrowej nieliniowej
teorii powtok zostat szczegotowo opisany w pracach [40, 41]. Wptyw stalych materialowych os$rodka
Cosseratow na wyniki zostat zbadany w zakresie spr¢zystym w [47] oraz w zakresie plastycznym
w pracach [40, 41]. Réwnania konstytutywne powlok o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdhuz gru-
bosci w zakresie sprezystym wyznaczono stosujac ta samg procedure catkowania po grubosci PSN
Cosseratow wzgledem srodkowej powierzchni odniesienia [90, 91] i neutralnej powierzchni odniesie-
nia [45]. Wstepne wyniki analiz powtok FGM w zakresie plastycznym zaprezentowano w pracach
[42-44].

Inng metodologi¢ zastosowano do wyprowadzenia réwnan konstytutywnych w ramach podejscia
réwnowaznej jednej warstwy dla powtok warstwowych. W pracach [64, 371] uogdlniono rdwnania
konstytutywne osrodka ortotropowego w PSN, wykorzystujac jedynie 5 statych fizycznych ortotropo-
wego o$rodka Cauchy’ego. Nastepnie w ramach tego podejscia uogélnione zostaty kryteria zniszcze-
nia dla laminatow kompozytowych o niesymetrycznych miarach odksztatcen [73, 313].

Rownania konstytutywne zaproponowane w [70] wynikajg z konsekwentnego pierwszego przy-
blizenia do energii odksztatcenia [67]. Uwzglednienie drugiego przyblizenia funkcji gestosci energii
odksztatcenia pozwolilo na zaproponowanie nowych uscislonych rownan konstytutywnych w uktadzie
gtownych krzywizn powtoki [265].
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4.2. Materiat liniowo-sprezysty

Proces formutowania rownan konstytutywnych w ramach 6-parametrowej nieliniowej teorii po-
wlok zostat szczegdtowo opisany np. w [67, 217]. W literaturze [152, 342] wykazano, Ze jednorodny,
izotropowy material sprezysty jest takze hipersprezysty, gdyz istnieje dla niego funkcja gestosci ener-
gii odksztalcenia @. W ramach konsekwentnego pierwszego przyblizenia do energii odksztatcenia
funkcja @ (3.30) przyjmuje postaé

QS(E,K):%ETQE +%KTC2K, (4.1)

gdzie C; i C, s macierzami sprezystosci, a E i K sg zdefiniowane w (3.9). Na podstawie funkcji @
mozliwe jest wyznaczenie przekrojowych tensoréw sit i momentow N i M, zob. zaleznosci (3.31).

Zgodnie z pracg [70] jawna posta¢ rownan konstytutywnych (3.23) w ramach 6-parametrowej teo-
rii powtok dla cienkich powlok liniowo-sprezystych jest nastepujaca:

N™ =Cley +vep) M =D(kyy +viy)
N* =Clep +veyy) M* =Dl(ky +viyy)
N2 =C(l-v)e, M?=DA-V)K,
N#=C@l-v)e,, M =DL-v)Ky
Q'=1a,Cl-v)e, M'=ioD(L-V)x
Q*=1a,C(l-v)e, M?=3aD(l-V)x,

(4.2)

W powyzszych zwigzkach konstytutywnych wprowadzono oznaczenia C i D odpowiednio dla sztyw-
nosci membranowej i Zgigciowej:

3
o Eny o Eng

e PTaaey )

gdzie E oznacza modut Younga, v jest wspotczynnikiem Poissona, a hy 0znacza grubos$¢ powloki
w konfiguracji odniesienia. W réwnaniach (4.2) uzyto korekcyjnego wspoétczynnika Scinania o oraz
wspotczynnika owinigcia oy, ktory jest unikalnym wspolczynnikiem korekcyjnym, charakterystycz-
nym dla stosowanej w niniejszej rozprawie teorii powlok. Zwiazki konstytutywne (4.2) zastosowano
w wigkszos$ci prac poswigconych teorii 6-parametrowej, zob. np. [62, 66, 67, 69, 70, 75, 77, 369-371].
W pracy [72] w wyniku przyjgcia na grubosci powloki kwadratowego i szesciennego rozktadu
poprzecznych naprezen Scinajgcych, spelniajacego warunki dane w pracy [18], wyznaczono analitycz-
nie warto$ci wspotczynnikoéw o i oy
o - 5 T
s O 10°

Powyzsze warto$ci wspdtczynnikéw nie zaleza od grubosci i geometrii powloki, symetrii materiatu
oraz przyjecia hipotez kinematycznych. Przeglad réznych metod okreslania wspotczynnika $cinania
zaprezentowano w pracy [169]. Wartos¢ wspotczynnika $cinania as = 5/6 jest czgsto przyjmowana
w literaturze dla powtok, zob. np. [163]. Jednak warto$¢ ta zostala wyznaczona przy zatozeniu, ze po-
wloka jest jednorodna na grubosci, dlatego w paragrafie 4.5 niniejszej pracy opisano sposob oblicze-
nia korekcyjnego wspotczynnika $cinania dla powlok o niejednorodnej strukturze na grubosci.
Warto$¢ wspotczynnika owinigcia o = 0.7 zostata po raz pierwszy zaproponowana przez Pie-
traszkiewicza [257] i nastepnie wyprowadzona w pracy [18]. Jednak w literaturze mozna znalez¢ row-
niez inne warto$ci 1 oszacowania oq. W pracy [227] Naghdi uzyt wartosci 7/20, natomiast w pracach
[62, 67, 70] pokazano numerycznie, ze dla o; < 1 wspdtczynnik owinigcia ma bardzo ograniczony

(4.4)

wplyw na wyniki analiz MES. Z przyréwnania réwnan (4.2) dla momentéw owinigcia M*, M? z od-
powiadajagcymi im rownaniami W modelu Altenbacha i Eremeyeva [6] uzyskano w pracy [78] nastepu-
jace oszacowanie o

2—-V
=, 4.5
“=T- (4.5)
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Przyjmujac, ze wspdlczynnik Poissona V€[0,0.5] z réwnania (4.5) uzyskuje sie zakres zmiennos$ci
wspolczynnika owinigcia «, € [2,3]. Jednak oszacowanie to otrzymano na podstawie mocnego zalo-
zenia o rownowazno$ci dwoch modeli konstytutywnych i dlatego nie moze by¢ traktowane jako Sciste.

4.3. Rownania konstytutywne dla liniowego osrodka Cosseratow

4.3.1. Przeglad literatury

W literaturze, zob. np. [105, 235], powszechnie uznaje si¢, ze fundamenty nieliniowej teorii nie-
symetrycznej sprezystosci opracowali bracia Cosseratowie [82]. W teorii osrodka Cosseratow punkty
uzyskaty orientacje, a deformacja ciata jest opisana nie tylko przez wektor przemieszczen U, ale réw-
niez przez niezalezny od niego wektor obrotu ¢. Wskutek tych zatozen tensory odksztatcen i naprezen
sa niesymetryczne, a na $ciankach rézniczkowego elementu prostopadtosciennego wystepuja rowniez
naprezenia momentowe. Teoria osrodka Cosseratéw poczatkowo nie zostala doceniona i dopiero w la-
tach 50-tych XX wieku wzbudzita szersze zainteresowanie badaczy. Na poczatku wigkszo$¢ prac, zob.
np. [235, 339, 343], skupiata si¢ na tzw. pseudo-kontinuum Cosseratow, w ktorym deformacja jest
opisana jedynie przez niezalezny wektor przemieszczen. Natomiast do wazniejszych prac poswigco-
nych wlasciwej teorii osrodka Cosseratow (mikropolarnej) zalicza si¢ [85, 105, 108, 109, 174, 340].
Rownania konstytutywne dla liniowo-sprezystego osrodka Cosseratow zostaly zaproponowane po raz
pierwszy w pracach [106, 234]. Jednak Cowin [84] zwrdcit uwagg, ze Eringen w swojej pracy uzyt
nieprawidlowej nierownosci dla modutu $cinania i opisat wynikajace z tego konsekwencje. Zestawie-
nie notacji uzytych we wczesniejszych pracach oraz stalych materialowych o$rodka Cosseratow za-
mieszczono m.in. w pracach [85, 144, 371]. Fundamenty teorii mikropolarnej zostalty kompleksowo
opisane m.in. w ksigzkach [103, 107]. Natomiast szerszy przeglad literatury poswigconej teorii Cosse-
ratow mozna znalez¢ w pracach [7, 144, 230, 371].

Prawa konstytutywne sformutowane w ramach teorii osrodka Cosseratow sg wykorzystywane do
modelowania m.in. materiatdw granulowanych [243, 346], skat [39, 324], konstrukcji murowych [244,
319] oraz osrodkéw warstwowych [31, 94]. Specjalne zwigzki konstytutywne zostaly sformutowane
dla polikrysztatéw [118], materiatow kompozytowych [119, 120] oraz materiatow porowatych i wielo-
fazowych [284, 336]. Osrodek Cosseratow jest rowniez wykorzystywany w biomechanice do mode-
lowania kosci [111, 133] i innych tkanek posiadajacych mikrostrukture [289, 292]. Szerszy przeglad
prac poswieconych modelowaniu plyt, powtok i bryl w ramach teorii mikropolarnej zostal zamiesz-
czony w pracy [7].

Zastosowanie osrodka Cosseratow w MES pozwolito na prawidlowe wymodelowanie pewnych
zjawisk, dla ktorych zastosowanie klasycznego osrodka Cauchy’ego prowadzi do niewlasciwych wy-
nikéw. W pracach [35, 36, 335] pokazano, ze w przypadku analiz sprezysto-plastycznych materiatu z
ostabieniem implementacja osrodka Cosseratow pozwolita zminimalizowaé problem lokalizacji od-
ksztalcen postaciowych oraz problem wplywu dyskretyzacji na wyniki. Wykorzystanie elementéw
skonczonych sformutowanych na podstawie teorii mikropolarnej [279] utatwia modelowanie osrod-
kow warstwowych szczegolnie w geotechnice, np. modelowanie wydobycia i stabilnosci blokéw skal-
nych [88]. Zastosowanie teorii osrodka Cosseratow pozwala roOwniez na efektywne modelowanie upla-
stycznienia ze zniszczeniem w konstrukcjach murowych [4, 55]. W pracy [341] pokazano, ze dla tego
typu konstrukcji teoria mikropolarna pozwala na doktadniejsze wymodelowanie deformacji niz kla-
syczny osrodek Cauchy’ego. Ponadto w osrodku Cosseratow w naturalny sposéb mozna uwzglednié
efekt skali [30, 285], wystepujacy dla pewnej klasy materiatlow niejednorodnych.

4.3.2. Ptaski stan naprezen liniowego osrodka Cosseratow

Sprezyste rownania konstytutywne w ramach 6-parametrowej teorii powtok uzyskane w wyniku
catkowania po grubo$ci PSN na powierzchni Cosseratow zostaty szczegétowo opisane w pracach [40,
47]. Ponizej omdéwiono przyjete zatozenia oraz najwazniejsze etapy wyprowadzenia tych réwnan wy-
korzystane w dalszej cze¢$ci rozdziatu.

W celu sformutowania rownan konstytutywnych zaktada si¢ w warstwie powtoki ptaski stan na-
prezenia w osrodku Cosseratow, zob. np. [36]. W zwigzku z tym, w kazdej warstwie definiuje sie
wektor odksztatcen e i odpowiadajacy mu wektor naprezen o w postaci
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e’ = {em |ed}={en €2 €, €k Ky}, °'T={°'m |°d}={‘711 g2 O1p Op1 |y my ). (4.6)

Sktadowe wektora naprezen na powierzchni Cosseratow zostaly zaprezentowane na rys. 4.1.

nm

77

—1 21

Rys. 4.1. Sktadowe wektora naprezen w ptaskim stanie naprezenia Cosseratow
Zalezno$¢ konstytutywng pomigdzy wektorami o' i €
o=C.e, 4.7)
w PSN Cosseratow wyraza si¢ za pomoca nastepujacej macierzy

Ea, Ea, O 0
Ea, Ea O 0

o O O
o O O o

c | Cm Cma|_ 0 0 Gu Gu (4.8)
® 1 Cyn  Cu 0 0 Gu Gy 0 ’ '
0 0 0 0 2GI? 0
| 0 0 0 0 0 ZGIZ_
: . hhoff 1 B 1 1-2N?
gdzie za pomoca G 0znaczono modut Kirchhoffa, a, = 7 a,=vay, = — 7 =T
1-v 1-N 1-N

W sformutowaniu wprowadza si¢ dwie stale osrodka Cosseratow: dtugos¢ charakterystyczng |
oraz tzw. ,,Cosserat coupling number” N. Stata | wprowadza si¢ za praca [36] i mozna ja wyrazi¢ za
pomocg dtugosci charakterystycznej dla zginania |, oraz dla skrecania Iy, (zob. [40])

4 212
PR

=1t bt 4.9
2P 4.9)
Natomiast statg N mozna wyznaczy¢ z nast¢pujacego wzoru [170]
N2 =G , 0 <N<1, (4.10)
G, +G

gdzie G, oznacza dodatkowy modut $cinania (rotacji). W przypadku zatozenia rGwnowaznosci o$rod-
ka Cauchy’ego i osrodka Cosseratow uzyskuje si¢ tozsamosé¢ G, = G.

4.3.3. Réwnania konstytutywne

W niniejszej rozprawie dla wiokna powtoki przyjmuje si¢ zatozenia kinematyczne Reissnera-
Mindlina. Zatem zwigzek migdzy odksztalceniami membranowymi w dowolnej warstwie powtoki e,
a uogolnionymi odksztatceniami na powierzchni odniesienia € jest nastepujacy

e, =€,+Cg,, Cel-h,h"]. (4.12)
Ponadto zaktada si¢ statg wartos¢ odksztalcen zwigzanych z owinigciem na grubos$ci powloki
e, =&, (4.12)

chociaz w pracy [265] pokazano, ze istnieje pewna zalezno$¢ miedzy momentami owinigcia i od-
ksztatceniami membranowymi.
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Wektory sit i momentow przekrojowych (3.13) uzyskuje si¢ w wyniku catkowania po grubosci
odpowiednich naprezen, zgodnie ze wzorami:

sm:Tomd{, sb:TCode, sd:TcddC. (4.13)

-h~ -h~ -h~

W catkach (4.13) zatozono, ze wyznacznik z tensora przeniesienia u = 1 (zob. (2.15)), co jest uzasad-
nione dla powlok cienkich i o malej krzywiznie. Natomiast sity przekrojowe dla $cinania poprzeczne-
g0 wyznacza si¢ na podstawie zaleznosci

ss{“sGh" 0 }:S. (4.14)
0 aGh

Uogolnione naprezenia uzyskane w wyniku calkowania po grubosci PSN Cosseratow zostaty za-
mieszczone w tab. 4.1 i poréwnane z tymi danymi wzorem (4.2).

Tabela 4.1. Poréwnanie rownan konstytutywnych uzyskanych w wyniku calkowania po grubosci
PSN Cosseratow z rownaniami dla osrodka Cauchy’ego danymi wzorem (4.2)

UOgélTliOI.le Rownania z prac [40, 47] Rownania z prac [62, 70]
naprezenia
N™ = Cley +vep) Cley +vey,)
N? = Cley, +vey) Cley, +ven)
C(l— V) 2
N12 — m[glz +(1_2N )821:| C(l_v)glz
C(l— V) 2
N21 — W[EZJ_ +(1_2N )812:| C(l—V)EZl
Q= 2a,C(1-v)e, 2a,C(1-v)g,
2 = 1a,C(1-v)e, 1a,C1-v)e,
M= D(reyy +vicz,) D(reyy +vi)
M? = Dy, +vicy) Dy, +vicyy)
D(l_ V) 2
MlZ — W[Klz +(1_2N )K21:| D(l—V)Klz
D(l_ V) 2
M 21 — W[KZ:L +(1—2N )KIZ] D(l_v)Kzl
M= I’CL—v)x; 1o, DA-v)K,
M? = I’C(l-v)x, La,DA-V)k,

Zwiazki konstytutywne zestawione w tab. 4.1 s3 rownowazne, jesli state osrodka Cosseratow

spetniajg nastepujace warunki
V2 fat
N=—o, I=,/=h,. 4.15
2 24 "o (4.15)

Powyzszy zwigzek dla wspotczynnika korekcyjnego oy mozna przeksztatci¢ do nastepujgcej postaci

o = 24(1/hy) (4.16)
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na podstawie ktorej ox mozna interpretowac jako stata zwigzang z dtugoscia charakterystyczng. Tabela
4.1 pokazuje, ze gdyby rownania konstytutywne dla momentéw owinigcia przyjgto W postaci
M*=p,C1-v)x,, to wspotczynnik p; zalezalby jedynie od dlugosci charakterystycznej. Zatem f;
mozna bytoby interpretowac jako stata materiatowa, co w przypadku o; budzi pewne watpliwosci,
gdyz jest wielko$cig bezwymiarowa, zob. np. [98]. W pracy [47] zwrocono uwage, ze macierz konsty-
tutywna wyrazona przez zwiazki dane w tab. 4.1 dlaN =0 i N = 1 staje si¢ osobliwa. Zatem w ramach
nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok stata N moze przyjmowac wartosci tylko z przedziatu (0,1).

4.3.4. Identyfikacja stalych materialowych osrodka Cosseratéw

Gléwnym czynnikiem, ktéry w znaczacy sposob ogranicza obszary zastosowania osrodka Cosse-
ratow sg problemy z wyznaczeniem dodatkowych statych materiatowych dla tego osrodka. Wobec
braku zidentyfikowania tych statych dla wielu rodzajow materiatow przyjmuje si¢ je dowolnie lub sto-
sujac analize parametryczng zob. np. [46, 228]. Dla ciat o strukturze kratowej mozliwe jest wyznacze-
nie parametréw osrodka Cosseratow na podstawie rozwazan teoretycznych [133, 147]. Natomiast dtu-
gos¢ charakterystyczng dla osrodkow gruntowych mozna przyjmowac jako $rednig $rednicg ziaren
(zob. np. [34]), gdyz dodatkowe obrotowe stopnie swobody mozna interpretowac jako obroty ziaren.

Pierwsze doswiadczalne proby identyfikacji statych osrodka Cosseratow dla metali pokazaty, ze
dla materiatéw jednorodnych trudno jest zaobserwowaé efekty przewidziane przez teori¢ mikropolar-
ng i wyznaczy¢ dodatkowe state materiatowe [100]. W zwigzku z tym poczawszy od lat 70-tych sku-
piono si¢ na testach doswiadczalnych materiatéw posiadajacych mikrostrukture np. kosci, pianek po-
limerowych i pianek metalicznych. Testy te zostaly opisane m.in. w pracach [144, 198, 199]. W celu
identyfikacji statych o$rodka Cosseratow najczgsciej badano wpltyw efektu skali na sztywnos$¢ zgig-
ciowg i skretna pretéw o przekroju kotowym i prostokatnym. W badaniach eksperymentalnych mie-
rzono rowniez dyspersje fal oraz rozktad odksztatcen w sasiedztwie karbu. W ostatnich latach dlugosc¢
charakterystyczna i stala N zostaty zidentyfikowane dla ptaskich probek z otworami o ré6znym ksztat-
cie [30, 219, 353]. Wyznaczone dotychczas state materiatowe osrodka Cosseratow dla 4 r6znych ma-
terialow zostaly zestawione w pracy [144]. Jednak bardzo ograniczona liczba materiatéw oraz cze-
sciowa niekompletnos¢ statych pokazuja, ze temat identyfikacji statych osrodka mikropolarnego wy-
maga wcigz dalszych intensywnych badan. Wyniki najnowszych badan do$wiadczalnych zostaty za-
prezentowane w pracach [285, 286].

4.4. Powloki o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdtuz grubosci — infor-
macje wstepne

4.4.1. Rozktad materiatu wzdtuz grubosci

W niniejszej rozprawie dalsze rozwazania ogranicza si¢ do powlok o funkcyjnej zmienno$ci ma-
terialu wzdhuz grubo$ci zbudowanych z dwoch sktadowych materiatdéw. W takich powtokach struktu-
ra, sktad 1 wlasciwosci materiatowe zmieniajg si¢ w sposob ciagly na grubosci powloki. Na rys. 4.2
zaprezentowano zazwyczaj analizowany w literaturze rodzaj powlok FGM o gornej powierzchni wy-
konanej z materialu ceramicznego oraz dolnej powierzchni z metalu. Takie polaczenie pozwala uzy-
ska¢ powloke o duzej wytrzymatosci mechanicznej oraz odpornosci na dziatanie wysokich temperatur.

a) b)

powierzchnia powierzchnia
In

ceramiczna

ceramiczna

G |h

0

powierzchnia
neutralna

powierzchnia N

powierzchnia C z metalu
z metalu

Rys. 4.2. Typ powlok FGM analizowanych w rozprawie, a) plyta wykonana z ceramiki i metalu,
b) definicja powierzchni neutralnej dla zakrzywionej powtoki FGM
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Roéwnania zaprezentowane w dalszej czgsci rozdzialu wyprowadzono dla powtok z ceramiki i metalu,
jednak mozna je zastosowac réwniez dla powlok wykonanych z dwoch innych materialow.

W celu opisu analitycznego powtok FGM zaktada si¢, ze zmienno$¢ zawarto$ci objetosciowej ce-
ramiki V. i metalu V,, wzdtuz gruboséci mozna opisa¢ za pomocg funkcji potegowe;j

¢ 1)
V°:{h_o+§j’ Vo=1-V,, n20, (e[-Lh, ih ], (4.17)

gdzie n jest wyktadnikiem potegi, a { wspotrzgdna wzdhuz grubosci wzglgdem powierzchni srodkowe;j
powtoki. W przypadkach granicznych: dla n = 0 uzyskuje si¢ powloke jednorodna ceramiczng, a dla
N = oo powtoke jednorodng z metalu. Wptyw wykladnika n na rozktad zawarto$ci sktadowych materia-
tow wzdhluz grubosci zaprezentowano na rys. 4.3. W niektorych pracach, zob. np. [5, 58, 59, 143]
zmienno$¢ materialu wzdluz grubosci opisano za pomoca innych funkcji: ekspotencjalnej oraz sigmo-
idalnej.

1— n=0.01,0.02 —0
7] 7=0. N
0,8 L) —0,2
i n=0.2 i
0,6 — 7=0.5 —0,4
V - L
c =1 Vm
0,4 - 0,6
i n=2 i
0,2 /=5 0,8
il - i
0- =20, 50, 100 |
T T 1T T T ' 1
0,5 0,25 0 0,25 0,5
h,

Rys. 4.3. Rozktad zawarto$ci objetosciowej ceramiki V. i metalu Vy, na grubosci powtoki
w zaleznosci od warto$ci wyktadnika n w prawie potegowym

4.4.2. Metody okreslania efektywnych parametrow materiatowych

W zwiazku z tym, ze powloki FGM powstaja w wyniku wymieszania czgsteczek réoznych skta-
dowych materiatéw, to w celu wymodelowania tego typu powtok konieczne jest okre§lenie w dowol-
nym punkcie wzdhuz grubosci efektywnych parametrow materiatowych. Roézne modele i oszacowania
pozwalajgce na wyznaczenie tych parametrow zostaly omoéwione m.in. w [201, 301]. Ponizej przed-
stawiono najczesciej stosowane w literaturze metody wyznaczania efektywnych wlasciwosci materia-
towych w warstwie P(¢) dla powlok FGM wykonanych z materiatu ceramicznego i metalu.

Zgodnie z klasyczng zasada mieszanin [201] parametry P({) powtoki, np. modut Younga E,
wspotczynnik Poissona v, modut Kirchhoffa G, gestosé p, oblicza si¢ jako $rednig wazong parametrow
P. ceramiki i parametrow P, metalu

P(O) =V, (OR +V,(OE,. (4.18)

Wzér (4.18) zaproponowany zostat na podstawie modelu Voigta [321], w ktérym zaklada sig, ze
w punkcie powloki wystepuja takie same odksztalcenia w obu sktadowych materiatach. Zatem model
ten odpowiada potgczeniu rownoleglemu sktadowych materialow i jest uzywany do wyznaczania
sztywnosci wzdtuz wilokien dla laminatow wzmocnionych wioknami. Do okreslania wilasciwosci
w poprzek wiokien stosuje sie model Reussa [321], odpowiadajgcy szeregowemu potgczeniu sktado-
wych materialow, w ktorych wystepuja jednakowe napre¢zenia. Zgodnie z modelem Reussa parametry
materiatowe w dowolnym punkcie wzdhuz grubosci powloki FGM mozna wyznaczy¢ ze wzoru
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-1
wm+m@]. (4.19)

P({) [ P p
Glowng zaletg zasady mieszanin jest bardzo prosta posta¢ wzorow (4.18) i (4.19). Przeglad literatury
wskazuje na to, ze wzor (4.18) jest przyjmowany w wigkszosci prac po§wigconych analizie powtok
FGM w zakresie sprezystym. Jednak ze wzgledu na przyjete zalozenia, wzory te pozwalajg tylko
W przyblizony sposob oszacowaé efektywne parametry w warstwie powtoki FGM.

W celu doktadniejszego opisu efektywnych wiasciwosci materiatu FGM w pracy [331] zostata
zaproponowana zmodyfikowana zasada mieszanin, okreslana tez jako model Tamura-Tomota-Ozawa
(TTO). W zasadzie tej wprowadza si¢ dodatkowga statg materiatowa @, ktora okresla stosunek réznicy
naprezen pomiedzy sktadowymi materialami do r6znicy odksztalcen miedzy tymi materiatami

q=2c"m 0<q<w. (4.20)

|8c_8m|,

W pracach [116, 139, 229] opisano rézne procedury identyfikacji parametru ¢, np. w ramach analizy
odwrotnej. W modelu TTO modut Younga w warstwie powtoki FGM wyznacza si¢ z nastgpujacego
wzoru

E(C)=(Q+E°Eme(C)+EcVC(C)]/(q+E°Vm(:)+VC(C)], (4.21)

q+E,

ktory dla q = 0 upraszcza si¢ do (4.19) tj. modelu Reussa, a dla g =« do (4.18) czyli modelu Voigta.
Zmodyfikowang zasad¢ mieszanin zaproponowano z mysla o dwufazowych mieszaninach, w ktorych
jedna faza jest sprezysta, a druga plastyczna. W zwigzku z tym pozwala ona dobrze opisa¢ powloke
FGM wykonang ze sprezysto-plastycznego metalu i kruchej ceramiki. Z tego powodu w analizie spre-
zysto-plastycznej powlok o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdtuz grubosci najczesciej wykorzystu-
je si¢ model TTO, zob. np. prace [173, 175, 181, 381]. Gléwna wada zmodyfikowanej zasady miesza-
nin jest trudno$¢ w okresleniu dodatkowej statej materiatowe;j q.

Na rys. 4.4 dla wyktadnika n = 1 poréwnano jak zmienia si¢ warto$¢ modutlu Younga na grubosci
powloki FGM dla réznych modeli pozwalajacych okresli¢ efektywne parametry materialowe. Na rys.
4.4, pokazano rowniez, ze model Voigta i model Reussa dajg odpowiednio gorne i dolne oszacowanie
wartosci E((), podczas gdy model TTO pozwala uzyska¢ krzywe posrednie. Na gornej i dolnej po-
wierzchni powloki wszystkie modele daja ta samg warto§¢ modutu Younga, odpowiadajacg wartosci
dla materiatu jednorodnego. Wybodr odpowiedniego modelu ma szczegodlne znaczenie dla powlok
FGM charakteryzujacych si¢ duza roznicg w sztywno$ci migdzy materiatem ceramicznym i metalem.

E,
—— model Voigta
model TTO, g =E,
—— model TTO, ¢ =E,,
—— model Reussa
E(0)

AN

m

|
0.5 -0.25 0 0.25 0.5
h,

Rys. 4.4. Wplyw zastosowanego modelu na rozktad efektywnego modutu Younga na grubosci powtoki dlan =1
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Z pozostatych modeli opisanych w literaturze dla dwufazowych powlok FGM warto zwrocié
uwage na oszacowanie Hilla [150], ktore wymaga jednak rozwigzania uktadu rownan nieliniowych
oraz oszacowanie Mori-Tanaki [222], ktore moze by$ stosowane jedynie w analizie sprezystej. W mo-
delach Hilla i Mori-Tanaki zaktada si¢ ksztatt inkluzji jednego materiatu w matrycy drugiego, dzigki
czemu modele te majg wigksze uzasadnienie fizyczne od omdéwionych powyzej zasad mieszanin.
Efektywne parametry materialowe powtoki FGM zalezg gtoéwnie od mikrostruktury materiatu, dlatego
zastosowanie o$rodka Cosseratow stwarza mozliwo$¢ bardziej wiarygodnego okreslenia tych parame-
trow na poziomie warstwy powtoki.

4.5. Wspoétczynnik korekcyjny scinania dla powtok FGM

W niniejszej rozprawie do opisu $cinania poprzecznego stosuje si¢ teori¢ S$cinania pierwszego
rzedu zob. np. [187]. W ramach tej teorii wazng rolg¢ odgrywa korekcyjny wspotczynnik $cinania s,
ktory dla belek wyprowadzono m.in. w pracy [86], a dla powtok jednorodnych jest dany wzorem (4.4).
W przypadku powtok FGM rozktad poprzecznych naprgzen Scinajacych nie jest symetryczng parabola
i dlatego warto$¢ wspolczynnika o = 5/6 jest niewlasciwa. Metoda wyznaczania korekcyjnego wspot-
czynnika $cinania dla powlok warstwowych poddanych cylindrycznemu zginaniu zostata opisana
m.in. w [288, 347]. Analogiczna metoda zostata zastosowana dla powlok FGM w pracach [231, 311].
Ponizej opisano sposdb wyznaczenia wspotczynnika as zastosowany W niniejszej rozprawie.

W wyprowadzeniu zaktada si¢ stan cylindrycznego zginania powtoki i pomija wptyw krzywizny,
przyjmujac 1 = 1. Wtedy na podstawie lokalnych rownan réwnowagi poprzeczne napr¢zenia §cinajgce
w warstwie powtoki mozna wyrazi¢ wzorem

Qa

n
DFGM

Tu3 )=

S (4.22)

gdzie Q“ to przekrojowe sity tnace zob. (3.13), a za pomoca D/, oznaczono sztywnos$¢ powloki
FGM na zginanie okreslong wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia

hy/2
Dl = | CLOIE-GP . CO=1o. (4.23)
—hy/2

We wzorze (4.23) C,({) wyraza sztywno$¢ membranowa warstwy powtoki, a {y okresla potozenie po-
wierzchni neutralnej wzgledem powierzchni srodkowe;j (rys. 4.2b) i mozna ja wyznaczy¢ ze wzoru

hy/2
[ &

=22 (4.24)

ho/2

[ E©ac

—hy/2

Natomiast funkcja f({) w zaleznosci (4.22) opisuje rozktad poprzecznych naprezen $cinajacych na

grubosci powtoki
C

HO)= [ Cua(z-)es. (4.25)
—hy/2
Energie¢ odksztalcenia postaciowego przypadajaca na jednostkg powierzchni odniesienia powtoki

mozna wyrazi¢ wzorem
hy/2

1
U,=5 j 7a3(€)723(E)dC (4.26)
2
—hy/2
gdzie y,; jest odksztalceniem postaciowym w dowolnym punkcie przekroju powtoki. Zatem na po-
wierzchni odniesienia zachodzi y,;=¢,, por. (3.12). Wartos¢ y,; w dowolnej warstwie powtoki
mozna wyznaczy¢ na podstawie poprzecznych naprezen $cinajacych
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_ @) 4.27
Yaa(€) =5 %) (4.27)

W wyniku podstawienia (4.22) i (4.27) do wzoru (4.26) uzyskuje si¢ zalezno$¢

1 2 2 \2 2 2
a—— [ = a©) g 1(—Q ] RIC) S (4.28)
3e0 " 2lom,) 4, 6o

Definiujac usrednione na grubosci powloki odksztalcenia postaciowe ),; i usredniony modut Kir-

chhoffa G w nastepujacy sposob:
Q° hy/2
Tu=—=, G= [ G, (4.29)
aSG -
hy/2
energic odksztalcenia postaciowego na jednostkg powierzchni odniesienia powloki mozna wyrazic
rowniez jako prace przekrojowej sity tnacej na usrednionym statym odksztatceniu postaciowym

o tge (@)
=30 5

(4.30)

Z przyroéwnania dwoch wzoréw wyrazajacych energie odksztatcenia postaciowego (4.28) i (4.30) uzy-
skuje si¢ zalezno$¢ pozwalajacg wyznaczy¢ korekcyjny wspolczynnik Scinania

hy/2 2
Lo [ [ CW(C)(C—CO)deJ
(DFGM) —hy/2
s = "2 ~ 2 h0/2 2 (4.31)
g J [f(C) dc J‘ GOV J' [f(D)] dc
—hy/2 G() “hy/2 —hy/2 G(0)

Wartos¢ as dla dowolnego rozktadu materialu na grubosci powloki mozna wyznaczy¢ w wyniku cat-
kowania numerycznego. W przypadku catkowania numerycznego wzdhuz grubosci, mozna zastosowac
kwadrature Gaussa-Legendre’a lub kwadrature Gaussa-Lobatto-Legendre’a, ktore zostalty omowione
w Dodatku C.1.

W podrozdziatach 4.6 i 4.7 zaklada si¢, ze modut Younga i modut Kirchhoffa dla warstwy po-
wloki FGM okresla si¢ na podstawie klasycznej zasady mieszanin (4.18), ktérg mozna zapisa¢ w na-
stepujacej postaci

n
1
P()=FR £+— +P,, B=P-P,. (4.32)
hy 2
Dla takiego rozktadu wilasciwosci materiatowych wzdtuz grubosci powloki mozliwe jest analityczne
wyznaczenie wigkszosci catek we wzorze (4.31). W Dodatku D zaprezentowano szczegdtowe wypro-

wadzenie catek funkcji zawierajgcych parametry materiatowe P({). Na podstawie wzoru (D.19) catka
(4.23) przyjmuje postac

C,-C,)h 2 2 3
Dl _C=Cullo | (1 G oG], 10 |, Colo 1+12§° (4.33)
(n+1)(n+2)| (2 h, hy 2(n+3) 12 he
Natomiast uwzglednienie we wzorze (4.24) zaleznosci (D.1) i (D.5) i wykonanie prostych przeksztat-
cen pozwala wyznaczy¢ (, ze wWzoru

hy, n(E.—E,)

2 (n+2)[ETnE] (4:34)

Co:
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Usredniony modut Kirchhoffa na podstawie wzoru (D.1) mozna wyrazi¢ nastepujaco
— (Gc — Gm ) h0
n+1

G +G,h, . (4.35)

Tymczasem funkcj¢ f({) wyznaczong w Dodatku D, zob. wzor (D.23), mozna zapisa¢ w postaci

B C_Z_ ) £ 1 n+1 £ 1 n+2
f(()—Cm[2 C4“0]+C1(C CO)[hO+2j +C2(h0+2J + (3, (4.36)
o~ _Ch  ch _ Gl _E, _E,-E,
gdzie: Cl_n+1’ C,= —(n+1)(n+2)' C, = 5 (4 +hyly |, Cm_l—vz’ C = -y . Zatem
YEHOT

we wzorze (4.31) jedynie catka

50) d{ zostata wyznaczona numerycznie, gdyz autorowi ni-
—hy/2

niejszej rozprawy nie udato si¢ jej wyznaczy¢ analitycznie.

4.6. Réwnania konstytutywne powlok FGM okreslone wzgledem srodko-
wej powierzchni odniesienia

4.6.1. Zatozenia

Roéwnania konstytutywne dla powlok o funkcyjnej zmienno$ci materiatu wzdtuz grubosci powtoki
w ramach nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok zostaty zaproponowane w pracach [90, 91, 93]
autora niniejszej rozprawy. W tych pracach macierz konstytutywna zostata wyznaczona wzgledem
srodkowej powierzchni odniesienia dla powloki wykonanej z materialu ceramicznego i metalu.
W wyprowadzeniach przyjeto stalg wartos¢ wspotczynnika Poissona v, gdyz w pracy [59] zaobser-
wowano niewielki wplyw uwzglednienia zmiennosci v wzdhuz grubos$ci powloki na uzyskane wyniki.
Ponadto zatozono statg warto$¢ parametrow osrodka Cosseratow | i N na grubosci powtoki. Natomiast
modut Younga i modut Kirchhoffa w dowolnym punkcie na grubosci powloki wyznaczono na pod-
stawie modelu Voigta zgodnie ze wzorem (4.32). Podczas obliczen sit przekrojowych pominieto
wplyw krzywizny zaktadajac, ze wyznacznik z tensora przeniesienia = 1. We wcze$niejszych pra-
cach [90, 91, 93] dla korekcyjnego wspotczynnika Scinania przyjmowano wartos¢ as = 5/6. W niniej-
szej rozprawie rozszerza sie te prace, stosujgc wzor (4.31) do wyznaczenia as.

4.6.2. Pomocnicze catki okreslone na grubosci powtoki FGM

W celu uproszczenia dalszego zapisu, wprowadza si¢ nastgpujace oznaczenia:

hy/2

1 hy ( E E,h,
Cram =—— | E(O)d = — 4 E, |- 4.37
Feu 1—v2_£,2 (©de 1—v2(n+1 ”‘j 1-v? (4.37)

ho/2 2

1 Eh( 1 1
Biow =—— | E()d; =——2 - , 4.38
e 1—v2_r-£/2 (e 1—v2[n+2 2(n+1)j (4.38)

hy/2 3 SpK3

1 h 3 12 12 EshS
Digy =—— E 2d; = 0 E( — + j+E =—29 (439
FGM l_vzﬁ.!‘lz (C)C C 12(1—V2)|: r n+1 n+2 n+3 m 12(1—V2) ( )

dla sztywnosci powloki FGM odpowiednio membranowej, sprzegajacej (stan membranowy i zgiecio-
wy) oraz sztywnosci na zginanie. We wzorach (4.37) i (4.39) wprowadzono dla powtoki FGM zastgp-

cze moduly Eq i E;

3 12 12
E,=———"+E, E=(E-E - +Ep, 4.40
0 2 =(E m)(n+1 n+2 n+3j m (4.40)
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ktore odpowiadaja modutowi Younga dla powloki jednorodnej odpowiednio w stanie membranowym
i zgigciowym. Ponadto we wzorach (4.38) i (4.39) uzyto indeksu gornego s w celu podkreslenia, ze
sztywnosci te zostaly wyznaczone dla powloki FGM wzgledem $rodkowej powierzchni odniesienia.
W oznaczeniu Cggy indeks gorny pominigto, gdyz sztywno$¢ membranowa nie zalezy od przyjetej
powierzchni odniesienia. Spos6b wyprowadzenia powyzszych calek zawierajacych modut Younga zo-
stal zaprezentowany w Dodatku D, zob. réwnania (D.1), (D.5) i (D.11).

4.6.3. Rownania konstytutywne

Podczas wyznaczania réwnan konstytutywnych dla powtoki FGM tak samo jak w podrozdziale
4.3 zaktada si¢ w warstwie powtoki PSN Cosseratow (4.8). Wtedy na podstawie zatozen kinematycz-
nych Reissnera-Mindlina (4.11) i zalezno$ci Cpq = 0 (zob. (4.8)) mozna wyznaczy¢ sity przekrojowe
membranowe i zgieciowe:

hy/2 hy/2 hy/2
Sy, = I o, d0 = J. (Com€m +Cra€q )dl = J. Com (£m+C£b)dC=Hm(CFGMsm +B§GM£b), (4.41)
—hy/2 —he/2 —he/2
hy/2 hy/2 hy/2
sz J. c’.mé’dé‘: j (Cmmem + Cmded )Cdé’: J Cmm (€m+ Czab)dC = Hm (BEGM £m +D;GM sb) ’ (442)
—hy/2 —hy/2 —hy/2
gdzie
1 v 0 0
v 1 0 0
H, = . (4.43)
0 0 w@A-v)/I2 wu@A-v)/2
0 0 w@A-v)/2 w@A-v)/2
Momenty owinigcia okresla si¢ wykorzystujac zaleznos¢ (4.12) i Cyp = O (z0b. (4.8))
hy/2 hy/2 hy/2
—hy/2 —he/2 ~he/2

gdzie I, jest macierzg jednostkowa o wymiarze 2x2. Natomiast sily przekrojowe dla $cinania po-
przecznego wyznacza si¢ nastgpujaco

hy/2 hy/2
s,= [ 0,d0= [ Cug,dl =4aCroy @)L, | (4.45)
—hy/2 —hy/2
gdzie
a,G(0) 0
Cs= . 4.46
= { 0 asG(C)} (4.48)

Uzyskane w ten sposob rownania konstytutywne w sktadowych zestawiono ponizej
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1
N™ = Crgy (11 +vey,) + Bigy (eyy +Vicy,)

2
N = Cpray (2 +Vey) + Bgy (kg +VEyy)

Y= 2(]:_L—_I‘\}|2) (CFGM [812 +(1—2N2)821}+B,§GM |:K12 +(1—2N2)K21})
i :—2(11__;\]2)((:FGM [+ (1-2N2)exg |+ Biou [+ (1-2N2) 5

Ql = %asCFGM (1-v)e

Q*= 30Crou (L-V)e, (4.47)
M™ = Digy (rery + Vi) + Bigu (611 + vez,)
M %2 = Digy (g +viy) + Bigy (25 +vers)

- e 2 0]

"= 2(11__,:2) (DEGM |:K21 +(1—2N2)K12J+B,§GM |:821 +(1—2N2)812})
M* = 2Crgy (1- V)3
M2 = 12C ey (L= v)x,

Rownania (4.54) dla skrajnych warto$ci wyktadnika n =0 i n = oo upraszczaja si¢ do rownan dla
powtoki jednorodnej odpowiednio ceramicznej i z metalu, zob. rownania z prac [40, 47] zestawione

w tab. 4.1. Tozsamo$¢ ta wynika z tego, ze dla tych wartosci n zachodzi Crgy, =C, Big, =0,

Digy =D . Tymczasem przyréwnanie momentow owinigcia ze wzordw (4.2) i (4.54) prowadzi do
tozsamosci

1°Cegu =2a,D, (4.48)
ktora w wyniku dalszych przeksztatcen przyjmuje ostateczng postac
2
E,/(n+1)+E
o, =24 I_ M . (4.49)
hy E

4.7. Réwnania konstytutywne powtok FGM okreslone wzgledem neutral-
nej powierzchni odniesienia

4.7.1. Zatozenia

Efektem kontynuacji badan nad rownaniami konstytutywnymi powtok FGM bylo zaproponowa-
nie rownan wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia W pracy [45] autora niniejszej rozprawy.
W podejsciu powierzchni neutralnej zastosowano takie same zatozenia, jak w podrozdziale 4.6.1.

4.7.2. Pomocnicze catki okreslone na grubosci powtoki FGM

Rzedna ¢, okreslajaca polozenie powierzchni neutralnej powtoki wzgledem powierzchni §rodko-
wej (rys. 4.2b) jest okreslona wzorem (4.34). Z definicji powierzchni neutralnej wynika, ze sztywno$é

sprzegajaca stan membranowy i zgieciowy Bl =0. W Dodatku D (zob. wzor (D.19)) wyprowa-

dzono sztywno$¢ powloki FGM na zginanie wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia, ktora
mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob
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1 2 EPh?
DM, —_— E — - 20 _
1_V2h{/2 R T

(4.50)

= i 12E, n 1.6 2+2 3 2+ 1-n +E 1+12—02
12(1_v2) (n+1)(n+2)| |2 h, hy 2(n+3) m h?

por. wzory (4.23), (4.33). W celu ufatwienia poréwnania sztywno$ci na zginanie wyznaczonych
wzgledem roznych powierzchni odniesienia we wzorze (4.50) wprowadzono zastepczy modut E,

n_ 12(E0_Em) E_C_ ’ C_ ’ 1-n C
= ‘(n+1><n+2)[”(z v)+42) +z<n+3>] (“uhﬁ?} s

ktory odpowiada modutowi Younga w powtoce jednorodnej oraz modutowi E; , zob. wzor (4.40).

4.7.3. Réwnania konstytutywne

W celu okreslenia rownan konstytutywnych przyjmuje si¢ PSN Cosseratow w warstwie powloki
oraz zatozenia Reissnera-Mindlina, zgodnie z ktorymi

en=8,+(—05)8,- (4.52)

Wtedy sily przekrojowe membranowe i zgieciowe uzyskuje si¢ w wyniku catkowania naprezen mem-
branowych na grubosci powtoki

hy/2 hy/2 hy/2
Sw= | 0,00= | (Cowern+Cpyes)dl = [ Cpp[en+(C=Co)e, JdE =H,Craupn, (4.53)
—hy/2 —hy/2 —hy/2
hy/2 hy/2
o= [ 04(C=C0)d = [ (Comen+Cuoey)(¢~C)dl =
—hy/2 —hy/2
& e . (454
jC [C Go)E (5_(0) 8b:|d( H, Dicu €,
—hy/2

gdzie wykorzystano zalezno$ci Crg =0 i Big,, =0. Momenty owinigcia i poprzeczne sity tnace wy-
znacza si¢ tak samo jak w podrozdziale 4.6.3, odpowiednio zgodnie ze wzorami (4.44) i (4.45).

Wyznaczone w ten sposOb rownania konstytutywne powlok FGM wzgledem neutralnej po-
wierzchni odniesienia przyjmuja postac

11 1
N =Crgy (&1 +vep) M™ = Digy (ryy +Vicy,)

2 _ 2
N Crom (€2 +vey) M ™ = Digy (i, + vicy;)

N2 _1—V Cran [,912 +(1_2N2)321} M*? :1;"2DEGM [;clz +(1—2N2)K21:|

1-v 1-v '
N = gy Crem [ (120 e | M = D [ + (122N
Q' =1a,Croy L—V)e M =PCrgy (L-v)x,
Q? =30Crom (1-V)e, M* =1*Cegy (1)K,

Dla skrajnych wartosci wykladnika n=0 i n=oo, ze wzgledu na Crgyy =C i Dy, =D roéwnania

(4.55) upraszczaja si¢ do rownan dla powtoki jednorodnej, zob. réwnania z prac [40, 47] zestawione
w tab. 4.1.
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4.8. Poréwnanie réwnan konstytutywnych powiok FGM okreslonych
wzgledem powierzchni sSrodkowej i powierzchni neutralnej

Réwnania konstytutywne powlok FGM uzyskane w sposob analityczny w podrozdziatach 4.6.

: _1-2N?
H 1_N2 '

14.7. zostaty zestawione w tab. 4.2, gdzie wprowadzono wspotczynniki g4 = N?

Tabela 4.2. Porownanie rownan konstytutywnych powlok FGM wyznaczonych wzglgdem
srodkowej powierzchni odniesienia i neutralnej powierzchni odniesienia

Uogo6lnione Rownania konstytutywne Rownania konstytutywne
naprezenia wzgledem warstwy §rodkowej wzgledem warstwy neutralnej
N* = Crom (811 +Ver) + Bigy (g +Vip,) Crom (611 +VE2)
N? = Crom (820 +ver) + Bigy (e +Vviy) Crom (622 +ver)
1-v 1-v
N = T[CFGM (£1e1p + a1 )+ Brow (#hkr, + /12"21)] TCFGM (£hery + 1a851)
21 1-v s 1-v
N = T[CFGM (£1ea1 + 1812 )+ Brow (#hka + toksy )] TCFGM (£hea + toe1)
Q= 30Ceay (1-v)g, 30Cean (L—V)ey
Q* = 30Ceau (1-V)z, 30Cram (1-V)e,
M= Dam (K11 + Vi) + Bigy (611 + vez,) Deaw (11 +vicy,)
M? = Do (52 +Vicyy) + By (62 +vey) Deaw (2 + vicyy)
1-v 1-v
M* = T[ Deom (£4K12 + okt ) + Beow (Hhra + Mot )] Y Dfom (£4K1p + taky )
o 1-v DS B 1-v D"
M= = T[ fom (44K + Hakip )+ Biaw (s + Hatro )] —— Do (4471 + toks, )
M*= 1°Cran - 1°Cran -
M?= 1?Crem (L—v)x; 1’Cram L-V)K;

Gloéwna roéznicg migdzy rownaniami konstytutywnymi porownanymi w tab. 4.2 jest brak wyrazow
sprzegajacych stan membranowy i zgieciowy w podej$ciu warstwy neutralnej. W zwigzku z tym row-
nania konstytutywne wyznaczone wzgledem warstwy neutralnej majg takg samg postaé jak rownania
dla powtoki jednorodnej z prac [40, 47] zaprezentowane w tab. 4.1, a jedyna roznica wynika z innej

sztywno$ci membranowej Croym i zgieciowej Dfg,, dla powloki FGM. Zdefiniowane we wzorach
(4.40) i (4.51) zastgpcze moduty Eq i E; (E; ) utatwiaja porownanie sztywnos$ci odpowiednio mem-
branowej i zgieciowej powloki FGM ze sztywnoS$cig powloki jednorodnej. Ze wzgledu na to, ze
sztywnos¢ Cegm nie zalezy od przyjetej powierzchni odniesienia, to zwigzki konstytutywne dla $cina-
nia poprzecznego i momentow owinigcia sg takie same w podejsciu warstwy srodkowej i neutralne;j.
Przyczyna dodatkowych roéznic w zwigzkach konstytutywnych jest inna warto$¢ sztywnosci powtoki
na zginanie obliczona wzgledem warstwy $rodkowej (4.39) i wzgledem warstwy neutralnej (4.50). Za-

stepcze moduty E; (4.40) i E; (4.51) umozliwiajg fatwe porownanie sztywnosci zgieciowych wy-
znaczonych wzgledem réznych powierzchni odniesienia. Réwnania konstytutywne powlok FGM

okreslone wzgledem warstwy neutralnej sa fatwiejsze do implementacji w sformutowaniu hybrydowo-
mieszanym MES ze wzglgdu na brak cztonéw sprzggajacych stan zgieciowy i membranowy.
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Rozdziat 5

HYBRYDOWO-MIESZANE ELEMENTY POWLOKOWE

5.1. Wstep do MES

Celem rozdziatlu piatego jest szczegdtowe omowienie Sposobu formutowania autorskich elemen-
tow mieszanych i czgsciowo mieszanych. W niniejszym podrozdziale zamieszczono krotki wstep do
Metody Elementow Skonczonych (MES), bedacy wprowadzeniem do dalszej czesci rozdziatu poswie-
conej hybrydowo-mieszanym powlokowym elementom skonczonym. Podstawy i koncepcja MES zo-
staly w wyczerpujacy sposob omowione m.in. w ksigzkach [21, 26, 163, 180, 272, 384].

W ramach MES uktad cigglego typu o nieskonczonej liczbie stopni swobody jest zastgpowany
uktadem dyskretnym o skonczonej liczbie stopni swobody. Aproksymacja skonczenie elementowa po-
lega na zastosowaniu metody Rayleigha-Ritza (Bubnowa-Galerkina) do niepokrywajacych sie podob-
szaréw dziedziny tzw. elementow skonczonych. Jako baz¢ aproksymacyjng MES przyjmuje si¢ naj-
czesciej funkcje wielomianowe okre$lone lokalnie wewnatrz elementow skonczonych. Siatka dyskre-
tyzacyjna powstaje w wyniku podziatu dziedziny na elementy skonczone i odpowiedniego doboru weg-
ztow, w ktorych definiuje si¢ stopnie swobody. Wezlty przyjmuje sie¢ w wierzchotkach elementow
skonczonych i ewentualnie dodatkowo na brzegu oraz wewnatrz danego elementu. Formalny opis wa-
runkow jakie musi spetnia¢ siatka dyskretyzacyjna zostat opisany m.in. w pracy [38].

W niniejszej rozprawie zaktada si¢, ze powierzchnia podstawowa I7 podciata typu powloka jest
podzielona na czworokatne 4-weztowe powlokowe elementy skoficzone, oznaczane przez I1). Glo-
balnymi niewiadomymi w sformutowaniu stabym zagadnienia brzegowego (zob. rozdziat trzeci) jest
pole wektorowe translacji u oraz pole tensorow obrotu Q. Zadaniem MES jest znalezienie rozwigzania

przyblizonego u" =(u",Q") dla przyjetej siatki elementéw skoniczonych. Za pomoca h 0znaczono

charakterystyczny parametr (wymiar) dyskretyzacji taki, ze dla h — 0 zachodzi u" —u . Aproksyma-
cje skonczenie wymiarowa dla catej dziedziny uzyskuje si¢ w wyniku zastosowania odpowiedniej in-
terpolacji w ramach elementow skonczonych. W rozwazanych 4-weztowych elementach powtoko-
wych pole przemieszczen U interpoluje si¢ za pomoca liniowych funkcji ksztattu, ktore zapewniaja
ciaglosé klasy C°. Natomiast metoda interpolacji zastosowana dla tensora obrotu Q sktada sie z kilku
krokéw i zostata opisana w Dodatku A.3. Dla powierzchni podstawowej powtoki podzielonej na pod-
obszary — elementy skonczone pierwszg i drugg wariacj¢ funkcjonalu mozna zapisa¢ w postaci

N
OW (u.€,5;W,0€,98) = > oW (u,£,5;W,0¢,08),

= (5.1)

Ne
O°W (U,€,S; W, 08,05, Au, A€, As) = > 5’ (u,€,5; W, €, 5, Au, A€, AS),
i1

gdzie indeks gorny (e) oznacza wielkos$¢ elementowa, a N liczbe elementow skonczonych. Zatem zli-
nearyzowany warunek stacjonarnosci dla funkcjonatu Hu-Washizu (3.58) przyjmuje postaé

Ne
Z((SW“‘) (u,€,s;W,08€,08) + W (u,g, s, W, g, s, Au, Ag, As)) =0. (5.2)

j=1
Ze wzgledu na sumowanie wystgpujace w zaleznosci (5.2) dalsze rozwazania mozna ograniczy¢ do
pojedynczego powtokowego elementu skonczonego.
5.2. Interpolacja funkcji wektorowych

W rozprawie 4-weztowy element powlokowy 7 na powierzchni podstawowej /7 definiuje si¢
jako gtadkie odwzorowanie standardowego elementu skonczonego m) =[—1,+1]x[—1,+1] okreslonego
w przestrzeni R® (rys. 5.1). Odwzorowanie to jako przeksztalcenie afiniczne, zob. np. [38], jest ztoze-
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niem odwzorowania liniowego 1 translacji, ktore zachowuje proste, ale nie zachowuje rownosci katow
oraz dhugosci odcinkow. We wzorcowym (standardowym) elemencie definiuje si¢ wspotrzedne natu-

ralne £=(&,¢,), zob. rys. 5.1.

3@

Rys. 5.1. Odwzorowanie standardowego elementu 7y w element powtokowy I7() na powierzchni odniesienia

Interpolacj¢ funkcji wektorowych takich jak: wektor wodzacy w konfiguracji odniesienia X(¢),
wektor wodzacy w konfiguracji aktualnej y(&), wektor przemieszczen translacyjnych u($) oraz wektor
wirtualnych przesuni¢¢ V(&) przeprowadza si¢ zgodnie z klasyczng dla MES procedurg (zob. np. [21,
384]. Standardows interpolacje klasy C° dla funkcji wektorowej z w 4-weztowym elemencie skonczo-
nym mozna wyrazi¢ wzorem

26) =D L (&)za, (5.3)

gdzie z, jest zbiorem warto$ci funkcji wektorowej w weztach elementu, a L, (&) sa tzw. funkcjami

ksztattu, speniajacymi warunek L, (&%) =40, (ab=1,2,3,4), w ktorym & sg wspolrzednymi wezta
o numerze b. We wzorze (5.3) za pomoca falki oznaczono warto$¢ interpolowang funkcji z, jednak
w dalszej czesci pracy oznaczenie to pominieto w celu uproszczenia zapisu. Zgodnie z podej$ciem
izoparametrycznym w pracy zaklada si¢ takie same funkcje ksztattu dla geometrii i pola niewiado-
mych (przemieszczen). W rozwazanym 4-wezlowym elemencie powtokowym funkcje ksztattu przyj-
muje si¢ w postaci iloczynu liniowych wielomianéw Lagrange’a

L@=S(1+86)7(1+88). a-1234, (5.4)

gdzie za pomoca &, &5 oznaczono wspotrzedne wezta o numerze a w elemencie wzorcowym. Zatem
dla numeracji wegzléw zaprezentowanej na rys. 5.1 biliniowe funkcje ksztattu przyjmuja postac

L@O=2(1+8)(1+8), LE==1-&)1-&),
‘; ‘i (5.5)
L) =7(1-4)A+s). L)=7(01+&)(1-<).

Na podstawie zaleznosci (5.4) mozna wyznaczy¢ bezposrednio pochodne funkcji ksztattu po wspot-
rzednych naturalnych

(L@ =38 (1+88).  (LEO) =38 (+a8) (56)
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5.3. Reguta transformacyjna

W rozwazanej teorii powtok do okreslenia miar odksztatcen (zob. wzory (2.39), (2.40)) i innych
zalezno$ci na powierzchni podstawowej powloki potrzebne jest wyznaczenie pochodnych funkcji
wektorowych wzgledem wspotrzednych krzywoliniowych (fizycznych) ¢ (rys. 5.1). Ze wzgledu na
przyjecie interpolacji funkcji wektorowych we wspotrzednych naturalnych, niemozliwe jest bezpo-
$rednie obliczenie pochodnych wzgledem wspoétrzednych fizycznych. Z tego powodu potrzebna jest
regufa transformacyjna pozwalajgca okre$li¢ pochodne po wspotrzednych {”* przez pochodne po
wspotrzednych &, . W tym celu wykorzystuje si¢ zalezno$¢ (5.3) zgodnie z ktora wektor wodzacy nie-
zdeformowanej powierzchni odniesienia powtoki interpoluje si¢ nastepujaco

4
X(&) = L(&)x, (5.7)
a=1
oraz regute rdzniczkowania funkcji ztozonej na podstawie ktorej relacje (2.3) zapisuje si¢ w postaci
OX 6 0
tg (é:) _ (5;) _ x(f) é:o/; . (58)
o¢ oc, o¢

Wektory bazowe g, g, (rys. 5.1) wspoétrzednych naturalnych na powierzchni odniesienia powtoki
mozna okresli¢ na podstawie wzorow

oX 1< ox
6.(&) = ﬁ Zfl (1+8¢)x,, &)= (5) Zfz (1+&8¢)x, - (5.9)
W ogdlnym przypadku wektory gi, g, nie sg ortogonalne oraz nie sg wektorami jednostkowymi. W za-

leznosci (5.8) pochodne ¢, , po wspotrzednych krzywoliniowych sa nieznane i ich okreslenie wyma-

ga dalszych przeksztalcen. W tym celu wykorzystuje si¢ ortonormalno$¢ wektorow t% (5.8), ktora za-

ktada si¢ w rozwazanej teorii powltok (zob. wzor (2.3))

¢, ox(€) o
t2(&)-£5(&) =—=2 £5(E)=0,,. 5.10
«(€)-1;(S) X o, 5(8) =04 (5.10)
Powyzsze rownanie w postaci macierzowej po uwzglednieniu wzorow (5.9) przyjmuje postaé
|:5111 5211:| gl'tlo gl't(z) :{1 O} (5 11)
o el g t] 01
W celu uproszczenia dalszego zapisu definiuje si¢ macierz Jacobiego J
aa
3 :Fn le}: 6512 6522 _ gl'tlz gz'tlz ’ (5.12)
oo J] 0% 8| gty gt
oc, o0&,

ktorej wyznacznik nazywa si¢ jakobianem i oznacza za pomoca j = detJ. Macierz Jacobiego mozna in-
terpretowac jako macierz transformacji migdzy wektorami bazowymi dla wspotrzednych fizycznych

i wspotrzednych naturalnych, gdyz zachodzi
£
. =J—T[gl] (5.13)
t, 9

[91}=JT tlo ,
9, '[g

Sktadowe macierzy Jacobiego mozna tatwo wyznaczy¢ na podstawie zalezno$ci (2.4) i (5.9), gdyz
W ramach rozwazanej teorii powlok wspotrzedne wektora wodzacego X oraz tensor struktury T, sg da-
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nymi w MES. Zatem na podstawie zaleznosci (5.11) mozliwe jest wyznaczenie pochodnych ¢,

przez odwrdcenie macierzy Jacobiego
[fm 52’1j|:J—T= 1 {Jzz _Jzﬂzl %ty G-t (5.14)
S Son detd|-Jp, Jy i|-g,-t0 gt

Zaleznosci (5.6) i (5.14) pozwalaja na okreslenie pochodnych funkcji ksztattu po wspoétrzgdnych fi-
zycznych na podstawie reguty rézniczkowania funkcji ztozone;j

(L), -0 L@ L@
PV o, o as,

Wzor (5.15) umozliwia dla funkcji wektorowych interpolowanych zgodnie ze wzorem (5.3) obliczenie

(L&) &g +(L (&), S0p- (5.15)

pochodnych wzgledem wspotrzednych (¥, gdyz z, 5= Z:=1( Ly )ipZ, -

Zaleznosci (5.12)-(5.14) pozwalajg rOwniez na zapisanie reguly transformacji mi¢dzy kowariant-
nymi sktadowymi fizycznymi miar odksztalcen ¢, ¢, (2.42) a skladowymi odksztalcen ¢, ¢,

o

w ukladzie elementu wzorcowego {¢, t° } w nastgpujacej postaci
8ocﬁ = é,u ‘o 6/1 iy EM’ &y = é,u. o g,u’ Eaﬂ = C,ZC,/;‘C"M’ 505 = C,Zg,u . (516)

Regute transformacji migdzy kontrawariantnymi sktadowymi fizycznymi sit przekrojowych N%, Q“

(2.14) oraz sktadowymi sit N, Q% we wspohrzednych naturalnych definiuje si¢ nastgpujaco
NY=CONY, 0" =Ci0 N7 =88, N, 0"=(,,0" (5.17)

Wobec zatozenia o ortonormalnos$ci bazy tiO pole powierzchni rézniczkowego elementu na po-
wierzchni odniesienia powltoki jest dane wzorem

da=di*d¢? = j(&)d&dé, . (5.18)

Zatem dla 4-weztowego standardowego elementu powlokowego (rys. 5.1) pole powierzchni mozna
wyznaczy¢ na podstawie catki

A=, da=|" [ i(¢)dcde,. (5.19)
Dla przyjetych biliniowych funkcji ksztattu (5.4) jakobian mozna zapisa¢ w postaci
1) =Jo+ k& + )5, (5.20)
Wtedy tatwo mozna wykazaé, ze w wyniku catkowania zaleznosci (5.19) uzyskuje si¢
Aey =4]o, (5.21)

gdzie za pomoca j, oznaczono wartos$¢ jakobianu (5.20) w srodku elementu skonczonego.

5.4. Skorygowane wspoétrzedne naturalne i wspoéirzedne skosne

5.4.1. Wprowadzenie

W przypadku czworokatnych elementow powtokowych o nieregularnym ksztalcie, znaczaco od-
biegajacym od kwadratu, doktadno$¢ obliczen za pomoca MES spada wraz ze zwigkszaniem dystorsji
siatki elementow skonczonych. Zjawisko to zwigzane jest z tym, ze interpolacj¢ funkcji wektorowych
definiuje sie we wspotrzednych naturalnych w kwadratowym elemencie wzorcowym (rys. 5.1).
W przypadku hybrydowo-mieszanych elementéw skonczonych odpowiednie skorygowanie wspot-
rzednych naturalnych pozwala ograniczy¢ negatywny wptyw dystorsji siatki na wyniki analiz MES.
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5.4.2. Skorygowane wspoétrzedne naturalne

Opisang ponizej metod¢ korygowania wspolrzednych naturalnych w interpolacji niezaleznych uo-
golnionych naprezen i niezaleznych odksztatcen zastosowano m.in. w [98, 304, 307, 349]. Metoda ta
wywodzi si¢ z podej$cia zaproponowanego w pracy [334] dla elementow niedostosowanych. W meto-

dzie tej skorygowane wspotrzgdne naturalne & przyjmuje si¢ w postaci
E=g ¢, (5.22)

gdzie za pomoca ¢, oznaczono wspolrzgdne naturalne $rodka cigzkosci pola powierzchni 4-

weztowego elementu skonczonego. Metoda ta pozwala uwzgledni¢ fakt, ze srodek cigzkosci elementu
czworokatnego o nieregularnym ksztalcie nie pokrywa si¢ ze $rodkiem elementu zdefiniowanym na

przecigciu prostych taczacych srodki przeciwleglych bokow. Wspotrzedne g?a wyznacza si¢ z definicji
srodka ci¢zkosci pola powierzchni

_ o1
g = gﬂ% &da. (5.23)

Podstawienie zaleznosci (5.9) do wzoru (5.12) oraz skorzystanie z tego, ze wspotrzedne fizyczne we-
zta o numerze K (rys. 5.1) mozna wyrazi¢ nastepujaco
=G = (E=x 10, (5.24)

pozwala na zapisanie sktadowych macierzy Jacobiego w postaci

Zfl( 5252) =+ 458, :_Zfz( 5151) =a, +a5¢,
(5.25)
I Zzzélk (1"‘5552)@2 =b +bg,, Jyp =ZZQZ§ (1“‘51%1)(5 =b, + by},
k=1 k=1
gdzie wspotczynniki a;, b, dane sa wzorami
G r
a] 111 bl 111 1]
a,|==[1 1 -1 -1|°2], b, |==l1 1 -1 -1|°2]. (5.26)
4 I 4 2
a| "1 11 s b [ -1 1
4 4

Wykorzystanie zaleznosci (5.25) podczas obliczania jakobianu pozwala zapisaé wspdtczynniki ze
wzoru (5.20) w nastgpujacej postaci

Jo=ab, —ah, j=ab—ah, J,=ab, —a,b;. (5.27)

Podstawienie zalezno$ci (5.18), (5.20) i (5.21) do wzoru (5.23) umozliwito analityczne wyznaczenie
wspotrzednych $rodka cigzkosci
- 1 1 o J 1]
= _I e ¢da = A(_)J.J‘” fl(Jo +1i& +J252)d51d52 3At ) ¢ ‘ 52| J; , (5.28)
1

= 1
__I e &yda =—J.J- ézz Jo+ i +]252)dfldfz 3: B fz‘ 51| —j—o. (5.29)

Podczas catkowania w (5.28)-(5.29) skorzystano z tego, ze cztony zawierajace &, W parzystej potedze

si¢ zeruja. W dalszej czeéci rozprawy wspotrzedne &° beda okreslane skrotowo jako wspotrzedne sko-
rygowane.
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5.4.3. Wspoirzedne skosne

Zastosowanie wspotrzednych skosnych zamiast wspotrzgdnych naturalnych w interpolacji nieza-
leznych odksztalcen i naprgzen zaproponowano w pracach [363, 364, 378]. Wspotrzedne skosne defi-

niuje si¢ w stalej bazie naturalnej g;, g5 okreslonej w $rodku elementu skonczonego
C 1 - a C 1 3 a
0 =6(6=05=0=2 8% 6-0G=-05-0=-,28%. (63
a=1 a=1

W bazie g;, g, przeprowadza si¢ transformacj¢ niezaleznych odksztalcen i naprezen, gdyz naturalne
wektory bazowe g,, g, (5.9) zmieniaja si¢ wewnatrz czworokatnych elementéw skofczonych nie be-
dacych réwnolegltobokami. W celu poprawy interpolacji dla elementdow o nieregularnym ksztalcie
wspotrzedne skosne X, Y, zdefiniowano w ten sposob, aby wektor X =X —X_ opisujacy potozenie
dowolnego punktu wzgledem $rodka elementu X, wyrazony we wspotrzednych powierzchniowych

% byt rowny wektorowi zapisanemu we wspotrzednych skosnych
X =+ 0 = (¢ -Gt + (2 -2 )8 = x, 0 + 05, (5.31)

gdzie za pomoca (7, ¢ CZ oznaczono wspotrzedne fizyczne srodka elementu. W wyniku obustronnego
wymnozenia skalarnego réwnania (5.31) przez wektory t° i t2 uzyskuje si¢ ponizsza zalezno$é¢ opi-
sujacy transformacje migdzy wspotrzednymi sko$nymi i wspdtrzednymi fizycznymi

51 XS JO JO gC_tO gC.tO ai a
. =J{ } Be TG G A A 5.3
¢ Ys Ja I Ot 0L b b,

gdzie Jo oznacza macierz Jacobiego obliczong w $rodku elementu (por. wzory (5.12) i (5.25)).
W wyniku przeksztatcenia zaleznosci (5.32) wspotrzedne skosne mozna wyznaczy¢ z rOwnania

X -1 &t
<2 -

Wspotrzedne ce po interpolacji (5.7) i uwzglednieniu zaleznos$ci (5.26) mozna wyrazi¢ nastgpujaco

&t _ Cl_Ccl _|:alél+a252 ""135152} (5.34)
;2 &? —CCZ b +b,E, +bil | .
tymczasem odwrdocona macierz Jacobiego (5.32) jest dana wzorem
NI, I b, -a
ngz_i Zi 012 :i{ 2 2}, (5.35)
JO -J 21 \]11 JO _bl a'1
Po podstawieniu (5.34) i (5.35) do (5.33) uzyskuje sie analityczny wzor na wspotrzedne skosne
{Xs } _ i{ b, _az}[aifl +a,d, + a3§152:| _ [51 +k&ié, } (5.36)
Yo | Jol 01 ay || b&+5,5 +048, & s, | .
gdzie state k; i k, po skorzystaniu z zaleznosci (5.27) mozna zapisa¢ nast¢pujaco
=22, k=L (5.37)
Jo Jo
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5.4.4. Poréwnanie, interpretacja graficzna

Skorygowane wspotrzedne naturalne & i wspotrzedne skosne { X, Y, } beda stosowane zamien-
nie w dalszej czegSci rozprawy, dlatego w celu ujednolicenia zapisu wprowadza si¢ wspolne dla nich
oznaczenie ¢ . Dla rozwazanego 4-weztowego elementu podczas catkowania numerycznego kluczo-

we znaczenie maja warto$ci tych wspotrzednych w punktach catkowania Gaussa dla &, &5 = i]/ NE]

1 1] 1 1j,
é_fS:i___._l’ fs:i___._, 538
' \/§ 3 o ? \/§ 3 Jo ( )
1 .1j, 1.1
X, ==+ =2 =+—+>-L, 5.39
VR s V37 3], )

Pomimo zblizonej postaci wzorow (5.38) i (5.39), wspdtrzedne skorygowane i wspotrzedne skosne
przyjmuja inne warto$ci w punktach catkowania dla elementow 0 nieregularnym ksztatcie. Podczas
gdy dla wspohrzednych & poprawki ¢, zgodnie ze wzorami (5.28) i (5.29) przyjmuja state wartosci
w elemencie, to dla wspotrzednych skosnych danych wzorem (5.36) korekta wzgledem wspotrzed-
nych naturalnych ro$nie wraz z oddalaniem si¢ od $rodka elementu skonczonego. W zwigzku z tym
w skorygowanych wspoétrzednych naturalnych interpolacja niezaleznych odksztatcen i uogdlnionych
naprgzen jest wykonywana wzgledem srodka cigzkosci elementu zaznaczonego kwadracikiem na
rys. 5.2. Tymczasem potozenie punktow calkowania we wspotrzednych naturalnych (krzyzyki)
i wspolrzednych skosnych (kotka) porownano na rys. 5.2 dla elementéw skonczonych o nieregular-
nym ksztalcie. Lokalizacja punktow Gaussa we wspotrzednych naturalnych wymaga skorygowania,
gdyz odpowiadajg one fikcyjnemu réwnolegtobokowi narysowanemu linig przerywana na rys. 5.2,
a nie rzeczywistemu ksztattowi elementu. W przypadku elementow skonczonych o ksztatcie rownole-

globoku j, =0 i j, =0, wigc zastosowanie w interpolacji wspohzednych ¢ nie powoduje zmiany
wynikow wzgledem klasycznej interpolacji we wspotrzednych naturalnych.

b)

Rys. 5.2. Poréwnanie potozenia punkéw catkowania Gaussa we wspotrzednych naturalnych (krzyzyki) 1 wspot-
rzednych skoénych (kotka), lokalizacja §rodka cigzkosci (kwadrat) dla elementéw o nieregularnym ksztalcie

5.5. Dwustopniowa interpolacja odksztatcen scinania poprzecznego

Zastosowanie reguty pelnego catkowania dla cienkosciennych konstrukcji powtokowych mode-
lowanych za pomocg elementow 4-wezlowych sprawia, ze sg one w szczegdlny sposob podatne na
blokad¢ zwigzang ze $cinaniem poprzecznym. W pracy [97] zaproponowano zastosowanie podejscia
ANS (ang. Assumed Natural Strain) polegajacego na dwustopniowe;j interpolacji odksztatcen §cinania
poprzecznego, co pozwolito w znaczacy sposob ograniczy¢ zjawisko blokady. Implementacja tej me-
tody w ramach rozwazanej teorii powtok sktada si¢ z nastepujgcych krokow:

e w punktach pomiarowych A, B, C, D zdefiniowanych w elemencie wzorcowym (zob. rys. 5.3a)
BI

wyznacza si¢ wartosci odksztatcen {gﬁ|?} I wierszy macierzy {B},ﬁ‘ } zwiazanych ze sktado-
blp

wymi odksztalcen $cinania poprzecznego, indeks gorny Bl (Bezposrednia Interpolacja) oznacza, ze
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dane wielkosci oblicza si¢ bezposrednio na podstawie interpolowanych przemieszczen (5.3) za
pomocg wzorow (2.39), (C.6)-(C.7), a indeks dolny P = A,B,C,D oznacza dany punkt pomiarowy;

BI
} transformuje si¢ z reprezentacji przestrzen-
P

e uzyskane dyskretne zbiory wartosci {gﬂ|2|}, {Bgﬂ

nej {t;} do ukladu elementu wzorcowego {¢& t°}, wykorzystujac zaleznosci (5.16), w ten sposob
Bl

b

otrzymuje si¢ wartosci {Eﬁ“il}, {Egﬁ .

» wielkosci zastepcze £,(E), Bgﬁ (&) interpoluje si¢ za pomoca funkcji zaproponowanych w [97]

(zob. rys. 5.3b) na podstawie wartosci obliczonych w poprzednich krokach zgodnie ze wzorami

8 =3(1+&)al, +3(1-&)al (5.40)
5(8)=3(1+8)3l5 +3(1-&)El, . (5.41)
B,(©)=3(1+,)B, |, +3(1-&)B,|, | (5.42)
B, (&)=1(1+&)B,, Z' +1(1-4)B,, :' (5.43)

 wielkosci zastgpeze £4(¢), Eaﬁ (&) transformuje si¢ z powrotem z bazy {¢, t°} do aktualnej bazy

w reprezentacji przestrzennej {t; } wedlug (5.16) i nastepnie podstawia w miejsce wielkosci ¢4(&),
Bgﬂ (&) obliczonych w punktach catkowania zgodnie ze wzorami (2.39), (C.6)-(C.7).

a) R T & b) interpolacja g,
'
s S il :
T £ _E ] E
1B(=1,0) D(1,0) < &l -1
< interpolacja &,
1 él — B
! fC(O' ) ., o

e wezty elementu
o punkty pomiarowe

g

Rys. 5.3. a) Potozenie punktow pomiarowych A-D w elemencie wzorcowym dla dwustopniowej interpolacji od-
ksztatcen poprzecznych, b) zastosowane funkcje interpolujace dla odksztatcen Scinania poprzecznego

W ten sposob koncepcja dwustopniowej interpolacji zostata zastosowana jedynie do odksztatcen
$cinania poprzecznego &z(U) w sformutowaniu hybrydowo-mieszanego elementu powlokowego.
W pracy [349] w ramach podejscia ANS zmodyfikowano réwniez macierz geometryczng. Jednak
w analizach wilasnych uzyskano, ze zaimplementowanie tej metody w ramach rozwazanej teorii po-
wlok nie zmienito wynikow, a spowodowato w niektorych przyktadach nieznaczne zwigkszenie liczby
iteracji. Wyniki te nie zostaty zaprezentowane w pracy ze wzglgedu na ograniczona objeto$¢ rozprawy.
Zatem macierz geometryczng obliczono w sposob klasyczny, opisany w Dodatku C.2.3.

5.6. Interpolacja niezaleznych uogélnionych naprezen

5.6.1. Elementy mieszane

W przypadku elementéw hybrydowo-mieszanych naprezenia wewnatrz elementu skonczonego
oblicza si¢ jako niezalezne, a nie na podstawie odksztatcen jak w klasycznych elementach przemiesz-
czeniowych. W elementach mieszanych interpolacj¢ niezaleznych uogélnionych naprezen S o sktado-
wych danych w (3.13) definiuje si¢ nastepujaco


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Karol Daszkiewicz: Rodzina elementow hybrydowo-mieszanych w 6-parametrowej teorii powlok ... 61

S= S(l(e) ) (544)

gdzie wektor @, zawiera 12 parametrow dla czgsci stalej i r0zng liczbg parametréw dla zmienne;

czesci pola naprezen S w zaleznosci od wariantu elementu skonczonego. Natomiast macierz S przyj-
muje si¢ w postaci

,, 0O O 0 S 0 0 O
. 0 0 0 0 S 0 O
S=[1,4,,S]= L ! (5.45)
o o 1, 0 0 0SS O
o 0 0 1L, 0 0O 0 S,

W rozprawie analizuje si¢ 2 warianty interpolacji dla zmiennej czg$ci pola naprezen membranowych

&0 & 0 0 0
A 0 & 0 0
s =m0 & g, o @ O 0f (5.46)
0 0 0 0 & O
0 0 0 0 0 &

ktore dla niesymetrycznych miar naprezen zostaly zaproponowane we wspotrzednych naturalnych
w pracy [49]. Ubozszy wariant interpolacji zostal nastepnie zastosowany m.in. w pracach [298, 299],
natomiast bogatszy wariant w [294, 295]. Macierz S, stanowi uogélnienie 5-parametrowej interpo-
lacji naprezen z pracy [254] na niesymetryczne miary naprezen.

Interpolacj¢ dla zmiennej cze$ci uogoélnionych naprezen zgieciowych przyjmuje si¢ nastepujaco

*

&0

0 &
S, =T’ L. (5.47)
° 0 0

0 0

Macierz (5.47) stanowi rozszerzenie interpolacji momentow zginajgcych zastosowanej w pracach
[137, 349] na rozwazana 6-parametrowa nieliniowa teori¢ powtok. Tymczasem macierz S, dla prze-

krojowych sit tngcych przyjmuje si¢ w ten sam sposob jak w pracach [137, 349]

&0
S, =T° FZ ] : (5.48)
0 &
W rozprawie przeanalizowano dwa warianty interpolacji zmiennej czgs$ci pola momentéw owinigcia
N * _ * O
Sq1 = Tz? {%}, Si2 =T¢S {62 *} ' (5.49)
& 0 &

We wzorach (5.46)-(5.49) zastosowano nastegpujace macierze transformacji
3030 35 Ipdh Jndp

TO = Iadn Indm Indn Iadn Fo _ Iy I

Toldn 3R Ipd dndn | T I I

010 040 040 010
‘]11‘]21 ‘]12‘]22 ‘]12‘]21 ‘]11‘]22

(5.50)

ktore opisuja transformacj¢ kontrawariantnych sktadowych uogdlnionych naprezen do fizycznego
7 ‘ . . 0
uktadu wspotrzednych w $rodku elementu zgodnie z regutg transformacyjng (5.17). Za pomoca J,;

oznaczono sktadowe macierzy Jacobiego (5.32) obliczonej w $rodku elementu Standardowego.
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5.6.2. Elementy cze$ciowo mieszane
W elementach czesciowo mieszanych interpolacje wektora niezaleznych uogoélnionych naprgzen
n danego wzorem (3.21) definiuje si¢ w analogiczny sposob jak dla elementéw mieszanych

We wzorze (5.51) i w dalszej czesci rozdzialu za pomoca etykiety S oznaczono, ze macierze te doty-
czg dwoch rodzajow elementow czgsciowo mieszanych: A i B.
W elementach czgsciowo mieszanych A wektor a,, zawiera 4 parametry dla czesci stalej pola

naprezeh membranowych i 2 lub 4 parametry dla czeéci zmiennej, a macierz S A zaklada si¢ w postaci
éA = [14><47Sm] ' (5.52)

gdzie dla macierzy S,, przyjmuje si¢ w obliczeniach 2 warianty zgodnie ze wzorem (5.46).
Tymczasem dla elementow czgsciowo mieszanych B wektor a,, tworzy 6 parametrow dla czg$ci
statej oraz 4 lub 6 parametrow dla zmiennej czesci pola naprezen. W rozprawie przyjmuje si¢ nastgpu-
jaca posta¢ macierzy §B
_ -~ 11 0 S, O
S - S]=| ™ m , 5.53
8[1&6]{0 L o s (559

w ktorej interpolacj¢ dla zmiennej czg$ci uogdlnionych naprezen membranowych oraz naprgzen Sci-
nania poprzecznego oblicza si¢ odpowiednio zgodnie ze wzorami (5.46) i (5.48).

5.6.3. Lokalne warunki réwnowagi

Dla rozwazanych elementow hybrydowo-mieszanych lokalne réwnania réwnowagi wynikaja ze
stabego sformutowania problemu brzegowego, zob. wzor (3.55). W literaturze (zob. np. [367]) zauwa-
zono, ze przyjecie interpolacji niezaleznych uogdlnionych naprezen umozliwiajacej spelnienie tych
warunkoéw korzystnie wptywa na doktadno$¢ elementu skonczonego. W réwnaniach rownowagi da-
nych wzorami (2.27) i (2.28) ponizej pochodne kowariantne zastapiono pochodnymi czastkowymi,
gdyz w implementacji teorii zastosowano ortogonalne wspotrzedne fizyczne . Ponadto w ptaskim

powtokowym elemencie skonczonym zachodzi: b’ =0, b, =0, a sily powierzchniowe f i momenty

powierzchniowe ¢ sa zerowe. Zatem wzory (2.27) i (2.28) przyjmuja nastepujaca posta¢ w sktadowych
uogoblnionych naprezen

QL +Q2 =0, (5.55)
MEEME-Qio0,  MEME-Qt -, (556)
ML +M2+NZ-NZ=0 (5.57)

Rownania rownowagi (5.54)-(5.57) zostaty zweryfikowane i omowione w Dodatku C.3. W przypadku
elementow mieszanych nalezy sprawdzi¢ wszystkie rownania, dla elementéw czgsciowo miesza-
nych A tylko rownanie (5.54), a dla elementéw czgsciowo mieszanych B roéwnania (5.54) i (5.55).

5.7. Interpolacja niezaleznych odksztatcen wewnatrz elementu

5.7.1. Elementy mieszane

W rozwazanych elementach powlokowych sformutowanych na podstawie zasady wariacyjnej Hu-
Washizu oprocz odksztalcen €(u) obliczanych na podstawie przemieszczen (2.39)-(2.40) zaktada si¢
na poziomie elementu skoficzonego pole niezaleznych uogoélnionych odksztalcen € o sktadowych zde-
finiowanych w (3.12). W elementach mieszanych interpolacj¢ niezaleznych odksztalcen podzielono na
dwie czgsci zgodnie ze wzorem
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P1"| Bt
£:P[3(e):{Pj {g%j (5.58)

W pierwszej czg$ci interpolacji macierz P, definiuje si¢ w analogiczny sposob jak macierz S dla

Pierwsza cze$é interpolacji

niezaleznych uogélnionych naprezen. Podczas gdy macierz P, dla drugiej czesci interpolacji okresla
si¢ w podobny sposob jak dla elementow EAS o wzbogaconym polu odksztatcen, zob. np. [309].
W zwigzku z tym macierz P, musi spetnia¢ warunek ortogonalnosci wzgledem zatozonej interpolacji

dla uogoélnionych naprezen

1 pl T
L J’_lpz Sdgds, =0. (5.59)

Pierwsza cz¢$¢ wektora B%e) zawiera 12 parametrow dla czesci stalej oraz r6zna liczbe parame-

trow dla zmiennej czesci pola odksztalcen. W macierzy P, przyjmuje si¢ taka samg strukture jak
w macierzy S, por. wzor (5.45)

4, 0 0O 0 P, O 0O O
- 0O ,, 0 0O O P 0O O
P, =[P 1= : (5.60)
ettt o 0 0 4,, 0 0O O P O
0O 0 0 1, 0 0 0 P,

gdzie w indeksie dolnym podmacierzy pomini¢to cyfre ,,1”” w celu uproszczenia dalszego zapisu. Dla
sktadowych membranowych odksztalcen rozwaza si¢ 2 warianty interpolacji

*

&0 & 0 0 0
- 0 & 0 0
p =T g % . P,=T . % “ o (5.61)
2
0 0 0 0 0 &

Interpolacja niesymetrycznych miar odksztatcen okre§lona za pomoca macierzy P4 dla &, =&, zosta-
ta zastosowana wcze$niej w pracy [295]. Tymczasem macierz Pp, stanowi uogoélnienie 5-
parametrowej interpolacji, uzytej m.in. w [137, 349, 362], na niesymetryczne miary odksztatceh mem-
branowych.

Interpolacj¢ dla zmiennej czg¢$ci odksztalcen $cinania poprzecznego i zgigCiowych przyjeto
W analogiczny sposob jak dla niezaleznych uogo6lnionych naprezen

*

& 0
-1 0 *
=t | pot0 & (5.62)
0 & 0 0
0 0

Natomiast do interpolacji sktadowych odksztatcen zwigzanych z owinigciem uzyto dwa warianty

B T * _ * 0
P :(Tao) {%]v Pu2 =Tso FZ ‘*} : (5.63)
0 &
W pierwszym wariancie interpolacji macierz P,, odpowiada przyjgciu dla owinigcia (0znaczanego tu
przez w) biliniowej interpolacji w postaci

w(flifz) =0y + W& +Wy¢5 + WG S5, (5.64)
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gdyz po linearyzacji zaleznoéci (2.40) odksztalcenia x, mozna wyznaczy¢ ze wzoru x, = w,, . Nato-
miast w drugim wariancie interpolacji macierz P,, przyjmuje si¢ taka sama jak dla $cinania po-

przecznego. W rozprawie zaktada si¢, ze macierze transformacji zastosowane we wzorach (5.61)-
(5.63) sa rowne macierzom transformacji (5.50) uzytym dla niezaleznych uogélnionych napre¢zen

TO=T°, T°=T°. (5.65)

Zatem, podobnie jak w pracach [137, 349, 362] rowniez dla niezaleznych odksztatcen jest stosowana
kontrawariantna transformacja sktadowych do fizycznego uktadu wspotrzednych w srodku elementu.
Chociaz zgodnie ze wzorami (5.16) dla kowariantnych sktadowych odksztatcen powinna by¢ stoso-
wana reguta kowariantna. Jednak w pracy [366] zaobserwowano, ze dla elementow hybrydowo-
mieszanych przyjecie reguty kontrawariantnej zar6wno dla niezaleznych odksztatcen i uogdélnionych
naprezen daje najkorzystniejsze wyniki. W zwigzku z tym jedynie w macierzy P,; zastosowano regule
kowariantng, aby umozliwi¢ spetnienie warunku nierozdzielno$ci, zob. Dodatek C.4.

Druga czeséé interpolacji
Druga cze$¢ wektora B(ze) zawiera niezerowe parametry tylko w zmiennej czg$ci pola odksztalcen

membranowych i zgigciowych. Ze wzgledu na zastosowanie dwustopniowej interpolacji odksztatcen
$cinania poprzecznego, zrezygnowano z dodatkowego wzbogacania pola odksztatcen Scinajacych. Za-
tem, macierz P, mozna zapisa¢ nastgpujaco

P,, 0 0 O]
P, = . (5.66)
0 0P, O

Sktadowe membranowe i zgigciowe interpoluje si¢ w ten sam sposob, stosujac kowariantng regule
transformacji do fizycznego uktadu wspoétrzednych w §rodku elementu tzn.

F)2m = PZb :J_JO(TK? );r Nk1 k=2,4,6,8,10 J (567)

gdzie przyjmuje si¢ 5 wariantow macierzy N

_fl 0 51 0 4:152 O zjl 5152 0 0 O 0 0 O
N, = 0 & N, = 0 & 0 46 N. = 0 0 & &5 0 0 0 0
2 = 1 4 — 1 8 — l
0 0 00 0 0 0 0 0 0 & &, 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 ¢ ¢&<€
- 2 72 (5 68)
& 0 0 0 0 0 & 0 &5, 0 0 0 0 0 0 0
0& 0 0 0 0 0& 0 &, 00 0 0 0 0
Ng = » Ny =

00 & & 0 0 00 0 0 & & & 0 0 0
00 0 ¢& & 00 0 0 0 0 0 ¢& & &G

o

Drugg czes¢ interpolacji niezaleznych odksztalcen okreslono we wspotrzednych naturalnych, aby
mozliwe bylo spelnienie warunku (5.59) dla statych naprezen. Macierze N, i N, stanowia proste roz-
szerzenie interpolacji zastosowanej w pracach [137, 182] na niesymetryczne miary odksztalcen. Po-
dobnie macierz Ng mozna interpretowac jako uogolnienie 4-parametrowej interpolacji opisanej po raz
pierwszy w [309]. Natomiast macierze Ng i Ny zostaty zaproponowane w pracy [370] jako rozszerze-
nie interpolacji zastosowanej w [10] na grunt 6-parametrowej nieliniowej teorii powtok.

5.7.2. Elementy czesciowo mieszane

W elementach czg¢$ciowo mieszanych interpolacje niezaleznych odksztalcen € o sktadowych
okreslonych w (3.19) przeprowadza si¢ rowniez oddzielnie dla dwdch czesci
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g P, | = || P S=AB 5.69
& = sB(e)—P s | =A,B. (5.69)
2S B(e)

W elementach czg¢$ciowo mieszanych A interpolacja wektora niezaleznych odksztatcen €, (3.19) jest
ograniczona tylko do jego sktadowych membranowych. W zwiazku z tym pierwsza cze$¢ wektora
B%e) zawiera 4 parametry dla czgsci statej oraz 2 lub 4 parametry dla zmiennej czgéci pola odksztatcen.
Macierz P,, zaklada si¢ w postaci

Pia = [14><4 ) Pm] : (5.70)

W analizach przyjmuje si¢ dwa warianty macierzy Py, okreslone we wzorze (5.61). Natomiast druga
czg$¢ interpolaciji zgodnie ze wzorem
Poa =Pon (5.71)

jest okreslona za pomoca macierzy P,,, , ktora oblicza si¢ na podstawie wzorow (5.67) i (5.68).

W elementach czesciowo mieszanych B wektor B%E) tworzy 6 parametrow dla czgsci statej oraz 4

lub 6 parametrow dla zmiennej czgséci pola odksztatcen, a macierz P, (5.60) upraszcza si¢ do postaci

- ,., 0 P, 0
PlB =[16><6’PlB]:|: b " }

(5.72)
0 12><2 0 Pt

Macierze P, i P, definiujace zmienng czg$¢ pola odksztalcen wyznacza si¢ w ten sam sposob jak dla
elementéw mieszanych na podstawie wzorow (5.61) i (5.62). Podczas gdy macierz P, definiujaca
druga czesc¢ interpolacji przyjmuje si¢ w postaci

P
P {02”’ } , (5.73)
2xk

gdzie macierz P, jest dana wzorami (5.67) i (5.68).

5.7.3. Weryfikacja warunku ortogonalnosci dla wzbogaconych odksztatcen

W rozwazanych elementach hybrydowo—mieszanych druga czgsé pola niezaleznych odksztatcen
oblicza si¢ zgodnie z (5.58) i (5.69) jako PZB(Ze)i interpretuje jako wzbogacone odksztatcenia. Interpo-
lacja wzbogaconych odksztalcen musi by¢ ortogonalna wzgledem niezaleznych uogoélnionych napre-
zen, aby mozliwa byta kondensacja parametrow Bfe) na poziomie elementu. W celu sprawdzenia wa-
runku (5.59) dla elementow mieszanych oblicza si¢ catke

[ Prsdade, = [ [ (PL, +PI,S, +Ph +PLS, Hds,. (5.74)

Ze wzgledu na réwnosci P, =P,, (zob. (5.67)) oraz S, =S, (zob. (5.61) i (5.62)) dalsze rozwaza-
nia mozna ograniczy¢ jedynie do cztondow zawierajacych sktadowe membranowe. Warunek dla macie-
rzy P, odpowiadajacej statej interpolacji niezaleznych uogoélnionych naprezen przyjmuje postaé

1 p1 i 1 el 1
J.J Pz, =J—j° [ [ NE(T0) dgdz, =o. (5.75)
Warunek (5.75) jest spetniony dla kazdej macierzy Ny, gdyz w calce wystepuja jedynie cztony postaci
Qoct, Qiéar Q261 (i — dowolne stale), ktore podczas catkowania sie zeruja. Natomiast warunek dla

cztonu P, S odpowiadajacego zmiennej czesci interpolacji naprezen mozna zapisaé nastepujgco

[ [ PLsndadz, :jlljllj—j’Ng (10) " 108, dede, :j_J? [ [ NI$,dcae,=0,  (576)
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gdzie za pomoca ém 0znaczono macierz S,, przed transformacja: S, =Tfém . Warunek ortogonal-

nosci (5.76) bedzie spelniony, jesli w wyniku wymnozenia macierzy Ny i S, nie powstanie zaden
czion postaci qg“fk 22' , gdzie K i | sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, a g dowolng statg. W przy-

padku okreslenia macierzy S,, we wspotrzednych skorygowanych & wystarczy, aby wyrazy w od-

powiadajacych sobie wierszach macierzy Ny i S, si¢ nie powtarzaty. Natomiast w przypadku zdefi-

niowania macierzy S, we wspotrzgdnych skosnych { X, Y} ze wzglgdu na wystgpowanie w nich
cztondw c& &, (c=Kk;,k,, zob. (5.36)) warunek (5.76) jest dodatkowo niespelniony dla macierzy Ny
zawierajacych czton & ¢&,. W tab. 5.1 zaznaczono plusem dla jakich kombinacji macierzy Ny i S, wa-
runek ortogonalnosci (5.76) jest spetniony dla elementéw powlokowych o dowolnym ksztalcie.

Tabela 5.1. Weryfikacja warunku ortogonalnosci wzbogaconych odksztatcei membranowych wzglgdem
niezaleznych uogolnionych naprezen membranowych

N 2 N 4 N 6 N 8 N 10
Skorygowane wspolrzedne Sm2 + + + + +
naturalne S, N N - N B
S + - + _ _
Wspotrzedne skosne
Sia + - - - -

5.7.4. Warunki nierozdzielnosci odksztatcen

W ramach rozwazanej teorii powtok warunki nierozdzielnosci odksztatcen zdefiniowano w pod-
rozdziale 2.7. Ze stabego sformutowania problemu brzegowego (zob. wzor (3.55)) wynika zwigzek
€ = g(u) migdzy niezaleznymi odksztatceniami i przemieszczeniami. Zatem, przyjgta interpolacja nie-
zaleznych odksztalcen powinna umozliwia¢ spelnienie warunkéw nierozdzielnosci odksztatcen.
W warunkach tych danych wzorami (2.48) i (2.49) pochodne kowariantne zastgpiono pochodnymi

czagstkowymi, gdyz w implementacji teorii zastosowano ortogonalne wspotrzedne fizyczne ¢ ' Po za-
lozeniu, ze dla plaskiego elementu powlokowego sktadowe krzywizny sa zerowe ( bf =0, b,,;=0)

wzory (2.48) i (2.49) przyjmuja nastgpujaca posta¢ w sktadowych niezaleznych odksztatcen (3.12)

€, —En1 +17 =0, € ~ €1 TH, =0, (5.77)
£ 9= &1 iy —Ky =0, (5.78)

Kppp —Kip2 =00 Kyyp =15, =0, (5.79)

K, —Ky, =0. (5.80)

Warunki nierozdzielno$ci (5.77)-(5.80) zostaty zweryfikowane i omowione w Dodatku C.4. W przy-
padku elementu mieszanego nalezy sprawdzi¢ wszystkie warunki. Natomiast warunkow nierozdziel-
nos$ci nie mozna zweryfikowac dla elementow czg§ciowo mieszanych ze wzgledu na przyjeta strukture
wektorow niezaleznych odksztatcefi & (3.19), ktore nie zawieraja skladowych x4, x, .

5.8. Macierze elementowe

5.8.1. Interpolacja wirtualnych przemieszczen wewnatrz elementu skonczonego

W podrozdziale 3.2.1 za pomoca wzoréow (3.6) zostaly zdefiniowane wirtualne przemieszczenia
W (3.7) w reprezentacji przestrzennej. W kazdym wezle elementu skonczonego w globalnym uktadzie
wspotrzednych wystepuja trzy wirtualne przesunigcia i trzy wirtualne obroty, ktore interpretuje si¢ ja-
ko inzynierskie stopnie swobody. W zwiazku z tym weztowy wektor stopni swobody dq, (a =1,2,3,4)

i elementowy wektor stopni swobody ¢, w globalnym uktadzie wspotrzgdnych przyjmuja postaé
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oG
a0,
00,
44,

o0, ={V, Wa}T:{Vl v, V3 oW W, ws}T: 90y = (5.81)

Sposob interpolacji dla wektora wirtualnych przesunie¢ V(&) zostat opisany w podrozdziale 5.2,
natomiast dla wektora wirtualnych obrotéw w($) w podrozdziale A.3.3. W celu opisania interpolacji
wektora wirtualnych przemieszczen w (&) wprowadza si¢ elementowa macierz funkcji ksztattu

L&) =L LE) L L] (5.82)
gdzie podmacierz funkcji ksztattu Ea (&) dla wezta a po uwzglednieniu (A.35) przyjmuje postaé

LO=YOLE) Y(é)—[lf* ° } (5.89)

T Lo T '

We wzorze (5.83) wielkosci L, (&) oblicza si¢ na podstawie (5.4). Wykorzystujac zaleznoscei (5.81)-
(5.83) interpolacje¢ wirtualnych przemieszczen wewnatrz elementu mozna zapisac nastepujaco

vie) | -
w(S) = { } =L(£)dq) - (5.84)
w($) ©
W ten sam sposob interpoluje si¢ wektor rzeczywistych przyrostow przemieszczen Au (3.50)
AU(&) =L(&)Aq,, (5.85)

na podstawie wektora Aq, , ktory definiuje si¢ analogicznie jak wektor dq, (5.81).

5.8.2. Elementy mieszane

Macierze elementowe w elementach mieszanych okresla si¢ na podstawie zlinearyzowanego wa-
runku stacjonarnosci (5.2), ktory dla pojedynczego elementu skonczonego /1) po podstawieniu zalez-
nosci (3.54) i (3.57) przyjmuje postac

HH (5£T8£@ +s'0g(u) +Js'g(u) —os'e - 5£Ts) da + oV[u;w]+

(e)
(5.86)
+_”n ((SsTafxqﬁAs +s'AS€(u) + As'0g(u) + 5s ' Ag(u) — s Ag — (SsTAs) da=0.

(e)

Interpolacj¢ zaleznych od przemieszczen wirtualnych odksztatcen i rzeczywistych przyrostow od-
ksztalcen przyjmuje si¢ na podstawie wzoru (3.18)

og(u)=Bw=BJoq,,, Ag(u)=BAu=BAq,, B=BL. (5.87)

Natomiast do interpolacji niezaleznych odksztalcen oraz ich przyrostow stosuje si¢ schemat opisany
W podrozdziale 5.7 (zob. wzor (5.58))

e=PB,, Ae=PAB,, Je=PiB,. (5.88)
Interpolacj¢ niezaleznych uogoélnionych naprezen opisano w podrozdziale 5.6, zgodnie z ktorym

Czton s"Adg(u) biorgc pod uwage zaleznosé (C.9) mozna przeksztatci¢ do postaci

s'Adg(u) =w'kAu, (5.90)
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gdzie macierz Kg (zob. w Dodatku C.2.3) wyznacza si¢ na podstawie niezaleznych uogdlnionych na-
prezen. Tymczasem pochodne funkcji gestosci energii sprezystej po niezaleznych odksztatceniach sg
wyrazone wzorami

0,0=CPB,, 0.P=C. (5.91)
Warunek stacjonarnos$ci (5.86) po podstawieniu zaleznosci (5.87)-(5.91) przyjmuje postacé
j j (9B%PTCPBye, + 00, B Sa,, +daf,Se(u) - duf, S'PB., - IB(,P Sa, )da+
I

+oVTu;w]+ ”H(e) OB PTCPAB, + 00 L KeLA ) + 001, B SAw, +0a],S'BAG,, +  (5.92)

Na podstawie wzoru (5.92) w celu uproszczenia dalszego zapisu definiuje si¢: macierz geometryczng

[TDTGD[dazj D'GDda, D=DL, (5.93)

e e

(&) — T Tk 1 da—
K& _j kel da=

macierze elementowe zwigzane z niezaleZnymi odksztatceniami i uogdlnionymi naprezeniami
(e) _ R (e) _ () () T © _(k®)" (&) _ T
KS = [ ,, S'Bda K§ = (K, K f _PTsda, K =(K®)", K _”%P CPda (5.94)

oraz nastepujace wektory elementowe zwigzane odpowiednio z wirtualnymi przemieszczeniami, wir-
tualnymi niezaleznymi odksztalceniami oraz wirtualnymi niezaleznymi naprezeniami

I’ée):“. ETSa(e)da K(e)(l(e),r[(;e)—'” PTCPﬁ(E)da_J‘J'H PTS(I(e)da K(e)ﬁ(e) K(e)u(e),
re = H S'g(u)da - ﬂ S'PB,da= H‘ STs(u)da KOB,.,- (5.95)

(e) (e)

Natomiast wariacja potencjatu obcigzenia dana wzorami (3.26) i (3.33) po uwzglednieniu interpolacji
wektora wirtualnych przemieszczen (5.84) przyjmuje postac

SV[u;w]=—G,[u;w]= ﬂ wTp da— j wTs"dl = 5q(e)ﬂ Lpda 5q(e)j L s*dl, (5.96)

e Ie)

na podstawie ktorej wprowadza si¢ elementowy wektor obciazen zewnetrznych

(e)—j Lpda+I LTs"dl. (5.97)

1) e

Powyzsze macierze i wektory elementowe sg obliczane za pomocg petnego (2x2 punkty) caltkowania
numerycznego z wykorzystaniem kwadratury Gaussa-Legendre’a. W zwigzku z tym, ze catkowanie
przeprowadza si¢ w dziedzinie elementu wzorcowego z konieczna jest zamiana zmiennych, ktora dla
dowolnej wielko$ci f na podstawie wzoru (5.18) mozna wyrazi¢ nastepujgco

F= f({)da= f (&)j(&)dEde, . 5.98
I, f@da=[] f@i@dad (5.98)
Procedura calkowania numerycznego zostata bardziej szczegdétowo opisana w Dodatku C.1.

5.8.3. Elementy czesciowo mieszane

W elementach cze$ciowo mieszanych zlinearyzowany warunek stacjonarnoéci (5.2) na podstawie
wzordw (3.60) i (3.63) mozna zapisaé nastepujgco

” AéK(u) 0D + 08" 02, DAE + ' AJE(U) + AN OE(U) + o' AE(U) —ON' AE — 5£TAn) da +

I
(5.99)
_U OE(u) N+ 0K(u)" 0, +€'0.D+n"g(U)—JE ' N—on z—:)da+5V[u w]=0,

e
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gdzie czton 0&'02,PAE zostat rozpisany we wzorze (3.64). Na podstawie zaleznosci (3.18) po de-
kompozycji operatora B(u) na dwie czgsci B;(u) i B,(u) interpolacj¢ zaleznych od przemieszczen
wirtualnych odksztatcen i rzeczywistych przyrostéw odksztalcen mozna wyrazi¢ wzorami

SE(u B B Ag(u B B B B,] -
Se(u) = _( )| _JBs w={_"15q, _( )| _JB Au={_"tAqQ), 1-'r={_"tL.(5.100)
oK (u) B, B, AK(U) B, B, B, B,
Interpolacj¢ niezaleznych odksztatcen i uogélnionych naprezen oraz ich przyrostow definiuje si¢ w
analogiczny sposob jak dla elementéw mieszanych odpowiednio na podstawie wzoréw (5.69) i (5.51)
Es = PSB(e)1 AES = PSAB(e)1 5§s = PsCSB(e)a (5.101)
Ss =S, ASg=SAa), ISg=Sgd0, (5.102)

gdzie za pomoca etykiety S = A,B oznaczono typ elementu czg$ciowo mieszanego. Macierz geome-
tryczna kg (C.11) zwiazana jest z nast¢pujacymi cztonami w rownaniu (5.99)

ASK(U)' 0. D +n"AJE(U) =W 'K AU (5.103)
W wyniku podstawienia zaleznosci (3.61), (3.62), (5.100)-(5.103) do réwnania (5.99) otrzymano
” [5% BI Sqa () +B10cP 0Bl PY (0.0-Ssu Jroaf, ST (EW)-PiBy,) ) | da+oru;wh+
+f j% 3011y K LA ) +00 [y BT SsA0L ) 300y STB1A () ~001 1, STPsAB o) ~B o) Pd SsAey+ (5.104)
+0B (eyPa C11PsAB o) IB5)Ps C1oB ;AT () +00yB 3 C11PsAB ) +00 B 1 C;,B,A0 )da =0.

Na podstawie warunku stacjonarnosci (5.104) w celu uproszczenia dalszego zapisu w elementach cze-
sciowo mieszanych wprowadza si¢: macierz materialng w postaci

KO = H BIC,,B,da, (5.105)
e

macierze elementowe zwigzane z niezaleznymi odksztatceniami i uogoélnionymi naprezeniami

K® = ﬂ STB da, K = ”’ BTS da, K<e>—ﬂ PTS da, K& = j SIPda,

(9)
K = ﬂ pTc ,B,da, K& = ﬂ B ’C,,Psda, K;eﬂ)_ ”,,(G)PsTCnPsda. (5.106)

oraz nastepujace wektory elementowe, w ktorych uwzgledniono zaleznosci (3.61), (3.62)
=] j ElT Se0,yda+ ﬂ I§;6K¢>da Ko, + [ j B (CoiPsbyey +CooK (W) da =

—K(e)u(e) +K(e)[5(e) + j BJC Ku)da, = ] PTa oda-[[  PISquda=
(e) (e)
; (5.107)
=[P CllPSB(e)-i—CZK(u))da K©ag =K OB +H PICRWda-Kfa,,

e

=[] sleda- ﬂ SIPpyda= H SiE(uyda- K‘”B(e)

e
5.9. Uktad réwnan zlinearyzowanych

5.9.1. Elementy mieszane

W elementach mieszanych zlinearyzowany warunek stacjonarno$ci (5.92) funkcjonatu Hu-
Washizu po podstawieniu zalezno$ci (5.93)-(5.97) przyjmuje postaé
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T T T T T
OBy S + 00y +0al,r —dq,,p® + 0B, KSIAB,, +a(,KEPAq,,, +
T k() T k() T k() T k() —

o o

(5.108)

Pogrupowanie cztonéw rownania (5.108) wzgledem wirtualnych pdl: przemieszczen, niezaleznych
odksztatcen oraz niezaleznych napr¢zen pozwala zapisa¢ warunek (5.108) w postaci macierzowej

.
o [[KE 0 K2 Tag,] [4-p"
9Be) 0 KR KQ| Ay |+ 1 =0. (5.109)
o) K((fq) —Kffﬁ) 0 Aa r

Wobec dowolnosci pdl wirtualnych 6y, 0By, 0y rownanie (5.109) jest rownowazne nastgpuja-

cemu uktadowi réwnan macierzowych
KOG +KEAay, +10 =p®
KA —KRAag, +r7 =0 (5.110)

(e) (e) (&) _
Kanq(e)_KaﬂAﬁ(e)“Fra —0

z ktérego mozliwe jest wyznaczenie warto$ci parametrow AB ), A, na poziomie elementu skof-

czonego w zalezno$ci od wartosci Agy obliczonych w globalnym uktadzie rownan.

5.9.2. Elementy cze$ciowo mieszane

Dla elementow czgsciowo mieszanych uwzglednienie zaleznosci (5.93), (5.97), (5.105)-(5.107)
pozwala na zapisanie zlinearyzowanego warunku stacjonarnosci (5.104) w zwigztej postaci

T 1 (® T 1 (® T 1 (® T 1 (® T (@ T 1 ©
00 (e)K 6" Al (g) +99)K g Aty +00, K AQ () =00, K s AB ) =B ) K g Al +0B ) K s AB,) + (5.111)
+5B(TQ)K§§;Aq(e) +5q@)Kffﬁ)A[i(e) +5q(Te)K(§|)Aq(e) +5B(Te)r ﬁ‘,e) +5q(Te)r(§e) +5a(Te)ra(e) —5q(e)p(e’ =0.

W wyniku odpowiednich przeksztalcen powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
analogicznej do postaci (5.109) dla elementéw mieszanych

.
8 | || KE+KW  KG  KE [Age ] [r?-P®

(e) (e) (e) (e) —
B, KO KO KD | apg [+] P |l=o0. (5.112)
00 ¢ KO K 0 | r{

Réwnanie (5.112) musi by¢ spetnione dla dowolnych pdl wirtualnych 6q,, B, da,, zatem jest

ono rownowazne nastgpujacemu zlinearyzowanemu uktadowi rownan macierzowych

qo
(e) (e) (e) (e) _
Kl Ay + K AR K Aa, +1,7 =0 : (5.113)
(e) (e) (&) _
K(Zz Aq(e) _KlleﬂAﬁ(e) +rae — 0
W przypadku analiz w zakresie sprezystym wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia powtoki

podmacierze C,, i C,, macierzy konstytutywnej C sa zerowe, zatem K$ =0, K =0. W konse-

kwencji uktad rownan (5.113) upraszcza sie do nastepujacej postaci
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(e) (e) (e) _

KEAB, ~KEAa, +rf =0 , (5.114)
(e) (e) (e) _

Kanq(e)_KaﬂAﬁ(e)“Fra —0

gdzie wektory rée) ir /(f) (5.107) wyznacza si¢ za pomocg uproszczonych wzoré6w

r§ =Ko + ”nm BiCok(u)da, r? =K{B. ~KDa). (5.115)

Struktura uktadu roéwnan (5.114) jest analogiczna do tej dla elementdéw mieszanych, zob. wzor (5.110).

5.10. Kondensacja czesci wzbogaconej niezaleznych odksztatcen

5.10.1. Elementy mieszane
Warunek ortogonalnosci (5.59) wzbogaconych odksztatcen wzgledem niezaleznych uogoélnionych
naprezen pozwala na wyeliminowanie parametrow AB(ZG) z uktadow roéwnan (5.110), (5.113) i dzieki

temu zmniejszenie liczby parametrow, ktére musza by¢ przechowywane w pamigci programu wilasne-
go w analizie nieliniowej. Eliminacje¢ cze$ci wzbogaconej niezaleznych odksztalcen dla elementow

mieszanych dokonuje si¢ przez statyczng kondensacj¢ parametrow ABfe) z drugiego rownania W ukta-

dzie (5.110), ktore po uwzglednieniu (5.58) w zapisie macierzowym przyjmuje postac:

11 12 1 1
{Kﬂﬂ Kﬂﬂ}{Aﬁ(e) } _ |:K1ﬁaAa(e) } + {rﬂ} = [0} (5.116)
21 22 2 2 ' '
K Ky || ABG) 0 rp] L0

W réwnaniu (5.116) wprowadzono nastepujace macierze i wektory elementowe:

Ky =[] PlcPda K, =[[ PIsda 1] =K}, +K}iB, Kj,a(). (5.117)

(e) (e)

Po wyznaczeniu parametrow Aﬁ(ze) z drugiego rownania w uktadzie (5.116) i podstawieniu ich do

pierwszego rownania skondensowana posta¢ uktadu (5.116) jest nastepujaca

Z11 4l 1 -1
gdzie
Z11 1 12 (w22 teat =11 12 (22t 2 _pu 1
Kl =K —K5 (K5) KR T =rs —K5 (K5 ) i =KB —Kj0q,. (5.119)

W wyniku kondensacji wzbogaconej czesci niezaleznych odksztatcen uktad réwnan (5.110) przyjmuje
nastgpujaca postacé

KS)AQ(e) + KEZ’M@) +r{ =p®

Rlﬂ})’AB%e) - K}mAa(e) + Fﬂl =0 (5.120)
(e) 1 1 1

KB —KopABiey +7, =0

gdzie w trzecim roéwnaniu skorzystano z warunku (5.59) i zastapiono fo;) i rée) za pomoca odpo-
wiednio
Ko =[f,, SPda =, STewda-Kp. (5.121)

(e)
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5.10.2. Elementy cze$ciowo mieszane
Kondensacja drugiej czgsci niezaleznych odksztalcen w przypadku elementow cze¢$ciowo miesza-

. .. . . . , , , (e)
nych jest bardziej ztozona ze wzgledu na wystepowanie w uktadzie rownan (5.113) cztonow K fa

i Kf];). Uwzglednienie podziatu interpolacji niezaleznych odksztatcen na dwie czgsci w drugim row-

naniu uktadu (5.113) pozwala na jego zapisanie w nastepujacej postaci macierzowe;j

1 11 12 1 1
KpBe | | K Ky || DBy | [KpAay, | [Ts] [0
) +H oo ” ) +H = , (5.122)
KA | (K K || ABi) 0 rg | L0
gdzie
Kj, =[] PiCuBada, Kjj =[] PLC.Pda, Kj, =[] PiS.da
7 ey L n, SSTHASTE e ey TS (5.123)

i =K -8, + [[, PECoK(u)da K0
Na podstawie drugiego réwnania w uktadzie (5.122) wyznaczono
2 2\ 2 | 12l apl 2

By =—(K5) (1 +K5ABy, +K5,Ad( ) (5.124)

Skondensowang posta¢ drugiego roéwnania w ukltadzie rownan zlinearyzowanych (5.113) uzyskano
przez podstawienie Aﬁfe) do pierwszego rownania uktadu (5.122)

K3, Ad ) +K5ABG, —Kj, A0, +T =0, (5.125)

gdzie K%, jest dane wzorem (5.119), natomiast K3, i T sa zdefiniowane nastepujaco
— -1 _ — -1 —
Rl =K, K5 (5 7 =R K+, [PE-K () P Joukica, (120

Wstawienie zaleznosci (5.124) do pierwszego rownania uktadu (5.113) pozwala na statyczna konden-
sacje¢, w wyniku ktorej przyjmuje ono postac

(KE +KQ)Aqg +KiA8(, +KAa, + T =p®©, (5.127)
gdzie
©® _1c® 1? (k2Y k? Rkl ! 2 (k22 \ 2t
K =K K%, (K3) K3, K, =Kb, —K2, (K% ) TKE, 5.128)
—_— e — _1 w .
79 =KQag, +K,B, +JIH(E)[B;C22 ~KZ, (Kf),zﬁ) PZTSCH}K(u)da.

Wstawienie skondensowanych rownan (5.125) i (5.127) do uktadu rownan (5.113) oraz wykorzystanie

warunku ortogonalnosci (5.59) w trzecim réwnaniu pozwala na wyeliminowanie parametrow A

(K& +KQ ) Aqge, +KiyaBy,) +K A0, + T =p©
K%, A, +K5ABG, —Kj,Aa, +T; =0 : (5.129)
K$AG) —KisAB() +1,=0

q

W trzecim réwnaniu uktadu (5.129) wprowadzono K}xﬁ = HH SePgda i rl= ”17 Si€(u)da —K}lﬁﬁl.

(e) (e)
W szczegolnym przypadku analizy w zakresie sprezystym, wzgledem neutralnej powierzchni od-

niesienia powtoki, uktad réwnan (5.129) po skorzystaniu z rownosci: KE;;) =0, K%eq) =0 upraszcza si¢
do postaci
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711 4 ol 1 =1

KiL AL, — Kb, Aa, +T; =0 , (5.130)
(e) 1 1 1_

Kae Aq(e) _KaﬂAB(e) +r0l - 0

q

gdzie wektor Fﬂl (5.126) mozna wyznaczy¢ z uproszczoneg0 Wzoru Fﬁl = R};;ﬁl - K;m“(e) :

5.11. Wyznaczenie stycznej macierzy sztywnosci

5.11.1 Wprowadzenie

Korzystajac z tego, ze pola niezaleznych odksztatcen i uogolnionych napregzen sa ciagte tylko lo-
kalnie wewnatrz elementu skonczonego, mozna przeprowadzi¢ kondensacj¢ statyczng tych p6l na po-
ziomie elementu. W przypadku gdy liczba parametrow . | B%e) jest taka sama stosuje si¢ sposob

kondensacji uktadu rownan zlinearyzowanych opisany m.in. w pracach [182, 349]. W niniejszej roz-
prawie zastosowano réwniez ten sposob, poniewaz w podrozdziatach 5.6 1 5.7 przyjeto analogiczng in-
terpolacje dla niezaleznych uogoélnionych naprezen oraz pierwszej czesci niezaleznych odksztatcen.

5.11.2 Elementy mieszane

W przypadku elementéw mieszanych kondensacje statyczng uktadu rownan (5.120), otrzymanego
w wyniku wyeliminowania drugiej czgsci niezaleznych odksztatcen, przeprowadza si¢ przez wyzna-

czenie odpowiednio AB%E) z trzeciego rOwnania i Aa,, z drugiego réwnania

AB%e) =(K}zﬂ )_l(Kz(z?AQ(e) +r;)’ (5.131)
Aagy =(K5, ) (REABL) +77). (5.132)

Po podstawieniu Aﬁ%e) (5.131) do réwnania (5.132) otrzymano nastepujacg zalezno$é

oty =(K ) K3 (K ) KQAdg + (K, ) K (<) i (Kh) 7 (5139)

W celu kondensacji parametrow Aﬂ%e) I A, na poziomie elementu zalezno$¢ (5.133) wstawiono do

pierwszego rownania uktadu (5.120), uzyskujac zlinearyzowany warunek stacjonarnosci w zwiezlej
postaci macierzowej

gdzie za pomoca K%e) oznaczono elementowg styczng macierz sztywnosci dang wzorem

© _Kk®  k® (k! VTRY (k! ) k®©
K =K +KE (K}, ) K, (KY) KS, (5.135)
a za pomoca r'® elementowy wektor sit wewnetrznych okre$lony nastepujaco
-1— -1 -1_.
@ =rl® +K® [(Klﬁa) K (Kl ) o+ (K r;] (5.136)

5.11.3. Elementy czesciowo mieszane

W analogiczny sposob jak powyzej przeprowadza sie kondensacje uktadu réwnan (5.129) dla
elementow czgSciowo mieszanych. Najpierw wyznacza si¢ Aa,, z drugiego rownania ukfadu (5.129)

1\t w1l 1 —1
Ay = (K, )~ (K Adq +K5AB +T;) (5.137)
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oraz AB%e) za pomocg wzoru (5.131). Nastgpnie podstawia si¢ AB%e) do réwnania (5.137) uzyskujac

g = () R 5 0 (K R Joy (3 R (4 4647 6139

Ostatecznie po podstawieniu zalezno$ci (5.131) i (5.138) do pierwszego réwnania uktadu (5.129)
otrzymano klasyczng posta¢ rownania zlinearyzowanego dla elementu skonczonego

K@AGe =p© -1, (5.139)

gdzie macierz K(& i wektor r{® w przypadku elementow czgsciowo mieszanych przyjmuja forme
K =KE +KE +KY, (K2,) KD 4K (KL, ) R (KL, ) K +KE (KE,)7KY,, (5.140)
O —rf? 4 K (<5, ) TR (k)

W szczeg6lnym przypadku analizy w zakresie sprezystym wzgledem neutralnej powierzchni odniesie-
nia powloki wobec K&} =0, K =0 wektor r{? jest dany wzorem (5.136) a macierz styczna

R (K, )_l}fi +KO (KE,) T (5.141)

© _Kk®  Kk® kO (kD YR (k! ) k®
K =K +K +K§ (K}, ) K (KL,) KE. (5.142)
Opisany sposob kondensacji uktadu rownan zlinearyzowanych jednak nie moze zosta¢ uzyty gdy

liczba parametrow @, i P, jest rozna, poniewaz wtedy niemozliwe jest wyznaczenie macierzy od-

wrotnych do macierzy K}lﬂ i Kla . Rozng liczbg parametréw dla niezaleznych odksztatcen i uogolnio-

nych naprezen przyjeto np. w pracy [362]. W takim przypadku stosuje si¢ uniwersalng metode kon-
densacji uktadu réwnan zlinearyzowanych zob. np. w pracy [137]. Ten uniwersalny sposob kondensa-
cji dla elementow mieszanych zostat opisany w Dodatku C.5. Jednak metoda kondensacji opisana w

tym podrozdziale jest bardziej efektywna obliczeniowo, gdyz macierze Kiﬂ i K}a, ktore muszg byé
odwrécone w trakcie kondensacji:

e nie zmieniaja si¢ w trakcie analizy nieliniowe;j;

e majg struktur¢ diagonalna;

e mozna je tatwo wyznaczy¢ analitycznie.

Tymczasem takich wlasnoséci nie ma macierz, ktéra musi zosta¢ odwrocona w uniwersalnej metodzie
kondensacji omowionej w Dodatku C.5.

5.11.4. Globalne rownanie macierzowe

Macierze globalne buduje si¢ w sposob klasyczny zob. np. [21, 384] przez agregacj¢ macierzy
elementowych

Ky =A¥KE, p=Alp®, r=Alkr®, (5.143)
gdzie K, jest globalna styczna macierza sztywnosci, p globalnym wektorem weztowych sit zewngtrz-

nych, a r globalnym wektorem weztowych sit wewnetrznych. Natomiast symbol A oznacza agregacje,
ktora polega na odpowiednim sumowaniu wspotczynnikow macierzy elementowych zwigzanych z
tymi samymi globalnymi stopniami swobody, w celu okres§lenia wyrazéw macierzy globalnej o znacz-
nie wigkszym rozmiarze. Agregowane wyrazy macierzy elementowych musza by¢ odniesione do tego
samego uktadu wspotrzednych i mie¢ takie same znaczenie fizyczne. Wyznaczenie macierzy global-
nych pozwala na zdefiniowane globalnego rownania macierzowego MES w postaci

KTAq:p_r , (5144)
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gdzie AQ oznacza globalny wektor uogdlnionych przyrostow przemieszczen. Rownanie (5.144) jest
podstawa rozwigzania przyrostowo-iteracyjnego badanego problemu brzegowego, ktore zostato opisa-
ne w Dodatku B.2.

5.12. Aktualizacja zmiennych

W kazdym przyros$cie i iteracji w wyniku rozwigzania globalnego uktadu réwnan (5.144) wyzna-
czany jest globalny wektor Aq = (Au, Ay)e Wa. Algorytm rozwigzania globalnego uktadu rownan za-
lezy od zastosowanej techniki $ledzenia §ciezek rownowagi, ktore zostaly opisane w Dodatku B.3. Na-
stepnie w wyniku procedury ekstrakcji z wektora Aq dla kazdego elementu wyznacza si¢ elementowy
wektor przyrostow translacji i obrotdw Aq,, . Na jego podstawie mozliwe jest obliczenie przyrostow

Aﬁ%e) I Aa,y odpowiednio przez zastosowanie wzorow (5.131) i (5.132) dla elementow mieszanych

i zaleznosci (5.131) i (5.137) w przypadku elementow czgsciowo mieszanych. Nastepnie dokonuje si¢
w kazdym przyroscie 1 iteracji aktualizacji globalnego wektora przemieszczen (, ktéra oznacza su-
mowanie dla pol translacji U oraz multiplikatywna akumulacje rotacji w reprezentacji przestrzennej
zgodng ze wzorem (A.23) dla tensoréw obrotu Q

u?=u +Au, Q™ =AQQ, (5.145)

gdzie za pomoca i oznaczono numer kolejnej iteracji/przyrostu. Bardziej szczegétows indeksacje roz-
rozniajacg kolejne konfiguracje(przyrosty) i iteracje zastosowano w Dodatku B.2. Poprawke tensora
obrotu AQ w zastosowanej parametryzacji kanonicznej oblicza si¢ za pomocg wzorow

AQ=exp(A¥), AY=ad(Ay). (5.146)

Natomiast aktualizacje parametrow dla niezaleznych odksztatcen i uogdlnionych naprezen przeprowa-
dza si¢ w standardowy sposoOb na poziomie elementu w kazdym przyro$cie i iteracji

=B ABY,  ag =ap, + A, (5.147)

W celu aktualizacji parametrow konieczne jest przechowywanie w pamigci programu wlasnego
wektorow parametrow 0 | B%e) oraz macierzy elementowych niezbednych do wyznaczenia przyro-

stow tych parametrow (zob. wzory (5.131), (5.132) i (5.137)) dla wszystkich elementow skonczonych.
W zwiazku z tym, ze w ramach niniejszej rozprawy przyjmuje si¢ sprezysty model materialu, to ma-
cierze elementowe w drugim rownaniu uktadoéw (5.120) i (5.130) pozostaja state w trakcie analizy
geometrycznie nieliniowej. W konsekwencji dla elementéw mieszanych oraz dla elementéw czescio-
wo mieszanych (w podejsciu powierzchni neutralnej) drugie rownania uktadow (5.120) i (5.130) sa

spelnione w sposob Scisty 1 zachodzi Fﬂl =0, na co zwrocono uwage w pracy [137]. Ta szczegdlna
wilasno$¢ pozwala uprosci¢ procedure aktualizacji parametrow opisujacych pola niezaleznych od-
ksztatcen i uogodlnionych naprezen do nastgpujacej postaci
=B+ BT, ag =Py ABY =Py,Ad(, +P,, (5.148)
gdzie
(k! Y'k® 5 (k! 't (el \len

Py =(Kh) KE, B,=(Kly) rh Py =(Kj) Kj (5.149)
Zaproponowana modyfikacja procedury aktualizacji parametréw pozwala ograniczy¢ ilos¢ danych
przechowywanych w pamigci programu wlasnego, gdyz dla kazdego elementu skonczonego wystar-
czy zapisywac tylko wektor B%e) oraz macierze Py, p, 1P, (5.149).

Miejsce wykonywania aktualizacji zmiennych w ramach petli przyrostowo-iteracyjnej w analizie
nieliniowej pokazano na rys. 5.4. W schemacie blokowym zaprezentowano najwazniejsze etapy im-
plementacji elementéw hybrydowo-mieszanych w ramach procedur w programie autorskim.
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Odczytanie geometrii, danych materiatowych Procedura EANS4Layer

v

Procedura ECAML

Odzyskanie danych elementowych
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Procedura EMIX

Obliczenie Jakobianu Jj, N
macierzy transformaciji Tf,’ , Tg

v

Okreslenie odksztatcen g(u)

7

Interpolacja niezaleznych €, s
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Agregacja wektorow 1

v

Budowa globalnej macierzy sztywnosci

\
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petla po pkt. catk.

petla po elementach

Petla przyrostowo-iteracyjna

NIE > iteracja

Rys. 5.4. Ideowy schemat blokowy ukazujgcy sposdb implementacji elementéw hybrydowo-mieszanych
w ramach procedur w programie autorskim

5.13. Proponowane elementy hybrydowo-mieszane

Najwazniejsze powlokowe elementy mieszane i cz¢$ciowo mieszane zaproponowane w niniejszej
rozprawie zestawiono w tab. 5.2, w ktorej podano liczbg parametrow o, | B%e) przyjetych dla po-

szczegblnych sktadowych uogolnionych naprezen i odksztatcen. W tab. 5.2 8—parametrowa interpola-
cja sktadowych membranowych oznacza przyjecie czterech parametréw dla czesci Statej oraz czterech
parametrow dla zmiennej czgsci pola niezaleznych uogélnionych naprezen i niezaleznych odksztatcen
opisanych odpowiednio za pomocg macierzy Sy, (5.46) i Py (5.61). Natomiast 6-parametrowa inter-
polacja sktadowych membranowych oznacza przyjecie tylko dwdch parametrow dla zmiennej cze$ci
pola niezaleznych uogdlnionych naprezen i niezaleznych odksztatcen opisanych odpowiednio za po-
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moca macierzy S, (5.46) i Py, (5.61). W przypadku sktadowych zwigzanych z owinigciem pola nie-
zaleznych uogdlnionych naprezen i niezaleznych odksztatcen w interpolacji 4—parametrowej zastoso-
wano odpowiednio macierze Sy, (5.49) i Py, (5.63), a w interpolacji 3—parametrowej odpowiednio
macierze Sqg; (5.49) i Py (5.63). Zgodnie z tab. 5.2 dla drugiej czgsci interpolacji niezaleznych od-
ksztatcen zastosowano macierz N,, z wyjatkiem przyktadéw, w ktorych analizowano wplyw wariantu
macierzy Ny (5.68) na wyniki. Dodatkowo w tab. 5.2 kazdemu elementowi skonczonemu przypisano
odpowiedni kod, informujacy o rodzaju elementu oraz liczbie zastosowanych parametrow dla nieza-
leznych naprezen i pierwszej czesci niezaleznych odksztatcen. Dla elementéw zestawionych w tab. 5.2
macierze interpolacyjne S i P zdefiniowano we wspotrzgdnych skorygowanych. W celu odroznienia
od nich elementow hybrydowo-mieszanych, w ktorych interpolacje okreslono we wspotrzednych sko-
snych, do ich kodu dodano na koncu litere ,,s”, np. element mieszany MIX40s i element czg$ciowo
mieszany SMIX20s. W przypadku tych elementow dla drugiej czesci interpolacji niezaleznych od-
ksztatcen zastosowano macierz N,, z wyjatkiem przyktadéw, w ktorych analizowano wplyw wariantu
macierzy Ny (5.68) na wyniki.

Tabela 5.2. Przyjeta interpolacja niezaleznych odksztatcen i uogolnionych naprezen dla testowanych
powlokowych elementow mieszanych i cze§ciowo mieszanych

Niezalezne napr¢zenia Niezalezne odksztalcenia
Kod elementu Wzbogacon.e
N Q" M % M “ Eup €, Kop K, odksztatcenia
Elementy mieszane
MIiX44 8p 4p 6p 4p 8p 4p 6p 4p Ny
MIX42 8p 4p 6p 3p 8p 4p 6p 3p Ny
MIX40 6p 4p 6p 4p 6p 4p 6p 4p N,
MIX38 6p 4p 6p 3p 6p 4p 6p 3p Ny
Elementy czgéciowo mieszane B
SMIX24 8p 4p — - 8p 4p — - N,
SMIX20 6p 4p - - 6p 4p - - Ny
Elementy czgsciowo mieszane A
SMIX16 8p - - - 8p - - - N,
SMIX12 6p - - - 6p - - - N,

Zestawione w tab. 5.2 elementy mieszane mozna interpretowac jako uogolnienie elementow z
pracy [137] na 6-parametrowg nieliniowg teori¢ powtok. Dla tych elementow w niniejszym rozdziale
zaproponowano interpolacje niesymetrycznych pol uogoélnionych naprezen i odksztalcen oraz
uwzgledniono w ramach sformutowania hybrydowo-mieszanego sktadowe zwigzane z owinigciem.
Elementy cze$ciowo mieszane B, dla ktorych jako niezalezne przyjeto jedynie sktadowe membranowe
i §cinania poprzecznego, mozna porownywac z elementem HW29 z pracy [362], w ktorej jednak ele-
ment wyprowadzono w ramach innej teorii powlok oraz stosujgc technike EADG. Natomiast elementy
czesSciowo mieszane A stanowig probe przeniesienia koncepcji elementow EANS z prac [369, 371] na
sformutowanie hybrydowo-mieszane.
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Rozdziat 6

PRZYKLADY NUMERYCZNE DO OCENY POWLOKOWYCH
ELEMENTOW HYBRYDOWO-MIESZANYCH

6.1. Uwagi wstepne

W rozdziale zaprezentowano wyniki liczbowe dla typowych zadan testujacych (ang. benchmark
problems), opisanych szczegétowo w literaturze. Przyktady te zostang wykorzystane do weryfikacji
i oceny zaimplementowanych hybrydowo-mieszanych powlokowych elementow skonczonych.
W pierwszej czgsci rozdziatu omowiono przyktady numeryczne w zakresie geometrycznie liniowym,
natomiast w drugiej cze$ci wykonano analizy geometrycznie nieliniowe w zakresie skonczonych
przemieszczen i malych odksztalcen sprezystych. W rozprawie ograniczono si¢ do zagadnien statyki,
do analizy ktorych zastosowano w niniejszym rozdziale materiat liniowo-sprezysty, opisany w pod-
rozdziale 4.2. W obliczeniach przyjeto wartosci wspotczynnikow korekcyjnych dane rownaniem (4.4):
as=5/6 1 o =0.7. W przyktadach geometrycznie nieliniowych efektywno$¢ elementu oceniono na
podstawie catkowitej liczby iteracji oraz maksymalnej wielkosci pierwszego przyrostu. Zastosowane
w programie autorskim kryteria zbiezno$ci zostaty opisane w Dodatku B.4.

Obliczenia wykonano za pomocg programu autorskiego MIX, napisanego w jezyku programowa-
nia Fortran. Program MIX zostal opracowany na podstawie kodu programu, otrzymanego od prof.
Witkowskiego, a stuzacego do obliczen konstrukcji powtokowych elementem EANS4 [371]. W celu
implementacji elementéw mieszanych i czesciowo mieszanych w ramach 6—parametrowej nieliniowej
teorii powlok stworzono procedur¢ EMIX (zob. rys. 5.4) oraz procedury pomocnicze. Dodatkowo
wprowadzono liczne zmiany w istniejacych procedurach niezbedne do prawidtowej pracy programu
MIX. Do przygotowania wykresow wykorzystano program Grapher 12, a do wizualizacji deformacji
program GiD w wersji 11.0.3.

Jako rozwigzania odniesienia przyjmuje si¢ Wyniki dostgpne w literaturze. Ze wzglgdu na to, ze
wyniki literaturowe sg zazwyczaj prezentowane w postaci krzywych (Sciezek rownowagi), to takie
rozwigzania odniesienia sg obarczone bledem wynikajacym z niedokladno$ci odczytu z rysunku.
W zwiazku z tym, jako podstawowe rozwigzania odniesienia przyjmuje si¢ te do ktorych autor niniej-
szej rozprawy miat dostep w postaci liczbowej, uzyskane za pomocg elementu 16-weztowego CA-
Mel6 (z pelnym catkowaniem), charakteryzujacego si¢ szczatkowym zjawiskiem blokady (zob. [62,
67]). Jako dodatkowe rozwigzanie odniesienia prezentuje si¢ wyniki otrzymane dla elementu 4-
weztowego EANS4 [371], jako ostatniego elementu skonczonego opracowanego w ramach 6-
parametrowej nieliniowej teorii powlok. Dzieki dostgpowi do kodoéw zrodtowych programoéw prezen-
towane wyniki dla elementow EANS4 i CAMel6 wyznaczono samodzielnie, stosujac takie same za-
tozenia i wspotczynniki jak dla autorskich elementéw powtokowych. W tych przyktadach, w ktorych
bylo to mozliwe, wyniki wlasne poréwnano z wynikami dla 4-weztowych elementéw hybrydowo-
mieszanych HW47 i HW29 [362].

6.2. Przyktady w zakresie liniowym

6.2.1. Test wartosci wlasnych

W celu sprawdzenia czy zaimplementowane powlokowe elementy skonczone pozwalaja w prawi-
dlowy sposob odzwierciedli¢ ruch sztywny wykonano test warto$ci whasnych dla stycznej macierzy
sztywnosci K%e). Badanie przeprowadzono dla pojedynczego elementu skonczonego o ksztatcie kwa-
dratu i deltoidu, zob. rys. 6.1. Dla analizowanego elementu nie zdefiniowano zadnych warunkow
brzegowych, aby unikna¢ ewentualnego ,,zamaskowania” wystepowania postaci zeroenergetycznych
przez zadane wigzi. Stale materialowe 1 grubo$¢ powloki przyjmuje si¢ za praca [367] nastepujgco:
E =10°% v =0.3, hy = 0.1. Obliczone warto$ci wiasne dla macierzy sztywnosci K{® zestawiono w tab.
6.1 i tab. 6.2 odpowiednio dla elementu kwadratowego i elementu o ksztatcie deltoidu. Dla wszystkich
elementéw mieszanych i czgsciowo mieszanych otrzymano poprawna liczbe szesciu zerowych warto-
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$ci whasnych (z doktadno$cia do zera numerycznego), odpowiadajacych postaciom ruchu sztywnego.
Ponadto wszystkie niezerowe wartos$ci wlasne sa dodatnie. Poréwnanie wartosci wlasnych dla réznych
elementow w tab. 6.1 i tab. 6.2 pokazuje, ze najwigkszy wptyw na wyniki ma wybor wariantu interpo-
lacji dla sktadowych membranowych.

a)

2. '1
H(E)
3@ )
|<1—H4

b)

3’

1, (e)

4

I E 1 | 0.5
Rys. 6.1. Pojedynczy element skonczony w tescie wartosci wlasnych, przyjete wymiary geometryczne
dla elementu o ksztalcie: a) kwadratu, b) deltoidu

1.5

Tabela 6.1. Wartosci wlasne Stycznej macierzy sztywnosci Kf) dla r6znych mieszanych i cze$ciowo

mieszanych elementow powtokowych o ksztatcie kwadratu (rys. 6.1a)

Nr | MiIX44 MIX42 MIX40 MIX38 SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
1 | -1.48E-11 | -1.48E-11 | -3.23E-09 | -3.23E-09 | -7.19E-12 | -3.22E-09 | -7.19E-12 | -3.22E-09
2 | -2.63E-12 | -2.63E-12 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | -6.10E-13 | 2.00E-09 | -6.10E-13 | 2.00E-09
3 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 1.99E-09 | 2.00E-09 | 1.99E-09 | 2.00E-09
4 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.00E-09 | 2.01E-09 | 2.00E-09 | 2.01E-09
5 | 2.01E-09 | 2.01E-09 | 5.65E-09 | 5.65E-09 | 2.01E-09 | 5.64E-09 | 2.01E-09 | 5.64E-09
6 | 9.34E-09 | 9.34E-09 | 5.66E-09 | 5.66E-09 | 9.34E-09 | 5.65E-09 | 9.34E-09 | 5.65E-09
7 | 149571 14.9571 14.9571 14.9571 14.9571 14.9571 14.9571 14.9571
8 | 27.7778 27.7778 22.4357 22.4357 51.8926 22.4357 51.8926 22.4357
9 | 27.7778 27.7778 22.4357 22.4357 51.8926 22.4357 51.8926 22.4357
10 | 56.9631 56.9631 27.7778 27.7778 56.9631 51.8926 56.9631 51.8926
11 | 64.1026 64.1026 27.7778 27.7778 64.1026 51.8926 64.1026 51.8926
12 | 119.048 119.048 56.9631 56.9631 119.048 56.9631 119.048 56.9631
13 | 2735.07 2735.07 64.1026 64.1026 2735.07 64.1026 2735.07 64.1026
14 | 347131 3471.31 119.048 119.048 3471.31 119.048 3471.31 119.048
15| 347131 3471.31 2735.07 2735.07 3471.31 2735.07 3471.31 2735.07
16 | 24045.9 24045.9 24045.9 24045.9 24045.9 24045.9 24045.9 24045.9
17 | 40064.6 40064.6 33333.3 33333.3 40064.6 33333.3 40064.6 33333.3
18 | 40064.6 40064.6 33333.3 33333.3 40064.6 33333.3 40064.6 33333.3
19 | 61935.7 61935.7 40064.6 40064.6 61935.7 40064.6 61935.7 40064.6
20 | 61935.7 61935.7 40064.6 40064.6 61935.7 40064.6 61935.7 40064.6
21 | 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1
22 | 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1 76923.1
23 | 115385 115385 115385 115385 115385 115385 115385 115385
24 | 142857 142857 142857 142857 142857 142857 142857 142857
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Tabela 6.2. Wartos$ci wlasne macierzy stycznej Kf) dla r6znych mieszanych i czeSciowo mieszanych

elementéw powtokowych o ksztatcie deltoidu (rys. 6.1b)

Nr | MiX44 MIX42 MIX40 MIX38 SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
1 | -6.46E-09 | —-6.46E-09 | —6.46E-09 | —6.47E-09 | —6.50E-09 | —6.50E-09 | —1.19E-09 | —5.08E-09
2 | -1.44E-09 | —-1.44E-09 | -5.07E-09 | —3.81E-09 | —1.60E-09 | -5.10E-09 | —3.42E-10 | —3.26E-09
3 | 3.47E-10 | -1.33E-09 | —3.26E-09 | —3.26E-09 | —1.80E-10 | —3.24E-09 | —1.82E-10 | —1.19E-09
4 | 9.22E-10 | 9.20E-10 | —1.44E-09 | -1.44E-09 | 7.72E-10 | -1.59E-09 | 1.23E-09 | —3.34E-10
5 | 3.05E-09 | 2.03E-09 | 9.21E-10 | 9.15E-10 | 2.50E-09 | 7.73E-10 | 2.49E-09 | 1.23E-09
6 | 3.90E-09 | 3.92E-09 | 4.85E-09 | 4.93E-09 | 3.91E-09 | 4.85E-09 | 3.91E-09 | 4.86E-09
7 145178 15.7255 11.4375 12.2445 17.0023 12.2397 17.0023 12.2397
8 15.7255 17.0213 15.7255 15.7255 38.1297 19.9788 38.1307 19.9788
9 31.8112 31.8112 18.2382 19.9936 48.8559 33.6536 48.8744 33.6536
10 | 49.2214 49.2214 31.8112 31.8112 60.8113 38.1297 60.8127 38.1307
11 | 59.4174 59.4174 33.6536 33.6536 72.6174 48.8559 72.6217 48.8744
12 | 144371 144371 49.2214 49.2214 144.645 60.8113 144.646 60.8127
13 | 3062.41 3062.47 59.4174 59.4174 3062.47 72.6174 3062.47 72.6217
14 | 4034.72 4034.72 144.371 144.371 4035.49 144.645 4813.09 144.646
15| 6896.40 6896.40 4034.72 4034.72 6896.40 4035.49 6896.40 4813.09
16 | 23326.6 23326.6 19202.6 19202.6 23326.8 19202.6 26681.4 19202.6
17 | 35298.2 35298.2 23326.6 23326.6 35298.2 23326.8 36174.4 26681.4
18 | 49596.2 49596.2 35298.2 35298.2 49596.2 35298.2 49596.2 36174.4
19 | 53998.7 53998.7 39302.9 39302.9 53998.7 39302.9 53998.7 39302.9
20 | 61674.6 61674.6 61674.6 61674.6 61674.6 61674.6 61690.1 61690.1
21 | 76482.4 76482.4 68423.0 68423.0 76482.4 68423.0 76482.4 68423.0
22 | 76759.9 76759.9 70068.3 70068.3 76759.9 70068.3 76759.9 70068.3
23 | 155704 155704 155650 155650 155704 155650 155704 155650
24 | 175949 175949 175774 175774 175949 175774 175949 175774

6.2.2. Testy taty

Zadaniem niniejszego testu jest sprawdzenie czy elementy skonczone o nieregularnym ksztalcie
potrafig zaprezentowa¢ stan statych odksztatcen i naprezen. W zwiagzku z tym, ze zweryfikowanie tego
w sposOb analityczny jest trudne, wykonuje si¢ numeryczne testy taty (ang. patch tests). Wymiary
i ksztalt siatki dyskretyzacyjnej (zob. rys. 6.2), ztozonej z pigciu elementow skonczonych, przyjmuje
si¢ za pracami [280, 281]. W niniejszej rozprawie testy zrealizowano w wersji przemieszczeniowej
opisanej w [213]. W obliczeniach przyjmuje si¢ nastepujace stale materiatowe: E = 10° v = 0.25 oraz
statg grubos$¢ powtoki hy = 0.001.

W membranowym tescie taty w weztach zewngtrznych 1-4 siatki elementow skonczonych zadano

wartos$ci przemieszczen zgodnie z ponizszymi wzorami:

u=0.001(x+y/2), v=0.00y+x/2), (6.1)
przyjmujac, ze pozostate przemieszczenia i obroty sg zerowe. W ten sposob zdefiniowane pole wymu-
szen kinematycznych tworzy w ptaszczyznie siatki ES stan stalych odksztalcef i naprezen o nastepu-

jacych wartosciach
ex =0.00%, ¢, =0.001, &, =¢, =0.0005, (6.2)

o, =1333, o, =1333, 7,, =400. (6.3)
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We wszystkich analizowanych elementach mieszanych i czg$ciowo-mieszanych uzyskane wartosci
przemieszczen w weztach wewnetrznych A-D siatki ES zestawiono w tab. 6.3 i sg one zgodne z war-
tosciami wynikajacymi ze wzoru (6.1). Natomiast pozostate przemieszczenia i obroty sg zerowe (z
doktadnos$cig do zera numerycznego). Dodatkowo we wszystkich punktach calkowania otrzymano
warto$ci odksztatcen i naprezen zgodne odpowiednio ze wzorami (6.2) i (6.3).

D (0.08,0.08)
C (0.16,0.08)

0.12
(0.18,0.03)

A (0.04,0.02)

0.24

l‘ -‘l
(I =

Rys. 6.2. Zastosowana siatka elementow skonczonych w tescie taty, geometria

W pracy [367] zaproponowano, aby dla elementow skonczonych z owinigciem w ramach mem-
branowego testu taty sprawdzi¢ roéwniez warunek dotyczacy obrotu owinigcia. W tym celu oprocz
standardowych warunkow podparcia z zablokowanym owinigciem w weztach zewnetrznych, wykona-
no dodatkowo obliczenia w wariancie z zablokowanym owini¢ciem w jednym wezle oraz W wariancie
ze zwolnionym owinigciem w weztach 1-4. We wszystkich wariantach otrzymano zerowe wartos$ci
owinigcia w weztach wewnetrznych A-D, a wiec warunek dotyczacy obrotu owinigcia jest spetniony.

Nastepnie niezaleznie przeprowadzono zgigciowy test taty. W celu wygenerowania stanu statych
odksztatcen zgigciowych xy, =, = 0.001 i skretnych x,, = —-0.001 w siatce ES zadano w weztach ze-
wnetrznych 1-4 pole przemieszczen opisane wzorami:

w=0.0005(x* + Xy +y?), ¢, =0.0005(x+2y), ¢, =-0.0005(2x+y). (6.4)

Ponadto w weztach 1-4 zablokowano pozostate stopnie swobody. W wynikach sprawdzono, ze pole
(6.4) rzeczywiscie wygenerowato stan statych odksztalcen w punktach catkowania. Wyznaczone war-
tosci ugie¢ W oraz obrotow w weztach wewngtrznych A-D zaprezentowano w tab. 6.3 i sa one zgodne
z warto$ciami odniesienia wynikajacymi ze wzorow (6.4). Ponadto warto$ci momentow zginajacych
oraz momentoéw skretnych we wszystkich punktach catkowania sa rowne wartosciom analitycznym:

m,=m, =1.111.10", m, =10, (6.5)
Tabela 6.3. Wartosci przemieszczen w weztach wewnetrznych siatki ES otrzymane w obu czgsciach testu taty
Membranowy test taty Zgieciowy test faty
Wezet u Vv w Ox ?y

A 5.10°° 4.10°° 1.4-10°° 4.10°° -5.107°

B 1.95-10™ | 1.2-10™® | 1.935-10° | 1.2-10* | —1.95-10™*

C 2-10™ 1.6-10™ 2.24-10°° 1.6-10™ -2.10"

D 1.2.10" | 1.2-10™* 9.6-10° 1.2-10" | -1.2-10™"

Podsumowujac, wszystkie elementy mieszane i czgéciowo mieszane spetniajg test taty, gdyz war-
tosci przemieszczen w wewngtrznych weztach siatki oraz wartosci naprezen w punktach catkowania
sa zgodne z zadanym statym stanem odksztatcen membranowych i zginajacych. Zatem sformutowane
w rozprawie powlokowe elementy skonczone pozwalajg w prawidlowy sposdb reprezentowaé stan
statych odksztatcen i naprezen.
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6.2.3. Testy dystorsji siatki

Doktadnos¢ obliczen MES zalezy w duzym stopniu od jakos$ci siatki dyskretyzacyjnej i jest naj-
lepsza dla siatek strukturalnych zbudowanych z kwadratowych ES, gdyz wtedy transformacja do ele-
mentu wzorcowego nie jest zrodtem potencjalnego btedu. W przypadku dyskretyzacji zawierajacych
elementy skonczone o nieregularnym ksztalcie uzyskuje si¢ zazwyczaj wyniki przesztywnione wzgle-
dem rozwigzania odniesienia. W celu zbadania wptywu dystorsji siatki na wyniki uzyskiwane za po-
mocg sformutowanych w rozprawie elementéw mieszanych i czgsciowo mieszanych przeanalizowano
dwa zadania zaproponowane w pracy [254].

Tarcza wspornikowa zlozona z dwoch elementéow skonczonych

W pierwszym teécie analizie poddano tarcze wspornikowa, ztozong z dwoch elementéw skonczo-
nych, obcigzong parg sit. Geometrig tarczy, state materiatowe oraz zwolnione stopnie swobody w we-
ztach podporowych B, C zaprezentowano na rys. 6.3. W przyktadzie tym sprawdzono jak dystorsja
siatki, sterowana za pomocg parametru A (zob. rys. 6.3), wptywa na warto$¢ ugiecia Uy W wezle A.
Zadanie to badano w licznych pracach (np. [254, 267]) za pomoca elementéw W plaskim stanie napre-
zenia. W celu jego przeanalizowania za pomocg elementéw powlokowych przyjeto grubosé tarczy
ho = 0.1, znaczaco mniejsza od pozostalych wymiarow tarczy. W ten sposob zdefiniowana geometria
tarczy spelnia warunki stawiane powtokom. W ramach rozwazanej teorii powlok dla tarcz o duzej
grubosci w analizach wtasnych zaobserwowano efekt blokady spowodowany zbyt duza sztywnoscia
owinigcia.

zwolnione
stopnie swobody

Stale materiatowe:
E =1500
v=0.25

Rys. 6.3. Tarcza wspornikowa ztozona z dwoch elementow: geometria, warunki brzegowe, stale materialowe

W pierwszej kolejno$ci zbadano wptyw wyboru wariantu macierzy Ny (5.68), zastosowanej
w drugiej czgéci interpolacji niezaleznych odksztatcen, na uzyskiwane wyniki analiz MES. W tym ce-
lu w tab. 6.4 por6wnano warto$ci przemieszczen Ua obliczone dla wszystkich wariantéw macierzy Ny,
ktore dla danych elementéw skonczonych spetniajag warunek ortogonalnosci wzbogaconych odksztat-
cen wzgledem niezaleznych uogélnionych naprezen (zob. tab. 5.1). Analizowana tarcza wspornikowa
pracuje w stanie membranowym, zatem decydujacy wptyw na wyniki ma wybrany wariant interpolacji
sktadowych membranowych niezaleznych odksztatcen i uogélnionych naprezen. Z tego powodu
w tab. 6.4 ograniczono si¢ tylko do wybranych elementoéw, prezentujac wartosci Ua dla interpolacji 6—
parametrowej (element M1X40) i 8—parametrowej (element SMIX24) okreslonej we wspotrzednych
skorygowanych oraz interpolacji 6-parametrowej zdefiniowanej we wspotrzednych skosnych (element
MI1X40s). Wartosci z tab. 6.4 wskazuja, ze w elementach z interpolacja okreslong we wspotrzgdnych
skorygowanych zastosowanie macierzy N4, Ng i Nio daje lepsze wyniki niz W przypadku uzycia ma-
cierzy N, i Ng. R6znica W wynikach ro$nie wraz ze zwigkszaniem dystors;ji siatki, jednak nie przekra-
cza 0,37%. Natomiast w przypadku elementu M1X40s otrzymano takie same wartosci U dla obu wa-
riantow elementu. Na podstawie uzyskanych wynikéw w dalszych obliczeniach zastosowano macierz
N, w elementach mieszanych i czgsciowo mieszanych z interpolacja okreslong we wspotrzednych sko-
rygowanych oraz macierz N, dla elementoéw, w ktorych uzyto wspotrzednych skosnych.
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Tabela 6.4. Wptyw wyboru macierzy interpolujgcej wzbogacone odksztalcenia na warto$¢ przemieszczenia Up
tarczy wspornikowej dla ré6znych wartos$ci skoszenia siatki A

skoszenieA| 00 | 05 | 10 | 20 | 30 | 40 | 49
Element | Macierz Ny Przemieszczenie u punktu A
N, 99.930 |80.924 | 62.850 | 54.919 | 54.592 | 52.944 | 49.539
[\ 99.930 |80.927 | 62.862 | 54.954 | 54.660 | 53.061 | 49.721
MIX40 Ne 99.930 |80.924 | 62.850 | 54.919 | 54.592 | 52.944 | 49.539
Ng 99.930 |80.927 | 62.862 | 54.954 | 54.660 | 53.061 | 49.721
Nio 99.930 |80.927 | 62.862 | 54.954 | 54.660 | 53.061 | 49.721
N, 99.930 |80.712 | 62.479 | 54.647 | 54.492 | 52.881 | 49.010
SMIX24 [\ 99.930 |80.714 | 62.491 | 54.682 | 54.559 | 52.998 | 49.184
Ng 99.930 |80.714 | 62.491 | 54.682 | 54.559 | 52.998 | 49.184
MIXA0S N, 99.930 |81.022 | 63.332 | 56.348 | 57.290 | 57.462 | 56.342
Ne 99.930 |81.022 | 63.332 | 56.348 | 57.290 | 57.462 | 56.342

Uzyskane warto$ci przemieszczenia Ua przy pomocy autorskich elementéw mieszanych i cze-
$ciowo mieszanych porownano z wartosciami odniesienia z literatury w tab. 6.5. Dodatkowo zalez-
nos¢ ua od parametru skoszenia siatki zaprezentowano na rys. 6.4. Ze wzglgdu na sztywnos¢ owinig-
cia w programie autorskim MIX otrzymano dla siatki regularnej warto$¢ U, minimalnie mniejsza od
warto$ci odniesienia Uys = 100. Dla elementow powtokowych, w ktorych interpolacj¢ niezaleznych
odksztatcen 1 uogolnionych naprezen okre§lono we wspotrzednych skorygowanych, otrzymano wyniki
zblizone do tych dla elementu Pian-Sumihary (P-S) [254]. Wigksze wartosci przemieszczen uzyskano
dla tych elementéw mieszanych i cze$ciowo mieszanych w ktorych w interpolacji zastosowano wspot-
rzedne skosne i sg one porownywalne z wartoSciami z pracy [267] (zob. tab. 6.5). Najlepsze wyniki
wérod autorskich elementow mieszanych i cze$ciowo mieszanych uzyskano za pomoca elementow
MIX40s, MIX38s, SMIX20s i SMIX12s, natomiast wérod elementow z bogatsza (8—parametrowg) in-
terpolacja sktadowych membranowych za pomoca elementu mieszanego MIX44s. Takie same warto-
$ci ua jak dla elementu EANS4 [371] uzyskano dla elementow SMIX24 i SMIX16. Roznice w wyni-
kach miedzy elementami MIX44, MIX42 i SMIX24 pokazuja, ze sposob opisu sktadowych zwigza-
nych z owinigciem moze mie¢ tez niewielki wplyw na wyniki.

Tabela 6.5. Poréwnanie warto$ci ugiecia tarczy wspornikowej odczytanych z literatury i uzyskanych
za pomocg autorskich elementow powtokowych dla roznych wartosci skoszenia siatki A

skoszenieA| 00 | 05 | 10 | 20 | 30 [ 40 | 49
Element Przemieszczenie u punktu A
P-S [254] 100.0 81.0 62.9 55.0 54.7 53.1 49.8
QE2 [267] 100.0 81.2 63.4 56.5 57.5 57.9 56.9
EANS4 99.930 |80.714 | 62.491 | 54.682 | 54.559 | 52.998 | 49.184
MIX44 99.930 |80.724 | 62.561 | 54.816 | 54.612 | 53.007 | 49.582
MIX42 99.930 |80.714 | 62.492 | 54.685 | 54.562 | 52.999 | 49.273
SMIX24 i SMIX16 99.930 |80.714 | 62.491 | 54.682 | 54.559 | 52.998 | 49.184
MI1X40, MIX38, SMIX20 i SMIX12 99.930 |80.927 | 62.862 | 54.954 | 54.660 | 53.061 | 49.721
MI1X44s 99.930 |80.971 | 63.273 | 56.324 | 57.258 | 57.362 | 56.072
MIX42s 99.930 |80.968 | 63.257 | 56.309 | 57.257 | 57.260 | 55.557
SMIX24s i SMIX16s 99.930 |80.968 | 63.257 | 56.308 | 57.257 | 57.199 | 54.938
MI1X40s, MIX38s, SMIX20s i SMIX12s| 99.930 |81.022 | 63.332 | 56.348 | 57.290 | 57.462 | 56.342
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Rys. 6.4. Zalezno$¢ przemieszczenia U 0d parametru skoszenia dwuelementowej siatki tarczy wspornikowej
dla wybranych elementéw autorskich i rozwigzan z literatury

Tarcza/plyta wspornikowa zlozona z pieciu elementéw skonczonych

W drugim tescie analizuje si¢ tarcze wspornikowa ztozong z pieciu elementéw skonczonych o
nieregularnym ksztatcie. Na rysunku 6.5a zaprezentowano geometri¢ tarczy oraz zwolnione stopnie
swobody w wezlach podporowych. Stale materialowe oraz grubo$¢ tarczy przyjmuje si¢ takie same
jak w poprzednim tescie: E = 1500, v = 0.3, hy = 0.1. Podobnie jak w literaturze (zob. np. [254, 267])
bada si¢ wptyw dystorsji siatki na deformacj¢ tarczy w stanie membranowym. W tym celu analizuje
si¢ dwa warianty obcigzenia: parg sit reprezentujgcg moment (wariant | na rys. 6.5b) oraz dwoma si-
tami skupionymi prostopadtymi do osi y (wariant Il na rys. 6.5b). Natomiast w celu sprawdzenia
wplywu dystorsji siatki na wyniki w stanie zginania rozszerza si¢ test za pracg [370]. W dwoch dodat-
kowych wariantach obcigzenia (zob. rys. 6.5b) $ledzi si¢ ugigcie ptyty Wa na swobodnym koncu
wspornika ptytowego pod wptywem dzialania: dwoch poprzecznych sit skupionych (wariant 1),
dwoch momentow zginajacych (wariant 1V).

Przyktad ten umozliwia oceng wptywu wyboru wariantu macierzy Ny (5.68) na wyniki dla niere-
gularnej siatki ES zar6wno w stanie membranowym jak i w stanie zginania. Warto$ci przemieszczen
uzyskane dla wybranych elementow (MIX40, SMIX24, MIX40s) i wariantow macierzy Ny, spetniajg-
cych warunek ortogonalnosci wzbogaconych odksztatcen wzgledem niezaleznych naprgzen (zob.
tab. 5.1) zestawiono w tab. 6.6. Zastosowany sposob interpolacji wzbogaconych odksztatcen ma nie-
wielki wplyw na wyniki w stanie membranowym i praktycznie zaden wptyw na wyniki w stanie zgie-
ciowym. Podobnie jak w poprzednim tescie otrzymano, ze najlepsze wyniki dla elementéw z interpo-
lacja okreslong we wspotrzednych skorygowanych daje zastosowanie macierzy Ng, Ng i Nyo. Podczas
gdy w przypadku elementow z interpolacja zdefiniowana we wspotrzgdnych skosnych dla macierzy
N2, Ng uzyskano takie same warto$ci przemieszczen. Biorac pod uwage wyniki z tab. 6.4 i tab. 6.6
oraz starajac si¢ zminimalizowaé liczbg parametréw uzytych w interpolacji niezaleznych odksztatcen
w dalszej czgSci rozprawy zastosowano:

e macierz N, dla elementow mieszanych i czgsciowo mieszanych z interpolacja niezaleznych od-
ksztatcen i uogdlnionych naprezen okreslong we wspotrzednych skorygowanych;
e macierz N, dla elementow powtokowych z interpolacja zdefiniowana we wspotrzednych skosnych.
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a) zwolnione

b)

wariant | wariant | wariant Il wariant IV

1l 0.5
~10 715 )
~~ /145 AY,, AL05

Rys. 6.5.Tarcza/ptyta wspornikowa z dystorsjg siatki ES: a) geometria i warunki brzegowe,
b) analizowane warianty obcigzenia, mierzone przemieszczenia

Tabela 6.6. Wptyw wyboru macierzy Ny interpolujacej wzbogacone odksztalcenia na warto$ci przemieszczen
wezta A (rys. 6.5) tarczy/plyty wspornikowej dla réznych wariantéw obcigzenia

Obcigzenie wariant | | wariant Il | wariant Il | wariant IV

Rozwigzanie odniesienia | 100.000 | 102.60 2666.9 200.00
Element | Macierz Ny Ua Ua Wa Wa

N, 96.111 97.985 2618.8 199.06

N, 96.119 97.990 2618.9 199.06

MIX40 Ne 96.111 97.985 2618.8 199.06

Ng 96.119 97.990 2618.9 199.06

N1g 96.119 97.990 2618.9 199.06

N, 95.095 97.166 2586.6 198.36

SMIX24 N, 95.099 97.169 2586.6 198.36

Ng 95.099 97.169 2586.6 198.36

MIX40S N, 96.405 98.179 2619.8 199.11

Ne 96.405 98.179 2619.8 199.11

W tab. 6.7 zaprezentowano warto$ci przemieszczen zmierzonych w wezle A (zob. rys. 6.5b) uzy-
skane za pomoca autorskich elementow mieszanych i czgéciowo mieszanych. Otrzymane wyniki po-
réwnano ze $cistymi rozwigzaniami odniesienia oraz z wynikami z prac [254, 267]. Rozwigzania od-
niesienia dla IIT i TV wariantu obcigzenia obliczono zgodnie z teorig belek Timoszenki, uwzgledniajac
wplyw $cinania poprzecznego. Warto$ci przemieszczen najblizsze rozwigzaniom odniesienia uzyska-
no za pomoca elementow mieszanych MIX40s i MIX38s i s one zblizone do tych z pracy [267]. Wy-
niki zestawione w tab. 6.7 pokazuja, ze w stanie membranowym wigksze wartosci U Otrzymano dla
elementow z ubozsza (6—parametrowa) interpolacjg sktadowych membranowych (zob. np. MIX40,
SMIX20). Dodatkowo zastosowanie wspotrzednych skosnych poprawito wyniki dla elementow z 6—
parametrowa interpolacjg sktadowych membranowych, a pogorszyto dla elementow z bogatszg (8—
parametrowa) interpolacjg (zob. np. MIX44s, SMIX24s). Tymczasem w stanie zginania lepsze wyniki
otrzymano dla autorskich elementéw mieszanych niz dla elementéw czeSciowo mieszanych.
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Tabela 6.7. Porownanie warto$ci przemieszczen w wezle A (rys. 6.5) tarczy/ptyty wspornikowej uzyskanych za
pomocg elementéw mieszanych i cze$ciowo mieszanych z wartosciami z literatury i rozwigzaniami odniesienia

Obcigzenie wariant I: | wariant Il | wariant Il | wariant IV

Przemieszczenie Ua Ua Wa Wa
Rozwigzanie odniesienia | 100.000 102.60 2666.9 200.00

P-S [254] 96.18 98.05 - -

QE2 [267] 96.50 98.26 - -
EANS4 95.099 97.169 2586.6 198.36
MIX44 95.099 97.171 2618.9 199.06
MI1X42 95.100 97.169 2618.9 199.06
MIX40 i MIX38 96.119 97.990 2618.9 199.06
SMIX24 i SMIX16 95.099 97.169 2586.6 198.36
SMIX20 i SMIX12 96.119 97.990 2586.6 198.36
MI1X44s 94.336 96.595 2619.8 199.11
MIX42s 94.336 96.594 2619.8 199.11
MI1X40s i M1X38s 96.405 98.179 2619.8 199.11
SMIX24s i SMIX16s 94.336 96.593 2586.6 198.36
SMIX20s i SMIX12s 96.405 98.179 2586.6 198.36

6.2.4. Membrana Cooka

Test ten zostal zaproponowany w pracy [81] i pozwala oceni¢ zachowanie elementow skonczo-
nych o sko$nym ksztalcie w stanie deformacji zdominowanej przez $cinanie w ptaszczyznie membra-
ny. Analizowana membrana jest utwierdzona na lewym koncu i obcigzona rownomiernie na drugim
koncu catkowitg sitg o wartosci 1 (zob. rys. 6.6). W obliczeniach przyjeto grubo$¢ membrany hy =1
oraz statle materiatowe: E =1, v = 1/3. Wymiary geometryczne membrany i przyktadowsa siatkg 4x4
elementow skoniczonych zaprezentowano na rys. 6.6. Obliczenia przeprowadzono rowniez dla naste-

pujacych dyskretyzacji: 2x2, 8x8, 16x16, 32x32.
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Rys. 6.6. Membrana Cooka: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 4x4 ES

Wartos$ci ugigcia Va 1 obrotu owinigcia wa w wezle Srodkowym A na prawej krawedzi (zob. rys.
6.6) zestawiono w tab. 6.8 dla roznych dyskretyzacji. Warto$ci przemieszczen uzyskane za pomoca
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elementow mieszanych i czgsciowo mieszanych poréwnano z wartosciami z prac [254, 267, 362].
Najwieksze warto$ci Va otrzymano dla elementéw z ubozsza (6—parametrowa) interpolacja sktado-
wych membranowych okreslong we wspotrzednych skosnych: MIX40s, MIX38s, SMIX20s i
SMIX12s. Dodatkowa analiza dla elementu MIX40s ze zmniejszonym wspotczynnikiem owinigcia
0; = 0.01 pokazuje, ze to sztywno$¢ owinigcia powoduje nieznaczne przesztywnienie rozwigzania
wzgledem wartosci odniesienia z literatury uzyskanych dla elementow tarczowych. Wyniki w tab. 6.8
wskazuja na to, ze zastosowanie wspolrzednych skosnych w interpolacji niezaleznych odksztalcen
i uogdlnionych napre¢zen daje nieznacznie lepsze wyniki w zakresie liniowym niz uzycie wspotrzed-
nych skorygowanych. Dla elementow z 8—parametrows interpolacja sktadowych membranowych (np.
MIX44, SMIX24) zaobserwowano zauwazalne przesztywnienie deformacji. Tymczasem dla obrotu
owini¢cia w wezle A uzyskano warto$ci zblizone do tych z pracy [362]. Porownanie wynikéw dla np.
elementow MIX44 i MIX42 wskazuje na to, ze zastosowany sposob interpolacji sktadowych zwiaza-
nych z owinigciem ma bardzo ograniczony wptyw na warto$¢ wa, a na jego warto$¢ w znacznie wigk-
szym stopniu wptywajg inne czynniki.

Tabela 6.8. Porownanie warto$ci przemieszczen Va | wa w wezle A membrany Cooka (zob. rys. 6.6) uzyskanych
za pomocg elementéw mieszanych i czgsciowo mieszanych z wartosciami z literatury

Siatka 2x2 Siatka 4x4 Siatka 16x16 Siatka 32x32
Element Va wa Va WA Va wa Va wa
P-S [254] 21.13 - 23.02 - 23.88 - - -
QE2 [267] 21.35 - 23.04 - 23.88 - - -
HW29, HW47 [362] 21.317 | 0.925 — — — — 23.936 | 0.891
EANS4 20.420 | 0.950 | 22.703 | 0.800 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891
MIX44 20.420 | 0.950 | 22.703 | 0.798 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891
MIX40 21.121 | 0.842 | 23.011 | 0.821 | 23.864 | 0.888 | 23.920 | 0.889

MIX42, SMIX24 i SMIX16 | 20.420 | 0.950 | 22.703 | 0.800 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891
MIX38, SMIX20 i SMIX12 | 21.121 | 0.843 | 23.010 | 0.817 | 23.864 | 0.888 | 23.920 | 0.889

MI1X44s 20.566 | 0.986 | 22.715 | 0.784 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891

MIX42s 20.566 | 0.985 | 22.715 | 0.786 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891

MIX40s 21.309 | 0.852 | 23.024 | 0.821 | 23.865 | 0.888 | 23.920 | 0.889

MIX40s a; = 0.01 21.317 | 0.853 | 23.035 | 0.820 | 23.883 | 0.840 | 23.938 | 0.869
MIX38s, SMIX20s i SMIX12s | 21.309 | 0.854 | 23.024 | 0.817 | 23.864 | 0.888 | 23.920 | 0.889
SMIX24s i SMIX16s 20.565 | 0.985 | 22.715 | 0.787 | 23.809 | 0.892 | 23.898 | 0.891

6.3 Przyklady w zakresie geometrycznie nieliniowym

6.3.1. Wspornik ptytowy w ksztalcie litery L obcigzony sitg skupiong

Jako pierwszy przyktad w zakresie geometrycznie nieliniowym zbadano wspornik ptytowy
w ksztalcie litery L obcigzony na koncu silg skupiong. Zadanie to w wersji pretowej zostato zapropo-
nowane w pracy [14] i nastepnie w wersji ptytowej przeanalizowane ptaskimi elementami powtoko-
wymi w [13]. W obliczeniach przyjmuje si¢ nastepujace state materiatowe: E = 71240 MPa, v = 0.31,
wymiary geometryczne: L =240 mm, b =30 mm (zob. rys. 6.7) oraz grubos¢ powtoki hy = 0.6 mm.
W zadaniu tym zastosowano trzy warianty dyskretyzacji kwadratowymi elementami powlokowymi:
(16+16)x2 (tzn. 16 ES w osi ramienia oraz 2 ES wzdtuz szerokos$ci plyty, tacznie 64 ES,), (32+32)x4
(facznie 256 ES, zob. rys. 6.7) oraz (64+64)x8 (tacznie 1024 ES). Na rys. 6.7 zaprezentowano rowniez
sposob przylozenia obcigzenia oraz utwierdzong krawedz ptyty. W literaturze miejsce przytozenia sity
P przyjmowano w punkcie C (zob. np. [13, 362]), w srodku krawedzi (zob. np. [67]) lub kwestii tej nie
precyzowano [308]. Jednak w pracy [349] zwrocono uwage na to, ze wartos¢ sity krytycznej w zna-
czacy sposob zalezy od miejsca jej przylozenia, co potwierdzily analizy wlasne autora. W niniejszej
rozprawie zdecydowano sie przytozy¢ site w punkcie C (zob. rys. 6.7), gdyz na podstawie analizy ry-
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sunkow oraz wynikow z literatury stwierdzono, ze takie polozenie przyjmowano w wigkszosci prac
[13, 308, 310, 362, 374]. W zadaniu tym na $ciezce rownowagi wystepuje punkt bifurkacji. W celu
wyznaczenia sity krytycznej wprowadzono w punkcie D imperfekcj¢ w postaci sity Pimpr = P/1000
(zab. rys. 6.7). Podobnie jak w pracach [67, 308] analizuje si¢ dwa warianty obcigzenia: wariant A za-
prezentowany na rys. 6.7 i wariant B, w ktorym zaktada si¢ przeciwny kierunek sity Pg = —P oraz im-
perfekcji Pimpr. W niniejszym zadaniu ze wzglgdu na zastosowana siatk¢ ES o kwadratowym ksztalcie
ograniczono si¢ do prezentacji wynikow tylko dla elementow z interpolacja okreslona we wspotrzed-
nych skorygowanych, gdyz dla odpowiadajacych elementéw z interpolacja zdefiniowang we wspot-
rzgdnych sko$nych uzyskano identyczne wyniki.

Rys. 6.7. Wspornik ptytowy w ksztalcie litery L: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja (32+32)x4 ES

Wartosci sit krytycznych Py, uzyskane w pracach [13, 308, 310, 374] dla wariantu obcigzenia A
zestawiono w tab. 6.9. Tymczasem warto$ci Py, otrzymane za pomocg autorskich elementéw miesza-
nych i czgsciowo mieszanych dla obu wariantdw obcigzenia i trzech réznych dyskretyzacji zamiesz-
czono w tab. 6.10. Rozwigzania wlasne porownano z wynikami z pracy [349] oraz wartosciami Py,
otrzymanymi dla elementéw EANS4 oraz CAMel6. Wartosci sil krytycznych obliczono w analizach
nieliniowych po usunigciu obcigzenia perturbacyjnego Pimpr i powrocie na wtornej Sciezce rOwnowagi
w bliskie otoczenie punktu bifurkacji (wp rzedu 10°). Powyzsza metoda wyznaczania Py, zostata opi-
sana m.in. w [67]. W wariancie obcigzenia A otrzymano bardzo dobrg zgodno$¢ miedzy rozwigzania-
mi wlasnymi i warto§ciami sit krytycznych z prac [308, 349, 374] uzyskanymi za pomocg modelu po-
wlokowego. W przypadku wariantu B wartosci zaprezentowane w tab. 6.10 sg rowniez bardzo zblizo-
ne do wartosci odniesienia 0.742 z pracy [308]. Dla obu wariantow obcigzenia w przypadku elemen-
tow mieszanych uzyskano nieznacznie mniejsze wartosci Py, niz w przypadku elementéw czesciowo
mieszanych. Natomiast nie zaobserwowano wptywu wyboru wariantu interpolacji sktadowych mem-
branowych na wyniki, gdyz analizowany wspornik ptytowy jest gtownie zginany. Réznica w wielko-
$ci sity krytycznej migdzy najbogatszg i najubozsza dyskretyzacja wynosi okoto 1%.

Tabela 6.9. Poréwnanie wartosci sit krytycznych Py, z literatury uzyskanych dla wariantu obcigzenia A

Praca [13] [310] [13] [308] [374]
Teoria pretow pretow powlok powtok powlok
Pk, N 1.088 1.09 1.1453 1.128 1.123



http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

90 6. Przyktady numeryczne do oceny powlokowych elementéw hybrydowo—mieszanych

Tabela 6.10. Wspornik ptytowy w ksztalcie litery L: poréwnanie wartosci sit krytycznych Py, [N] uzyskanych za
pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwiagzaniami odniesienia dla dwoch wariantéw obcigzenia

Dyskretyzacja (16+16)x2 (32+32)x4 (64+64)x8
Wariant obcigzenia A B A B A ‘ B
Element Sita krytyczna Py, N
WAG4 [349] 1.137 - 1.128 - 1.125 -
CAMel6 1.1261 | 0.7323 | 1.1226 | 0.7311 - -
EANS4 1.1391 | 0.7377 | 1.1292 | 0.7335 | 1.1248 | 0.7319
MIX44 i MIX42 | 1.1348 | 0.7361 | 1.1275 | 0.7329 | 1.1241 | 0.7317
MIX40 1.1348 | 0.7361 | 1.1274 | 0.7329 | 1.1241 | 0.7317
MIX38 1.1348 | 0.7361 | 1.1273 | 0.7329 | 1.1241 | 0.7317
SMIX24 i SMIX16 | 1.1391 | 0.7377 | 1.1292 | 0.7335 | 1.1248 | 0.7319
SMIX20i SMIX12 | 1.1390 | 0.7377 | 1.1291 | 0.7335 | 1.1248 | 0.7319

Na podstawie wynikéw zaprezentowanych w tab. 6.10 w dalszych analizach nieliniowych zdecy-
dowano zastosowac nastgpujaca dyskretyzacje: (16+16)x2 ES. Posta¢ zdeformowanego wspornika
ptytowego w koncowej fazie analizy nieliniowe] uzyskang dla tej siatki ES i dwoch wariantéw obcig-
Zenia poréwnano na rys. 6.8.

Rys. 6.8. Deformacja wspornika ptytowego w ksztatcie litery L dla dwoch wariantow obcigzenia A i B,
wyznaczona w analizie nieliniowej dla dyskretyzacji (16+16)x2

W celu oceny zbieznosci rozwigzan uzyskanych za pomoca opracowanych elementéw miesza-
nych i czeSciowo mieszanych przeprowadzono szczegdtowa analize nieliniowa wariantu obcigzenia A.
W pierwszym kroku obliczeniowym przyjeto przyrost obcigzenia AP =1 N, a w nastgpnych przyro-
stach zastosowano sterowanie dtugoscia tuku. Dla kazdego elementu powlokowego zidentyfikowano
maksymalny przyrost parametru tuku Asp,« (zob. tab. 6.11) dla zatozonej w analizie catkowitej dugo-
$ci tuku s =900. W tab. 6.11 poréwnano rowniez catkowitg liczbe iteracji Nie, W analizie nieliniowej
oraz przemieszczenie wc punktu C (rys. 6.7) uzyskane w pierwszym przyroscie dla sity P =1 N. Nie-
znacznie wigksze wartosci ugigcia We otrzymano dla elementdw mieszanych niz czgsciowo miesza-
nych. W przypadku elementow mieszanych i czg§ciowo mieszanych B (zob. tab. 5.2) mozliwe byto
zastosowanie w analizie bardzo duzych przyrostoéw parametru tuku. Do wykonania obliczen za pomo-
cg elementow SMIX24 i SMIX20 wystarczyty jedynie 4 przyrosty oraz 16 iteracji rownowagi. Nato-
miast w przypadku elementow czgsciowo mieszanych A konieczne byto uzycie mniejszych przyro-
StOW ASmax niz w przypadku elementu EANS4. Dla tej samej liczby 10 przyrostow obliczenia za po-
mocg elementu SMIX20 wymagajg 31 iteracji, a za pomocg elementu EANS4 az 73 iteracji. Zatem
przeprowadzone obliczenia potwierdzaja obserwacje z prac [349, 362], w ktorych zauwazono, ze dla
tych samych krokow obliczeniowych elementy mieszane sformutowane na podstawie trojpolowej za-
sady wariacyjnej Hu-Washizu wymagajg znacznie mniejszej liczby iteracji rownowagi do Osiggniecia
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kryterium zbieznosci niz elementy EAS. Rozwigzania wlasne poréwnano na rys. 6.9 ze $ciezkami
rownowagi z literatury [13, 308, 362] oraz tymi dla elementéw EANS4 i CAMel6. Krzywa otrzymang
za pomocy siatki (32+32)x4 elementow CAMel6 traktuje si¢ jako podstawowe rozwigzanie odniesie-
nia. Pomimo zastosowania bardzo duzych przyrostow parametru tuku dla elementéw mieszanych
i czeSciowo mieszanych B otrzymano bardzo dobra zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniami odniesienia.
Jedynie w koncowym odcinku krzywych mozna zaobserwowa¢ niewielka rozbiezno$¢, wynikajaca
gldwnie z zastosowania mniej gestej dyskretyzacji (16+16)x2 w rozwigzaniach wtasnych.

Tabela 6.11. Wspornik plytowy w ksztalcie litery L: poréwnanie maksymalnego przyrostu parametru tuku Ay,
calkowitej liczby iteracji Nir i ugi¢cia We punktu C dla sity Pa = 1 N uzyskanych za pomoca
autorskich elementéw powtokowych w analizie nieliniowej (wariant obciazenia A)

EANS4 | MIX44 | MIX42 | MIX40 | MIX38 | SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
ASmax | 100 225 225 300 300 300 300 20 20
Nicer 73 17 17 17 17 16 16 154 154
we, mm | 0.5595 | 0.5789 | 0.5789 | 0.5791 | 0.5791 | 0.5661 | 0.5662 | 0.5661 | 0.5662

6 N
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— — Simo i inni [1990] \\
O O HW29
4 —— CAMe16
A EANS4
2| MIX44, MIX42
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+ 4+ SMIx24, SMIX20
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— - —_——
T T L ! '

20 30 40 50 60
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Rys. 6.9. Wspornik ptytowy w ksztalcie litery L: porownanie nieliniowych $ciezek rownowagi uzyskanych za
pomoca elementéw mieszanych i czgSciowo mieszanych dla dyskretyzacji (16+16)%2 z rozwigzaniami odniesie-
nia z literatury [13, 308, 362] i tymi dla elementow EANS4 i CAMel6, wariant obcigzenia A

6.3.2. Skrecona o 90° belka wspornikowa obcigzona sitg

Na rys. 6.10 zaprezentowano wstgpnie skrecong o 90° belke wspornikowa o ksztalcie typowym
dla $migiel, topatek turbin. Przyktad ten zostal zaproponowany w pracy [213] jako wazny test stoso-
walnosci belkowych, powlokowych i brytlowych elementéw skonczonych. Pomimo skrecenia belki
zaktada si¢, ze wstepne odksztatcenia w belce sa zerowe. Dla utwierdzonej na jednym koncu belki
analizuje si¢ dwa warianty obcigzenia: sita skupiong P, oraz sila skupiona P, (zob. rys. 6.10). W zada-
niu przyjeto nastepujace state materiatowe: E = 29x10°, v = 0.22 oraz wymiary geometryczne: L = 12,
b =1.1. W pracy [213] oryginalnie zaproponowano grubo$¢ powtoki hy = 0.32. Jednak w p6zniejszych
pracach (zob. np. [67]) przyjmowano réwniez dziesigciokrotnie i stukrotnie mniejsza grubos¢ powto-
ki: hg = 0.032 i hy = 0.0032. W niniejszej rozprawie analizuje si¢ najbardziej wymagajacy wariant tego
zadania z bardzo mata gruboscia powtoki hy=0.0032. W zwiazku z tym analizowana belka jest
W szczegolny sposob podatna na efekt blokady membranowe;.
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utwierdzenie

Rys. 6.10. Skrecona o 90° belka wspornikowa: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 4x24 ES

W analizie zbiezno$ci podziatu przyjeto cztery warianty siatki elementow skonczonych: 2x12,
4x24, 6x36, 8x48. Przyktadowg dyskretyzacj¢ 4x24 ES zaprezentowano na rys. 6.10. Wyniki analizy
zbieznosci przeprowadzonej oddzielnie dla obciazenia Py = 1 oraz P, = 1 przedstawiono odpowiednio
na rys. 6.11a i rys. 6.11b. Zalezno$¢ ugigcia na kierunku sity od liczby stopni swobody pokazuje, ze
dla rzadkich podziatow znacznie lepsza zbieznoscig charakteryzuja si¢ elementy z ubozsza (6—
parametrows) interpolacjg sktadowych membranowych niezaleznych odksztatcen i uogoélnionych na-
prezen (np. MIX40, SMIX20 i SMIX12). Dla elementéw z 8—parametrowsg interpolacjg sktadowych
membranowych (np. MIX44, SMIX24 i SMIX16) szybsza zbieznos¢ uzyskano w przypadku obcigze-
nia sitg Py (rys. 6.11b). Wartosci przemieszczen uzyskane w analizie liniowej dla nastepujacych dys-
kretyzacji: 2x12, 4x24 i 8x48 zestawiono w tab. 6.12. Stanowia one uzupelnienie analiz liniowych
Z podrozdzialu 6.2, ze wzglgdu na nieptaska geometri¢ skreconej belki wspornikowej i wystepujacy
W niej zlozony stan naprezen. W przypadku elementéw z 6-parametrowa interpolacja sktadowych
membranowych (np. M1X40, SMIX20) otrzymano dobrg zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniem odnie-
sienia z teorii belek i rozwigzaniem uzyskanym za pomocg elementow CAMel6. Podczas gdy dla
elementow czgsciowo mieszanych z bogatszg interpolacja sktadowych membranowych (np. SMIX24 i
SMIX16) uzyskano takie same wartosci przemieszczen jak dla elementu EANSA4.

W analizie liniowej zauwazono réowniez, ze réznice w wynikach pomiedzy elementami miesza-
nymi z interpolacja niezaleznych odksztatcen i uogodlnionych naprezen zdefiniowang we wspotrzed-
nych skorygowanych i elementami z interpolacja okreslong we wspotrzednych sko$nych sa mniejsze
od 0.001%. Analizy wtasne autora wykazaly, ze taka sama zalezno$¢ wystepuje w zakresie nielinio-
wym. W zwiagzku z tym w analizach nieliniowych ograniczono si¢ do prezentacji wynikow tylko dla
elementow z interpolacjg zdefiniowang we wspotrzednych skorygowanych.
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Rys. 6.11. Skrgcona o 90° belka wspornikowa — liniowa analiza zbieznoéci podziatu dla autorskich elementow
mieszanych i czeSciowo mieszanych: a) przemieszczenie ua pod sitg Py, b) przemieszczenie wa pod sita P,
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Tabela 6.12. Skrecona o 90° belka wspornikowa: porownanie warto$ci przemieszczen Ua | Wa powstatych pod
wptywem dziatania odpowiednio sit Py i P, otrzymanych w analizie liniowej za pomoca autorskich elementow
powlokowych z warto$ciami odniesienia obliczonymi zgodnie z teorig belek i dla elementow EANS4 i CAMel6

Kierunek sity — przesunigcie Py —ua P, —wa
Element skonczony Dyskretyzacja | 2x12 | 4x24 | 8x48 | 2x12 | 4x24 | 8x48
MIX44, M1X44s, MIX42, MIX42s 592.2 | 1235.2 | 1290.6 | 986.5 | 4092.1 | 5126.2
MIX40, M1X40s, MIX38, MIX38s 1265.3 | 1287.0 | 1291.6 | 5159.7 | 5228.9 | 5245.8
SMIX24, SMIX24s, SMIX16, SMIX16s | 592.1 | 1235.0 | 1290.6 | 986.3 | 4091.6 | 5125.7
SMIX20, SMIX20s, SMIX12, SMIX12s | 1264.7 | 1286.9 | 1291.5 | 5157.3 | 5227.8 | 5245.1

EANS4 592.1 | 1235.0 | 1290.6 | 986.3 | 4091.6 | 5125.7
CAMel6 1287.6 | 1287.9 | 1288.6 | 5223.8 | 5238.2 | 5241.5
Rozwigzanie odniesienia - teoria belek 1294.0 5256.0

Biorgc pod uwage wyniki zaprezentowane na rys. 6.11 i w tab. 6.12, w analizie geometrycznie
nieliniowej zastosowano podziat 4x24 oraz dodatkowo kontrolnie dyskretyzacj¢ 8x48. Nieliniowe
$ciezki deformacji uzyskane za pomoca elementéw mieszanych i czeSciowo mieszanych dla wariantu
obcigzenia sita skupiong Py zaprezentowano na rys. 6.12 i 6.13 (dyskretyzacja 4x24). Krzywe autor-
skie porownano z krzywymi uzyskanymi za pomoca elementow EANS4 i HW29 i podstawowym
rozwigzaniem odniesienia wyznaczonym dla siatki 6x36 elementow CAMel6. Wartosci przesunie¢ w
punkcie A (rys. 6.10) dla trzech poziomdw obcigzenia zestawiono w tab. 6.13, co umozliwito szczego-
towe porownanie wynikow uzyskanych dla roéznych elementow powtokowych. Dla wszystkich prze-
mieszczen zaobserwowano zauwazalne roéznice pomiedzy wynikami wiasnymi i podstawowym roz-
wigzaniem odniesienia. Zwigzane jest to z wolniejszg zbiezno$cig elementow w analizowanym wa-
riancie zadania z bardzo matg gruboscig powloki i przyjeciem w rozwigzaniu odniesienia ponad 16 ra-
zy wiekszej liczby stopni swobody. Podobnie jak w zakresie liniowym znacznie wigkszy wplyw na
wyniki ma przyjety wariant interpolacji sktadowych membranowych niz sposob interpolacji sktado-
wych zgieciowych i zwigzanych z owinieciem. Lepsza zgodno$¢ wynikow, w szczegdlnosci dla prze-
mieszczenia va (rys. 6.13), otrzymano dla elementéw MIX40, MIX38, SMIX20 i SMIX12 o 6—
parametrowej interpolacji sktadowych membranowych. Krzywa Py(—w,) dla elementu czg¢$ciowo mie-
szanego HW29 daje nieznacznie lepsza zgodnos¢ wynikow niz autorskie elementy powtokowe.
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Rys. 6.12. Skrgcona o 90° belka wspornikowa — poréwnanie Krzywych Py(ua) i Px(—Wa) uzyskanych za pomoca
autorskich elementéw powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 4x24
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Rys. 6.13. Skrecona o 90° belka wspornikowa — porownanie krzywych Py(—Va) uzyskanych za pomoca
autorskich elementow powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 4x24

Tabela 6.13. Skrecona o 90° belka wspornikowa — poréwnanie warto$ci przesuni¢é¢ W punkcie A uzyskanych w

analizie nieliniowej dla 3 wartosci sity Py za pomoca réznych elementéw powlokowych, dyskretyzacja 4x24

P, =0.01 P, =0.02 P,=0.1

Element Ua Ua Up Up —Va —Wa Ua —Va —Wa
MIX44, MIX42 | 5.8708 | 6.2800 | 5.6897 | 7.1126 | 8.2480 | 4.9293 | 8.7457 | 9.9854 | 3.0328
MI1X40, MIX38 | 6.0497 | 6.7600 | 5.9042 | 7.3710 | 9.0071 | 5.1131 | 9.1064 | 11.157 | 3.0292
SMIX24 5.8692 | 6.2786 | 5.6901 | 7.1109 | 8.2486 | 4.9312 | 8.7451 | 9.9912 | 3.0353
SMIX20 6.0451 | 6.7526 | 5.9021 | 7.3664 | 9.0051 | 5.1157 | 9.1040 | 11.160 | 3.0309
SMIX16, EANS4 | 5.8693 | 6.2796 | 5.6909 | 7.1110 | 8.2489 | 4.9314 | 8.7451 | 9.9912 | 3.0354
SMIX12 6.0451 | 6.7526 | 5.9022 | 7.3664 | 9.0051 | 5.1157 | 9.1040 | 11.160 | 3.0309

HW29 - - 5.86 - - 5.04 - - 2.85
CAMel6 6.3547 | 7.0874 | 5.8696 | 7.7881 | 9.2758 | 4.8931 | 9.7465 | 11.342 | 2.5621

A\ MOST

Ze wzgledu na zaobserwowane roznice w wynikach dla podziatu 4x24 obliczenia powtorzono dla
dwukrotnie zageszczonej siatki ES 8x48. Uzyskane krzywe deformacji dla przemieszczen Ua, Va | Wa
pod wplywem dziatania sity Py zaprezentowano na rys. 6.14. Dla dyskretyzacji 8x48 otrzymano dobra
zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniem odniesienia, co potwierdza poprawno$¢ sformutowania elementow
mieszanych i czgsciowo mieszanych nawet dla bardzo cienkich powlok. W przypadku przemieszcze-
nia va otrzymano za pomoca elementow autorskich o ubozszej interpolacji sktadowych membrano-
wych (np. MIX40, SMI1X20) mniej sztywna odpowiedz niz dla siatki elementow CAMel6 o ponad 4
razy wigkszej liczbie stopni swobody.
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Rys. 6.14. Skrecona o 90° belka wspornikowa — porownanie krzywych Py(ua), Px(—Va) i Px(—Wa) uzyskanych
za pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 8x48

Nastepnie analize nieliniowg przeprowadzono dla wariantu obcigzenia sita skupiong P,, stosujac
dyskretyzacje 4x24. Nieliniowe Sciezki deformacji w punkcie A (zob. rys. 6.10) uzyskane za pomocg
elementow mieszanych i czg§ciowo mieszanych zaprezentowano na rys. 6.15. Natomiast warto$ci
przemieszczen obliczone dla P, = 0.006 i P, = 0.130 poréwnano w tab. 6.14. W przypadku zastosowa-
nia elementéw o 6—parametrowe] interpolacji sktadowych membranowych (np. MIX40, SMIX20)
uzyskano bardzo dobra zgodno$¢ wynikoéw z rozwigzaniem odniesienia. Jedynie dla przemieszczenia
Ua zaobserwowano niewielkg rozbiezno$¢ pomigdzy krzywymi. Natomiast w przypadku elementéw o
bogatszej interpolacji sktadowych membranowych (np. MIX44, SMIX24), podobnie jak w przypadku
elementu EANS4, dochodzi do przerwania obliczen dla sity P, rownej okoto 0.02, z powodu proble-
moéw ze zbieznoscia rozwigzania. Dodatkowo do tej wartosci sity mozna zaobserwowac zauwazalng
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Rys. 6.15. Skrecona o 90° belka wspornikowa — poréwnanie krzywych P,(—ua), P,(—Va) i P,(Wa) uzyskanych
za pomoc3 autorskich elementow powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 4x24
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Tabela 6.14. Skrecona o 90° belka wspornikowa — poréwnanie warto$ci przesuni¢¢ w punkcie A uzyskanych
w analizie nieliniowej dla dwdch warto$ci sity P, za pomoca réznych elementow powtokowych,
dyskretyzacja 4x24 (warto$ci oznaczone gwiazdka uzyskano dla zagegszczonej siatki ES 8x48)

P, =0.006 P,=0.130

Element —Ua —Va Wa —Ua —Va Wa
MIX44, M1X42 2.3050 | 5.7836 | 8.9170 | 0.30338* | 10.769* | 11.479*
MIX40 2.0671 | 6.2525 | 9.4541 | 0.43117 | 10.797 | 11.513
MIX38 2.0671 | 6.2525 | 9.4541 | 0.43116 | 10.797 | 11.513
SMIX24 2.3092 | 5.7828 | 8.9157 | 0.30538* | 10.769* | 11.479*
SMIX20, SMIX12 | 2.0726 | 6.2511 | 9.4525 | 0.43655 | 10.797 | 11.512
SMIX16 1.9549* | 6.2449* | 9.4444* | 0.30539* | 10.769* | 11.479*
EANS4 2.3094 | 5.7821 | 8.9150 | 0.30539* | 10.769* | 11.479*
CAMel6 19186 | 6.2886 | 9.4958 | 0.30136 | 10.806 | 11.505

rozbiezno$¢ pomiedzy rozwigzaniami wilasnymi i rozwigzaniem odniesienia. Przyczyna przerwania
obliczen dla elementow MIX44, MIX42, SMIX24 1 SMIX16 moze by¢ kiepska zbiezno$¢ podziatu
zaobserwowana dla tych elementow na rys. 6.11b w przypadku ubogich dyskretyzacji. Ze wzglgdu na
przerwanie obliczen w przypadku niektérych elementéw w tab. 6.14 podano wartosci przemieszczen
dla zageszczonej dyskretyzacji 8x48 (oznaczone gwiazdka).

Obliczenia w wariancie zadania z siltg skupiong P, powtdrzono stosujac dwukrotnie zageszczony
podziat 8x48. Wyznaczone w analizie nieliniowej $ciezki deformacji P,(—Up), P,(-Va) i P,(Wa) konca
wspornika zaprezentowano na rys. 6.16. Zastosowanie zageszczonej dyskretyzacji dato bardzo dobra
zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniem odniesienia. Tym razem nie wystapity zadne problemy ze zbiez-
noscig dla elementow z bogatsza 8—parametrowg interpolacja sktadowych membranowych.
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Rys. 6.16. Skrecona o 90° belka wspornikowa — porownanie krzywych P,(—uUa), P,(—Vva) i P,(Wa) uzyskanych za
pomocg autorskich elementéw powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 8x48

W trakcie wykonywania analiz nieliniowych oceniono réwniez zbiezno$¢ opracowanych elemen-
tow mieszanych i cze$ciowo mieszanych dla dyskretyzacji 4x24. W tym celu dla kazdego typu ele-
mentu powtokowego okreslono maksymalny przyrost obciazenia AP, ktory umozliwil przeprowadze-
nie analizy do osiggnigcia catkowitej sity, ktora w przypadku obcigzenia Py wynosita Py = 0.1. Tym-
czasem w wariancie obcigzenia sitag P, niezaleznie okre§lono maksymalny przyrost obcigzenia AP,
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w zakresie obcigzenia P, €[0, 0.006] oraz maksymalny przyrost AP, w zakresie obcigzenia
P, €[0.006, 0.13]. Maksymalny przyrost AP, liczbe krokoéw Ny« oraz catkowita liczbe iteracji Nig
w analizie nieliniowej poréwnano dla réznych elementéw powlokowych w tab. 6.15 dla sity Py oraz
w tab. 6.16 dla sity P,. W tab. 6.16 w przypadku niektorych elementow ze wzgledu na przerwanie ob-
liczen podano wartosci otrzymane dla podziatu 8x48 (oznaczone gwiazdka). W wariancie obcigzenia
sita Py mozliwe byto w przypadku elementow mieszanych i czgsciowo mieszanych B zastosowanie tak
samo duzego przyrostu obcigzenia jak w rozwigzaniu uzyskanym za pomoca elementu HW29 z pracy
[362]. Jednak w poréwnaniu do elementu HW29 autorskie elementy powlokowe wymagaty zauwazal-
nie mniejszej liczby iteracji. W obu wariantach obcigzenia najmniejszej liczby iteracji rownowagi
wymagaly obliczenia za pomocg elementow MIX40, MIX38 oraz SMIX20. Natomiast w przypadku
elementow 0 bogatszej 8—parametrowej interpolacji sktadowych membranowych potrzebnych byto
troche wiecej iteracji.

W pordéwnaniu do elementéw EANS4 i CAMel6 (rozwinietych w ramach teorii 6—parametrowej)
opracowane elementy mieszane i cze§ciowo mieszane B wykazujg nad nimi znaczaca przewagg, gdyz
pozwalaja na zastosowanie znacznie wigkszych przyrostow oraz wymagaja znaczaco mniejszej liczby
iteracji. Jedynie w przypadku elementow czg¢$ciowo mieszanych A (SMIX16 i SMIX12) uzyskano
bardzo stabg zbiezno$¢ rozwigzan najgorsza ze wszystkich analizowanych elementéw powlokowych.

Tabela 6.15. Skrecona o 90° belka wspornikowa — pordwnanie maksymalnego przyrostu obcigzenia AP, liczby
krokow Nyox oraz catkowitej liczby iteracji N, W analizie nieliniowej, wariant obciazenia Py, siatka ES 4x24

CAMel6 | EANS4 | HW29 | MIX44, | MIX40, | SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
MIX42 | MIX38

Max AP | 4x10* | 8x10° | 0.005 | 0.005 | 0.005 0.005 0.005 | 3.2x107° | 3.2x107°

Nirok 250 1250 20 20 20 20 20 3125 3125

Niter 807 5072 107 76 54 77 55 11181 6251

Tabela 6.16. Skrecona o 90° belka wspornikowa — pordwnanie maksymalnego przyrostu obcigzenia AP,
catkowitej liczby krokow N0k oraz catkowitej liczby iteracji Nir W analizie nieliniowej, wariant obcigzenia P,
siatka ES 4x24 (wartos$ci oznaczone gwiazdka uzyskano dla zageszczonej siatki ES 8x48)

CAMel6 | EANS4 | MIX44, MIX42, | MIX40, MIX38, | SMIX16 | SMIX12
SMIX24 SMIX20
Max AP, | 1.5x107* 6x107° 0.002 0.0015 2x10°>* | 2x107°
Max AP, | 1.24x107% | 1.24x107%* 0.0155* 0.0155 8x107°* | 2x107
Nirok 140 150* 12* 12 1850* 920
Niter 452 544* 47* 36 6897* 2168

6.3.3. Utwierdzona powtoka walcowa obcigzona sitg

Wspornik ptytowy w ksztalcie litery L podlegat glownie zginaniu, podczas gdy w skrgconej o 90°
belce wspornikowej dominowat stan membranowy. Przyktad utwierdzonej powloki walcowej obcig-
zonej sita skupiong P (rys. 6.17) pozwala oceni¢ opracowane elementy powtokowe w przypadku wy-
stepowania interakcji stanow membranowego i zgigciowego. Zadanie to zostalo zaproponowane
w pracy [318] i nastgpnie byto analizowane w licznych pracach, zob. np. [67, 117, 242, 370]. Geome-
tri¢ 1 sposob podparcia powloki walcowej zaprezentowano na rys. 6.17. W rozwigzaniu wykorzystano
pionowg ptaszczyzne symetrii, zadajac odpowiednie warunki symetrii na gornej prostej krawedzi.
W zadaniu przyjeto nastepujace stale materiatowe: E = 2.0685x10’, v = 0.3, wymiary geometryczne:
R =1.016, L = 3.048 oraz grubo$¢ powtoki hy = 0.03.

W niniejszej rozprawie podobnie jak w pracach [67, 370] zastosowano podziaty typu Nx2N, gdzie
N oznacza liczbe elementéw na obwodzie walca, a 2N liczbe elementow wzdhuz tworzacej cylindra
(osi y). W ten sposob przyjety podzial na elementy skonczone pozwala na wierniejsze oddanie defor-
macji prostego brzegu cylindra. Przyktadowa dyskretyzacje 10x20 pokazano na rys. 6.17. Ze wzgledu
na ksztalt elementow skonczonych bardzo zblizony do kwadratowego w niniejszym przyktadzie ogra-
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niczono si¢ do prezentacji wynikow uzyskanych za pomoca elementéw z interpolacja niezaleznych
odksztatcen i uog6lnionych naprezen zdefiniowana we wspotrzednych skorygowanych.

ptaszczyzna ’
symetrii s

warunki

utwierdzenie
B przegubowo-przesuwne

Rys. 6.17. Utwierdzona powtoka walcowa: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 10x20 ES

W liniowej analizie zbiezno$ci podziatu zastosowano nastgpujace siatki elementow skonczonych:
4x8, 6x12, 8x16, 10%20, 12x24, 16x32, 20x40. Zaleznos¢ ugigcia Wa punktu A (zob. rys. 6.17) od
liczby weztow na prostym brzegu cylindra poréwnano migdzy autorskimi elementami powtokowymi
oraz elementami EANS4 i CAMel16 na rys. 6.18 dla sity P = 100. Dodatkowo wartosci ugigcia Wa
uzyskane w analizie liniowej dla trzech wybranych dyskretyzacji zaprezentowano w tab. 6.17. Krzywe
na rys. 6.18 pokazuja, ze nieznacznie szybsza zbieznos¢ rozwigzan uzyskano w przypadku elementow
mieszanych niz dla elementéw cze$ciowo mieszanych. Ze wzgledu na to, ze poczatkowo deformacja
jest zdominowana przez stan zgieciowy zaobserwowano bardzo maty wptyw wariantu interpolacji
sktadowych membranowych na warto$¢ wa (zob. tab. 6.17). W przypadku ubogich dyskretyzacji
zbiezno$¢ opracowanych 4-weztowych elementéw powlokowych jest znacznie szybsza niz 16—
weztowych elementow CAMel6.
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) ——3
0.080 /‘”_______- =
. /%6/
0.075 5
<
3 I /O / MIX40, MIX38
Z,
0.070 //45 MIX44, MIX42
i / / SMIX20, SMIX12
SMIX24, SMIX16,
0.065 // y OO0 EANS4
b e / CAMe16
0.060 [ 1 . —

6 12 18 24 30 36 42
liczba weztow na prostym brzegu

Rys. 6.18. Utwierdzona powtoka walcowa obcigzona sitg P = 100, liniowa analiza zbiezno$ci podziatu
dla autorskich elementéw mieszanych i czgsciowo mieszanych
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Tabela 6.17. Poroéwnanie wartosci ugigcia Wa punktu A powloki walcowej obcigzonej sitg P = 100 wyznaczo-
nych w analizie liniowej za pomoca autorskich elementéw powtokowych oraz elementéw EANS4 i CAMel6

siatka ES | CAMel6 | EANS4 | MIX44, | MIX40, | SMIX24, | SMIX20,
MIX42 | MIX38 | SMIX16 | SMIX12

6x12 0.08181 | 0.07037 | 0.07150 | 0.07178 | 0.07037 | 0.07062
10x20 0.08324 | 0.07718 | 0.07796 | 0.07806 | 0.07718 | 0.07728
16x32 - 0.08047 | 0.08091 | 0.08096 | 0.08047 | 0.08052

Biorgc pod uwage wyniki z liniowej analizy zbieznosci, W celu poréwnania opracowanych ele-
mentow powlokowych w zakresie geometrycznie nieliniowym zastosowano podziat 10x20. Jako pod-
stawowe rozwigzanie odniesienia przyjeto te wyznaczone dla siatki 8x16 elementow CAMel6.
W pracach [67, 370] wykazano bardzo dobrg zgodno$¢ rozwigzania uzyskanego za pomoca elemen-
tow CAMel6 z rozwigzaniami odniesienia z literatury [117, 242, 318]. Nieliniowe $ciezki rownowagi
wyznaczono w 35 przyrostach, stosujgc sterowanie przemieszczeniem i staly przyrost
Ag = Awp = 0.05 ugigcia w punkcie A. W rozwigzaniu przyjeto nastepujaca warto$¢ obciazenia odnie-
sienia Prs =500 (P = APys). Krzywe A(-Wa) i A(Ug) wyznaczone za pomoca elementow mieszanych
i czgsciowo mieszanych poréwnano odpowiednio na rys. 6.19 i rys. 6.20. W przypadku wszystkich au-
torskich elementow powlokowych otrzymano zblizone nieliniowe $ciezki deformacji, nieco prze-
sztywnione wzgledem rozwigzania odniesienia. Rys. 6.20 sugeruje, ze przyjeta dyskretyzacja 10x20
dla 1> 0.75 jest zbyt uboga, aby wiernie odda¢ deformacje powloki walcowej w sgsiedztwie punktu B
(zob. rys. 6.17). Szczegdtowe poroéwnanie wynikow uzyskanych za pomocg réznych elementéw po-
wlokowych umozliwia tab. 6.18, w ktorej zestawiono wartosci mnoznika obcigzenia A dla czterech
roznych wartoéci przemieszczenia Wa. Rozwigzanie najblizsze rozwigzaniu odniesienia otrzymano
w przypadku zastosowania elementow MIX40 i MIX38. Podobnie jak w zakresie liniowym mniej
przesztywnione wyniki otrzymano za pomocg elementéw mieszanych. Jednak tab. 6.18 pokazuje, ze
wraz ze wzrostem obcigzenia rosnie znaczenie zastosowanego wariantu interpolacji sktadowych
membranowych. Blizsze rozwigzaniu odniesienia wyniki otrzymano za pomocg elementdéw o ubozszej
6—parametrowej interpolacji (np. MIX40 i SMIX20). W przypadku elementéw SMIX24 i SMIX16
otrzymano takie same wyniki jak dla elementu EANS4.
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204 + + SMix24, sMIX16
SMIX20, SMIX12

l_< -
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(@]
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Rys. 6.19. Utwierdzona powloka walcowa — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji A(—w,) uzyskanych
za pomocg autorskich elementéw powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 10x20
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Rys. 6.20. Utwierdzona powtoka walcowa — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji A(—ug) uzyskanych
za pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 10x20

Tabela 6.18. Utwierdzona powloka walcowa — poréwnanie warto$ci mnoznika obcigzenia A uzyskanych w anali-
zie nieliniowej dla 4 wartosci ugiecia Wp za pomocg roznych elementow powtokowych, dyskretyzacja 10x20

element | CAMel6 | EANS4 | MIX44 | MIX42 | MIX40 | MIX38 | SMIX24, | SMIX20,
(8x16) SMIX16 | SMIX12

wa=-01 | 01505 | 0.1640 | 0.1625 | 0.1625 | 0.1623 | 0.1623 | 0.1640 0.1639
wa=-05 | 05083 | 0.5399 | 0.5386 | 0.5386 | 0.5372 | 0.5371 | 0.5399 0.5385
wp=-1.3 | 0.9668 1.0353 | 1.0313 | 1.0313 | 1.0248 | 1.0248 | 1.0353 1.0289
wa=-1.75 | 2.2401 24539 | 2.4424 | 2.4423 | 2.3979 | 2.3976 | 2.4539 2.4102

Ze wzgledu na zaobserwowane roznice w wynikach uzyskanych dla dyskretyzacji 10x20 w celu
sprawdzenia poprawnosci sformutowanych elementow powlokowych, obliczenia powtdrzono dla za-
geszczonej siatki ES 16x32. Otrzymane nieliniowe $ciezki rownowagi dla przemieszczen Ug | Wa Za-
prezentowano na rys. 6.21. W wyniku zageszczenia dyskretyzacji otrzymano dobrg zgodno$¢ wyni-
kow z rozwigzaniem odniesienia uzyskanym za pomoca elementow CAMel6.

Nastepnie w celu oceny zbieznosci rozwigzan uzyskanych za pomoca opracowanych elementow
mieszanych i cze$ciowo mieszanych dla dyskretyzacji 10x20 okre$lono maksymalny pierwszy przy-
rost mnoznika obcigzenia A4; oraz odpowiadajgca temu przyrostowi liczbe iteracji rownowagi N;. Do-
datkowo dla kazdego opracowanego elementu powtokowego wyznaczono catkowitg liczbe iteracji Nigr
w 35 przyrostach przeprowadzonej analizy nieliniowej, w ktorej zastosowano Sterowanie przemiesz-
czeniem z przyrostem wp = 0.05. Otrzymane warto$ci porownano w tab. 6.19 z tymi uzyskanymi dla
elementow CAMel6 i EANS4. W przypadku wszystkich analizowanych elementéw powlokowych
mozliwe bylo zastosowanie pierwszego duzego przyrostu obcigzenia Al;. W przeciwienstwie do po-
przednich przyktadow, w tym zadaniu mozna byto zastosowa¢ ponad dwa razy wigkszy pierwszy
przyrost A4, w przypadku elementow CAMel6 i EANS4 niz dla elementéw mieszanych i czgsciowo
mieszanych. Jednak wiekszy przyrost obciazenia wigzat si¢ z proporcjonalnie wigksza liczbg iteracji
N; (zob. tab. 6.19), a czas obliczen zalezy gtownie od liczby iteracji. Mniejszy A, dla autorskich ele-
mentow moze by¢ spowodowany zaobserwowang w pracy [87] niestabilno$cia rozwigzania zwigzang
z istnieniem fikcyjnych punktéw granicznych na $ciezce rownowagi. Tymczasem w catej analizie nie-
liniowej opracowane elementy mieszane i czgSciowo mieszane potrzebowaly nieznacznie mniejszej
liczby iteracji Nier w poréwnaniu do elementéw CAMel6 i EANS4. Najmniejszej liczby iteracji row-
nowagi wymagaty obliczenia za pomocg elementow SMIX24 i SMIX20.
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Rys. 6.21. Utwierdzona powtoka walcowa — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji 1(-wy), A(Ug) uzyska-
nych za pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 16x32

Tabela 6.19. Utwierdzona powloka walcowa — poréwnanie maksymalnego przyrostu mnoznika obcigzenia
w pierwszym kroku AZ4, liczby iteracji N; dla kroku A4, oraz catkowitej liczby iteracji Ni,, W analizie nielinio-
wej (35 krokow obliczeniowych, sterowanie przemieszczeniem Awa = 0.05), dyskretyzacja 10x20

CAMel6 | EANS4 | MIX44 | MIX42 | MIX40, | SMIX24, | SMIX16,

(8x16) MIX38 | SMIX20 | SMIX12

Max A, | 0.88 0.82 032 | 032 0.3 0.32 0.26
N, 25 19 11 12 10 8 6
Niter 138 118 101 101 101 97 108

W wielu pracach, zob. np. [62, 67], poswigconych formutowaniu elementow skonczonych w ra-
mach nieliniowej 6—-parametrowe;j teorii powtok badano wptyw wspotczynnika owinigcia oy na wyniki.
W pracach tych pokazano, ze dla a; > 1 wraz ze zwigkszaniem si¢ wartosci wspotczynnika owiniecia
nastgpuje usztywnienie deformacji powtoki. W niniejszym zadaniu w przypadku elementow o 6—
parametrowej interpolacji sktadowych membranowych (MIX40, MIX40s, MIX38, MIX38s, SMIX20,
SMIX20s, SMIX12, SMIX12s) zaobserwowano dodatkowa rolg, jaka moze odgrywac wspotczynnik
or. Ze wzgledu na to, Ze spostrzezona zaleznos¢ jest taka sama dla wszystkich autorskich elementow
0 ubozszej interpolacji sktadowych membranowych, ponizej ograniczono si¢ do analizy wynikéw dla
elementu MIX40. Wyniki uzyskane dla przyjetej] w rozprawie wartosci o = 0.7 poréwnano z tymi
otrzymanymi dla wartosci o; = 0.01, ktora byta przyjmowana m.in. w pracach [67, 370] oraz zwiek-
szonej stukrotnie wartosci a; = 70. Wpltyw wspotczynnika owinigcia na deformacj¢ swobodnego brze-
gu AB (zob. rys. 6.17) w ostatnim kroku analizy nieliniowej (wa =—1.75) zaprezentowano na rys.
6.22. W przypadku wartosci a; = 0.01 zaobserwowano na rys. 6.22d)—f) wystepowanie form pasozyt-
niczych w ksztalcie krzywej opisujacej zmienno$¢ kata obrotu wzdtuz krawedzi AB. Dodatkowo zba-
dano wptyw wspolczynnika oy na nieliniowe $ciezki rownowagi dla przemieszczen Wa i Ug (z0b. rys.
6.23). W przypadku a; = 0.01 zaobserwowano, ze w momencie pojawienia si¢ form pasozytniczych
(4> 0.25) dochodzi do rozgalgzienia $ciezek deformacji i powstania nowej $ciezki niezgodnej ze
zbieznym rozwigzaniem odniesienia. Postacie pasozytnicze zwigzane z obrotowymi stopniami swobo-
dy powoduja, ze odpowiedz konstrukcji jest zbyt wiotka. Na rys. 6.22 i 6.23 zaobserwowano bardzo
mate réznice w wynikach otrzymanych dla o; = 0.7 i o = 70. Sladu form pasozytniczych nie dostrze-
zono w deformacji powloki walcowej dla przyjetej w rozprawie wartosci a; = 0.7. Zatem w zadaniu
tym odpowiednio duza warto$¢ a; w przypadku elementéw o ubozszej interpolacji sktadowych mem-
branowych stabilizuje postacie pasozytnicze widoczne na obrotach stopniach swobody.
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Rys. 6.22. Wptyw wspotczynnika owinigcia o, na translacje u, v, w oraz obroty gy, ¢y, ¢, [rad]
na swobodnym brzegu AB powloki walcowej, dyskretyzacja 16x32 elementami MIX40
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Rys. 6.23. Utwierdzona powtoka walcowa — Wptyw wspdtczynnika owinigcia a4 na nieliniowe Sciezki
deformacji A(-wa), A(ug) uzyskane za pomocg siatki 16x32 elementow MIX40

W testach dystorsji siatki opisanych w podrozdziale 6.3.2 ograniczono si¢ jedynie do analiz li-
niowych. W celu rozszerzenia ich na zakres geometrycznie nieliniowy dla utwierdzonej powtoki cy-
lindrycznej wygenerowano nieregularng siatke elementow skonczonych 16x32 pokazang na rys.
6.24a. Nastepnie, stosujac siatke ES z dystorsjg, powtorzono obliczenia nieliniowe dla wybranych au-
torskich elementow powtokowych (MIX42, MIX42s, MIX38, MIX38s, SMI1X24, SMIX24s, SMIX20,
SMIX20s). Otrzymane warto$ci mnoznika obcigzenia 4 dla czterech zadanych warto$ci ugiecia Wa po-
réwnano W tab. 6.20 z wartosciami odniesienia otrzymanymi dla regularnego podziatu 8x16 elemen-
tow CAMel6. W przypadku wszystkich elementéw mieszanych i czgsciowo mieszanych dystorsja
siatki spowodowata przesztywnienie deformacji powloki walcowej. Najmniejsze wartosci 4, najblizsze
warto$ciom odniesienia, uzyskano za pomoca elementu MIX38, podobnie jak w przypadku wczesniej-
szej analizy dla regularnej siatki ES. Na rys. 6.24 zaprezentowano mape deformacji na koncu analizy
nieliniowej, uzyskang za pomoca nieregularnego podziatu elementami MIX38. Wyniki w tab. 6.20
wskazuja na to, ze zastosowanie wspotrzednych skorygowanych w interpolacji niezaleznych odksztat-
cen i1 uogolnionych naprezen daje nieznacznie lepsze wyniki niz uzycie wspotrzednych skosnych.
Najwieksze roznice w warto$ciach A zaobserwowano miedzy elementami SMIX24 i SMIX24s o 8-
parametrowej interpolacji sktadowych membranowych dla wa=-1.75. W przypadku elementu
EANS4 otrzymano mniejsze warto$ci A niz dla elementu SMIX24s, jednak wieksze od tych uzyska-
nych za pomocg elementu SMIX24.

Tabela 6.20. Poréwnanie warto$ci mnoznika obcigzenia A uzyskanych w analizie nieliniowej utwierdzonej
powloki walcowej z dystorsjg siatki ES dla czterech warto$ci ugiecia Wy, dyskretyzacja 16x32

siatka ES |regularna nieregularna

element | CAMel6 | MIX42 | MIX42s| MIX38 | MIX38s | SMIX24 | SMIX24s | SMIX20 | SMIX20s | EANS4
wa=-0.1| 0.1505 |0.1733| 0.1735 | 0.1712| 0.1713 | 0.1746 | 0.1748 | 0.1724 | 0.1726 | 0.1747
wa=-0.5| 0.5083 |0.6669 | 0.6685 | 0.6515| 0.6518 | 0.6688 | 0.6705 | 0.6534 | 0.6539 | 0.6692
wa=-13| 0.9668 |1.4207 | 1.4251 |1.3762| 1.3781 | 1.4249 | 1.4297 | 1.3802 | 1.3824 | 1.4264
wa=-1.75| 2.2401 |2.8483| 2.8545 |2.7522 | 2.7541 | 2.8633 | 2.8705 | 2.7653 | 2.7678 | 2.8669
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Rys. 6.24. Utwierdzona powtoka walcowa: a) nieregularna dyskretyzacja 16x32, b) mapa deformacji
na koncu analizy nieliniowej uzyskana za pomoca elementu MI1X38

6.3.4. Swobodna pétsfera z otworem obcigzona sitami samozréwnowazonymi

Przyktadem powtoki o duzej wiotko$ci jest swobodna potsfera z otworem obcigzona dwoma pa-
rami sit skupionych samozréwnowazonych. Zadanie to zostalo zaproponowane jako test powloko-
wych elementéw skonczonych w pracy [213]. Ze wzgledu na dwie plaszczyzny symetrii w rozwigza-
niu analizuje si¢ 1/4 konstrukcji, stosujagc odpowiednie warunki symetrii na brzegach (rys. 6.25).
W zadaniu przyjeto nastgpujace state materiatowe: E = 6.825x107, v = 0.3 oraz wymiary geometrycz-
ne: R =10, a = 18° (zob. rys. 6.25). Przyktad ten byl analizowany w wielu pracach, zob. np. [67, 296,
308, 318, 367] w zakresie liniowym oraz nieliniowym dla grubosci powtoki hy = 0.04. W niniejszej
rozprawie przyjeto jednak bardziej wymagajacy wariant tego zadania, zaproponowany w pracach
[362, 367], z cztery razy mniejszg gruboscig powtoki hg =0.01. W wariancie tym bardzo wiotka
(ho/R = 0.001) swobodna potsfera z otworem podlegajaca duzej deformacji jest jeszcze bardziej podat-
na na efekt blokady membranowe;j.

warunki
symetrii

~~__ warunki

symetrii
Rys. 6.25. Swobodna potsfera z otworem: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 16x16 ES

Na poczatku przeprowadzono liniowg analize zbieznosci podziatu, w ktorej zastosowano nastgpu-
jace siatki ES: 6x6, 8x8, 12x12, 16x16, 24x24, 32x32, 48x48, 64x64. Dyskretyzacje 16x16 ¢wiartki
potsfery z otworem pokazano na rys. 6.25. Krzywe opisujace zalezno$¢ ugiecia Wa punktu A od liczby
weziow na swobodnym brzegu poétsfery z otworem, otrzymane dla sit P = 1, pokazano na rys. 6.26.
W przypadku wszystkich opracowanych elementéw powtokowych uzyskano bardzo szybka zbieznosé
rozwigzan w zakresie liniowym, znacznie lepsza niz dla 16—weztowych elementow CAMel6. Naj-
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szybsza zbiezno$¢ zaobserwowano dla krzywych otrzymanych za pomocg elementow MIX40
i MIX38 oraz w dalszej kolejnosci elementow SMIX20 i SMIX12. Dodatkowo wartosci przemiesz-
czenia Wa wyznaczone w analizie liniowej za pomoca elementéw mieszanych i czeSciowo mieszanych
poréwnano W tab. 6.21 z warto$ciami odniesienia z pracy [362]. W przypadku autorskich elementéw
powlokowych (z wyjatkiem elementow MIX44s, MIX42s, SMIX24s i SMIX16s) dla dyskretyzacji
8x8 i 16x16 otrzymano wicksze wartosci ugiecia Wa niz dla elementow HW47 i HW29. Ponadto war-
tosci zestawione w tab. 6.21 wskazuja na to, Zze dla ubogich dyskretyzacji (6x6, 8x8) lepsze wyniki da-
je zastosowanie wspdtrzednych skorygowanych w interpolacji niezaleznych odksztatcen i uogdlnio-
nych naprezen niz uzycie wspotrzednych skosnych. Jednak roéznica miedzy np. elementami MIX44
i M1X44s szybko maleje wraz z zageszczaniem podziatu. Ze wzgledu na duza wiotkos¢ swobodnej
poélsfery z otworem wigkszy wptyw na wyniki ma zastosowany wariant interpolacji sktadowych mem-
branowych niz sposob interpolacji sktadowych zgieciowych. Najmniej przesztywnione wyniki otrzy-
mano w przypadku elementéw mieszanych z 6-parametrowa interpolacja sktadowych membranowych
(MIX40 i MIX38). Nieznacznie wicksze wartoSci W Uzyskano za pomoca elementéw mieszanych
W poréwnaniu do odpowiadajacych im elementéw czgsciowo mieszanych.

6.0
- — o 3
| .
55/ MIX40, MIX38
_XI+ X X X SMIX20, SMIX12
f O O O MIX40s, MIX38s
5.0y
< A~ / - — = — SMIX20s, SMIX12s
= 1<
MIX44, MIX42
4.5 O O O SMIX24, SMIX16, EANS4
. MIX44s, MIX42s
4.0 + 4 -+ sMix24s, SMIX16s
1+ / ———— CAMe16
T T T T T T i T i T i T II T
6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66

liczba weztow na brzegu

Rys. 6.26. Swobodna potsfera z otworem obcigzona sitami P = 1, liniowa analiza zbieznosci podziatu
dla autorskich elementow mieszanych i czgéciowo mieszanych

Tabela 6.21. Swobodna potsfera z otworem — porownanie warto$ci przemieszczen W Wyznaczonych w analizie
liniowej za pomoca autorskich elementéw powtokowych z rozwigzaniami odniesienia z literatury

Przemieszczenie wa = —Ug

Element/Siatka ES 6x6 8x8 16x16 32x32 64x64
MIX44, M1X42 4.8506 5.6399 5.8555 5.8773 5.8904
MIX44s, MIX42s 3.8034 5.3291 5.8498 5.8772 5.8904
MI1X40, MIX38 5.4625 5.7832 5.8581 5.8774 5.8904
MI1X40s, M1X38s 4.9555 5.6705 5.8562 5.8774 5.8904
SMIX24, SMIX16, EANS4 4.7969 5.5987 5.8429 5.8737 5.8894
SMIX24s, SMIX16s 3.7667 5.2915 5.8373 5.8737 5.8894
SMIX20, SMIX12 5.3988 5.7407 5.8455 5.8738 5.8894
SMIX20s, SMIX12s 4.9001 5.6292 5.8436 5.8738 5.8894
HW47 - 5.3879 5.7679 - 5.8924
HW?29 - 5.3753 5.7632 - 5.8920

CAMel6 4.9810 5.6166 5.8723 - -
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Na podstawie wynikow z liniowej analizy zbieznosci w obliczeniach w zakresie nieliniowym za-
stosowano dyskretyzacje 16x16, co umozliwito bezposrednie porownanie wynikéw z tymi zaprezen-
towanymi w pracy [362] dla elementow HW47 i HW29. Nieliniowe $ciezki rownowagi dla prze-
mieszczen Wp | Ug wyznaczone za pomocg elementéw mieszanych i czgSciowo mieszanych zaprezen-
towano na rys. 6.27. W celu zachowania odpowiedniej czytelnoSci wykresu ograniczono si¢ jedynie
do prezentacji krzywych dla elementoéw z interpolacja niezaleznych odksztatcen i uogélnionych na-
prezen okreslong we wspotrzednych skorygowanych, gdyz w przypadku elementéw z interpolacja
zdefiniowang we wspdtrzednych skosnych otrzymano minimalnie sztywniejsza odpowiedz konstruk-
cji. Wartosci przemieszczen Wp i Ug obliczone dla czterech poziomow obcigzenia za pomoca wszyst-
kich autorskich elementéw powlokowych poréwnano z rozwigzaniami odniesienia (HW47, HW29,
CAMel6) w tab. 6.22. Pomimo uzyskania zbieznego rozwigzania za pomoca podziatu 16x16 w anali-
zie liniowej, w przypadku wszystkich elementéw mieszanych i czg§ciowo mieszanych otrzymano nie-
liniowe §ciezki deformacji zauwazalnie przesztywnione wzgledem podstawowego rozwigzania odnie-
sienia wyznaczonego za pomocg elementow CAMel6. Ze wzglgdu na bardzo duzg wiotkos¢ powtoki,
w analizowanym wariancie przyktadu uzyskano gorsza zbiezno$¢ w zakresie nieliniowym niz w przy-
padku wariantu przyktadu z hy = 0.04, zazwyczaj opisywanego w literaturze. W przypadku elementow
0 ubozszej 6—parametrowej interpolacji sktadowych membranowych (np. MIX40 i SMIX20) otrzyma-
no krzywe blizsze rozwigzaniu odniesienia i pozostajace w dobrej zgodno$ci z krzywa uzyskang za
pomoca elementow HW47. Natomiast rozwigzania Wyznaczone za pomocg elementéw z bogatsza in-
terpolacja sktadowych membranowych (np. MIX44 i1 SMIX24) sa zbiezne z krzywa otrzymang za po-
mocg elementdéw EANS4. Podobnie jak w analizie liniowej, dla tych samych pozioméw obcigzenia
nieznacznie wigksze warto$ci przemieszczen uzyskano w przypadku elementow mieszanych w po-
rownaniu do elementéw czeSciowo mieszanych o tym samym wariancie interpolacji sktadowych
membranowych. W zakresie liniowym oraz nieliniowym nie zaobserwowano wptywu wyboru sposo-
bu interpolacji sktadowych $cinania poprzecznego na uzyskane wyniki. Natomiast w przypadku spo-
sobu interpolacji sktadowych zwigzanych z owinigciem, odnotowane roznice w warto$ciach prze-
mieszczen pomigdzy np. elementami MIX40 i MIX38 byly tak mate (zob. tab. 6.22), ze pominigto je
na wykresach. Mape wypadkowych przemieszczen dla swobodnej potsfery z otworem, uzyskang za
pomocg siatki 16x16 elementéw MIX40 dla P = 8.8, pokazano na rys. 6.28. Do jej stworzenia wyko-
rzystano podwojng symetri¢ zadania.

> MIX44, MIX42 i %
. MIX40, MIX38 I %
4— + + sSMix24, smix16 ; <
| SMIX20, SMIX12 |/ . fﬂ < /_m
1 [] EANS4 / 2 /
3 X X
T e

== ) 2

4 5 6 7 8 9
przemieszczenia w,, —iy

Rys. 6.27. Swobodna poélsfera z otworem — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji P(w,), P(—Ug) uzyska-
nych za pomoca autorskich elementow powlokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 16x16
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Tabela 6.22. Swobodna potsfera z otworem — porOwnanie warto$ci przemieszczen Wp i Ug uzyskanych w analizie
nieliniowej za pomocg autorskich elementéw powlokowych z warto§ciami odniesienia, dyskretyzacja 16x16

P=0.8 P=24 P=48 P=88
Element Wa —Ug Wa —Ug Wa —Ug Wa —Ug

MIX44, MIX42 2.4511 | 3.4902 | 3.4243 | 6.0735 | 3.8311 | 7.5349 | 4.0898 | 8.5763
MIX44s, M1X42s 2.4497 | 3.4878 | 3.4237 | 6.0716 | 3.8308 | 7.5336 | 4.0896 | 8.5755
MIX40 2.5210 | 3.5825 | 3.6076 | 6.5056 | 4.0605 | 8.2243 | 4.3379 | 9.3939
MIX38 2.5210 | 3.5825 | 3.6076 | 6.5056 | 4.0605 | 8.2244 | 4.3379 | 9.3940
MIX40s 2.5209 | 3.5822 | 3.6076 | 6.5056 | 4.0605 | 8.2243 | 4.3378 | 9.3937
MIX38s 2.5209 | 3.5822 | 3.6076 | 6.5056 | 4.0605 | 8.2243 | 4.3378 | 9.3938
SMIX24, SMIX16, EANS4 | 2.4493 | 3.4875 | 3.4232 | 6.0704 | 3.8294 | 7.5244 | 4.0883 | 8.5668
SMIX24s, SMIX16s 2.4480 | 3.4851 | 3.4225 | 6.0686 | 3.8290 | 7.5232 | 4.0881 | 8.5659
SMIX20, SMIX12 2.5180 | 3.5784 | 3.5949 | 6.4642 | 4.0526 | 8.1951 | 4.3275 | 9.3609
SMIX20s, SMIX12s 2.5179 | 3.5781 | 3.5949 | 6.4642 | 4.0526 | 8.1951 | 4.3275 | 9.3608

HW47 - 3.56 - 6.48 - 8.24 - -

HW?29 - 3.55 - 6.44 - 8.19 - -
CAMel6 2.5556 | 3.6444 | 3.7258 | 6.8295 | 4.2292 | 8.8464 | 4.5106 | 10.1958

Rys. 6.28. Mapa deformacji swobodnej potsfery z otworem na koncu analizy nieliniowej dla P = 8.8,
dyskretyzacja 16x16 elementami M1X40

Ze wzgledu na brak zbiezno$ci wynikow dla dyskretyzacji 16x16 obliczenia w zakresie nielinio-
wym powtorzono, stosujgc dwukrotnie zageszczong siatke ES 32x32. Nieliniowe Sciezki roOwnowagi
dla przemieszczen Ug | Wa, wyznaczone za pomocg autorskich elementéw powlokowych, zaprezento-
wano na rys. 6.29. W przypadku elementow MIX40, MIX38, SMIX20 i SMIX12 otrzymano bardzo
dobrg zgodno$¢ wynikow z rozwigzaniem odniesienia uzyskanym za pomocg elementoéw CAMel6
(podziat 20x20). Natomiast w przypadku pozostatych elementéw mieszanych i cz¢§ciowo mieszanych
o bogatszej interpolacji sktadowych membranowych zaobserwowano bardzo mata rozbiezno$¢ wyni-

kow dla krzywej P(-usg).
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Rys. 6.29. Swobodna potsfera z otworem — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji P(w,), P(-ug) uzyska-
nych za pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja 32x32

W celu oceny ogolnej efektywnos$ci obliczeniowej opracowanych elementow powlokowych wy-
konano w zakresie nieliniowym dwa typy analiz. W analizach tych zastosowano sterowanie obcigze-
niem oraz siatk¢ ES 16x16. W pierwszym teScie okreslono dla kazdego typu elementu mieszanego
i czgdciowo mieszanego maksymalny przyrost obcigzenia AP; w pierwszym kroku obliczeniowym
oraz odpowiadajgca temu przyrostowi liczbe iteracji rownowagi N;. Warto$¢ AP; wyznaczono z do-
ktadnos$cia do 0.05, stopniowo zwickszajac wartos¢ AP,, az do utraty zbieznosci rozwigzania. Jedynie
w przypadku elementéw czgsciowo mieszanych A oraz elementu EANS4, ze wzgledu na matg wartos¢
AP;, doktadno$¢ zwigkszono do 0.01. Wartosci uzyskane za pomoca autorskich elementéw powtoko-
wych poréwnano w tab. 6.23 z warto$ciami odniesienia dla elementow HW47 i HW29 [362] oraz
elementow CAMel6 i EANS4. W przypadku elementow mieszanych i czesciowo mieszanych B uzy-
skano nieznacznie wigkSzy pierwszy przyrost obciagzenia oraz mniejszg liczbe iteracji Ny niz w przy-
padku elementow HW47 i HW29. Zastosowanie najwickszego przyrostu AP; = 1.00 bylo mozliwe
w obliczeniach za pomocg elementu SMIX20, jednak wymagaly one az 15 iteracji rownowagi.

Nastepnie W ramach drugiego testu wyznaczono maksymalny staly przyrost obcigzenia AP, ktory
umozliwial przeprowadzenie analizy nieliniowej dla swobodnej potsfery z otworem obciagzonej sitami
P = 8.8 w calkowitej liczbie krokéw obliczeniowych. W tab. 6.23 dla kazdego typu elementu powto-
kowego zamieszczono: wartos¢ AP, liczbe przyrostow obcigzenia Ny oraz calkowitg liczbe iteracji
rownowagi Nir. Najmniejszej liczby iteracji wymagaly obliczenia za pomoca elementéw mieszanych
i czeSciowo mieszanych B o 8—parametrowej interpolacji sktadowych membranowych (np. MIX44,
SMIX24). W przypadku odpowiadajagcych im elementow o ubozszej interpolacji sktadowych mem-
branowych (np. MI1X40) uzyskano wigksza liczbe iteracji, gdyz z powodu braku zbieznosci w trakcie
analizy nieliniowej z przyrostem AP =0.80 konieczne byto zwigkszenie liczby krokéw. Jednak
wszystkie elementy mieszane i czg§ciowo mieszane B potrzebowaty mniejszej liczby iteracji Nig, niz
elementy HW47 i HW29. Najgorsza zbiezno$cig rozwigzan charakteryzowaly sie: element EANS4
oraz w dalszej kolejnosci elementy czgsciowo mieszane A (np. SMI1X12). W ich przypadku uzyskano
najmniejsze wartosci AP;, a obliczenia w zakresie nieliniowym musiaty by¢ prowadzone z bardzo ma-
tym przyrostem AP oraz wymagaty kilkuset iteracji rownowagi.

W rozwazanym zadaniu w pracy [67] zaobserwowano tendencj¢ do generowania form pasozytni-
czych w sformutowaniach alternatywnych, np. sformutowaniu mieszanym. W celu sprawdzenia czy
problem ten dotyczy rowniez opracowanych elementow mieszanych i czgSciowo mieszanych wyzna-
czong za ich pomocg deformacj¢ powtoki w ostatnim przyroscie analizy nieliniowej porownano z de-
formacja uzyskang dla siatki 12x12 elementow CAMel6. Na rys. 6.30 pokazano jak zmienia si¢ pole
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Tabela 6.23. Swobodna poétsfera z otworem — maksymalny przyrost obcigzenia AP i liczba iteracji Ny
w pierwszym kroku obliczeniowym; maksymalny przyrost obcigzenia AP, liczba krokéw Ny Oraz
calkowita liczby iteracji Nj, W analizie nieliniowej dla sity P = 8.8, dyskretyzacja 16x16

Test 1 kroku Analiza nieliniowa: P = 8.8
Element Max AP, I\ AP Nkrok Niter
MIX44, M1X42 0.90 7 0.80 11 45
MI1X44s, MIX42s 0.90 6 0.80 11 45
MI1X40, M1X40s, M1X38, MIX38s 0.95 7 0.55 16 51
SMIX24, SMIX24s 0.95 7 0.80 11 45
SMIX20 1.00 15 0.55 16 59
SMIX20s 0.95 7 0.55 16 59
SMIX16 0.09 20 0.08 110 457
SMIX16s 0.08 5 0.08 110 457
SMIX12, SMIX12s 0.08 5 0.08 110 357
HW47 0.80 10 0.80 11 62
HW29 0.80 9 0.80 11 61
EANS4 0.07 5 0.05 176 723
CAMel6 0.25 7 0.20 44 158

przesunig¢ U, v, w oraz pole obrotéw ¢, ¢, ¢, wzdtuz swobodnej krawedzi AB w plaszczyznie y = 0
(zaob. rys. 6.25). W celu zachowania odpowiedniej czytelno$ci wykresoOw zaprezentowano na nich tyl-
ko krzywe dla wybranych autorskich elementow powtokowych, stosujac podziat 16x16. W ksztalcie
krzywych opisujacych pola translacji nie zauwazono §ladu postaci pasozytniczych. Wystgpowanie
form pasozytniczych dostrzezono jednak w ksztalcie krzywych opisujgcych zmienno$é katéw obrotu
@ @y 1 @, (rys. 6.30d-F), w szczegolnosci dla elementow MIX40 i SMIX20. Tendencja do generowa-
nia form pasozytniczych w mniejszym stopniu jest widoczna réwniez w przypadku elementow o 8—
parametrowej interpolacji sktadowych membranowych MIX44, SMIX24 oraz elementu EANS4. Jed-
nak ze wzgledu na efekt przesztywnienia dla krzywych przesunieé¢ u, v, w (rys. 6.30a—c) uzyskanych
za pomocg tych elementéw zaobserwowano gorsza zgodno$¢ z krzywymi odniesienia (CAMel6) niz
w przypadku elementow MIX40 i SMIX20 o ubozszej interpolacji sktadowych membranowych. Po-
rownanie krzywych uzyskanych za pomoca elementéw mieszanych i czesciowo mieszanych wskazuje
na niewielki wptyw sposobu interpolacji sktadowych zgieciowych i zwigzanych z owinigciem na wy-
stepowanie form pasozytniczych. W przeciwienstwie do przyktadu utwierdzonej powtoki walcowej
(rys. 6.23) w przypadku swobodnej potsfery z otworem formy pasozytnicze nie majg wptywu na nieli-
niowe $ciezki deformacji (zob. rys. 6.27 i 6.29) i globalng deformacje powltoki, pokazang na rys. 6.28.

Do analizy wptywu wspotczynnika owiniecia a; na uzyskane wyniki wybrano element mieszany
MIX40, dla ktérego zaobserwowano formy pasozytnicze na rys. 6.30. W prezentacji wynikow ograni-
czono sie do pokazania wykreséw dla obrotowych stopni swobody, gdyz tylko na nich widoczna jest
tendencja do powstawania zeroenergetycznych form deformacji. Wplyw wspotczynnika o; na krzywe
opisujace zmiennos$¢ katow obrotu ¢y, ¢y | ¢, wzdtuz swobodnej krawedzi AB zaprezentowano na rys.
6.31, a na zmienno$¢ katéw obrotu ¢y, ¢, wzdhuz potudnika polsfery na rys. 6.32. Rys. 6.31 pokazuje,
ze w rozwazanym zadaniu wraz ze zwigkszaniem wspotczynnika owinigcia formy pasozytnicze sa
tlumione, jednak nie zostaja w pelni wyeliminowane. W wyniku zwigkszenia wartosci a; z 0.7 do 70
dochodzi do widocznej zmiany ksztattu krzywych, opisujacych zmiennos¢ katow obrotu ¢y i ¢y, Na
ksztalt zblizony do tego zaobserwowanego na rys. 6.30 w przypadku elementéw MIX44, SMIX24
i EANS4. Tymczasem ksztalt krzywych na rys. 6.32 wskazuje na to, ze do ustabilizowania form paso-
zytniczych na krawedzi wzdluz potudnika potsfery wystarcza wspotczynnik a; = 0.7.
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Rys. 6.30. Swobodna potsfera z otworem — krzywe translacji u, v, w oraz katéw obrotu gy, ¢y, ¢, na swobodnym
brzegu AB uzyskane za pomocg wybranych elementéw powtokowych dla P = 8.8 i ¢, = 0.7, siatka ES 16x16
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Rys. 6.31. Zmiana warto$ci katow obrotu ¢y, ¢, i ¢, wzdluz swobodnego brzegu AB polsfery z otworem w za-
leznosci od wartos$ci wspotczynnika owinigcia oy, dyskretyzacja 16x16 elementami MIX40
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Rys. 6.32. Zmiana warto$ci katow obrotu ¢y i ¢, wzdtuz potudnika swobodnej pétsfery z otworem w zaleznosci
od warto$ci wspolczynnika owiniecia oy, dyskretyzacja 16x16 elementami MI1X40
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W ostatnim etapie badan sprawdzono wptyw wspotczynnika owinigcia na zbiezno$¢ rozwigzan
uzyskanych za pomocg siatki 16x16 elementow MIX40. W tym celu wyznaczono maksymalny przy-
rost obcigzenia AP; w pierwszym kroku, maksymalny przyrost AP i catkowitg liczbe iteracji Nier W
analizie nieliniowej oraz wartosci ugi¢cia Ug punktu B dla dwoch poziomoéw obcigzenia. Uzyskane
wyniki dla szesciu warto$ci o poréwnano w tab. 6.24. W zakresie a;e[0.007,7] pomimo takiej samej
warto$ci AP; uzyskano roézne wartosci AP i duze réznice w catkowitej liczbie iteracji. W przypadku
a; =0.007, 0.7, 7 zmniejszenie AP byto konieczne ze wzgledu na brak zbieznosci w trakcie obliczen
prowadzonych z krokiem AP = 0.80. Prawdopodobnym powodem problemow ze zbieznoscig w trak-
cie analizy nieliniowej byla obecno$¢ form pasozytniczych, przyczyniajgca si¢ do niestabilnosci roz-
wigzania. W przypadku analiz ze wspoétczynnikiem oy > 70 zaobserwowano zwigkszenie maksymalne-
go przyrostu w pierwszym kroku oraz zmniejszenie calkowitej liczby iteracji. Zatem widoczna na rys.
6.31 czeSciowa stabilizacja form pasozytniczych spowodowata zauwazalng poprawe zbieznos$ci w
analizie nieliniowej. Jednak dla o; > 7 zaobserwowano réwniez nieznaczne usztywnienie deformacji
potsfery z otworem, zob. wartosci ug(P = 4.8) w tab. 6.24.

Tabela 6.24. Swobodna potsfera z otworem — wptyw wspotczynnika a; na: maksymalny przyrost obcigzenia APy
i liczbe iteracji N; w pierwszym kroku obliczeniowym, maksymalny przyrost obcigzenia AP, liczbg krokow Nyox
oraz catkowitg liczbg iteracji Nje W analizie nieliniowej (calkowita sita P = 8.8), warto$¢ przemieszczenia Ug
dla dwoch poziomdéw obcigzenia; podziat 16x16 elementami MIX40

O 0.007 0.07 0.7 7 70 700
Max AP, 0.95 0.95 0.95 0.95 1.05 1.20
Test 1 kroku
Ny 8 7 7 7 8 13
Analiza AP 0.20 0.80 0.55 0.40 0.8 11
nieliniowa Nirok 44 11 16 22 11 8
P=838 Niter 141 37 51 67 31 29
Ugiecie P=0.8 3.5833 3.5826 3.5825 3.5824 | 3.5813 3.5726
—Ug P=48 8.2322 8.2450 8.2244 8.2064 | 8.0872 7.9942

6.3.5. Wspornik ceowy obcigzony na konincu sitg skupiong

W dotychczasowych przyktadach analizowano powloki gladkie, tzn. bez przeci¢é. Jednak 6-
parametrowa nieliniowa teoria powlok w sposob szczegdlny predestynowana jest do analizy powtok
wieloptatowych, ze wzgledu na uj¢cie w naturalny sposob w ramach teorii szostego stopnia swobody
— owinigcia. Z tego powodu jako kolejny przyktad analizuje si¢ cienko$cienny wspornik ceowy jako
przyktad powloki z przecigciami. Zadanie to jest waznym testem opracowanych w rozprawie elemen-
tow powlokowych, gdyz pozwala sprawdzi¢ poprawno$¢ sformutowania elementu wyposazonego
w trzy obrotowe stopnie swobody. Analiza cienkos$ciennych powtok wieloptatowych jest trudna, gdyz
w trakcie ich deformacji dochodzi zazwyczaj do silnego sprze¢zenia stanu membranowego ze stanem
zgieciowym oraz stanem skretnym ukladu. Ponadto wystgpuje problem lokalnej utraty stateczno$ci
i jego wptywu na globalng stateczno$¢ konstrukeji, zob. np. [65, 67]. W przypadku powtok z geome-
trig zawierajgca ortogonalne potgczenia platdow moze dojs¢ rowniez do sztywnego przemieszczania si¢
duzych fragmentow konstrukcji. W trakcie takiej deformacji czgsto ujawnia sig¢ silna tendencja do blo-
kady rozwiazania przy catkowaniu pelnym.

Rozwazany przyktad zostal oryginalnie zaproponowany w pracy [203] jako belka swobodnie
podparta (przesuwnie wzdtuz potki dolnej i na wysokosci érodnika), obcigzona liniowo na krawedzi
polaczenia $rodnika z gorng potka. Jednak w zaproponowanym wariancie analiza tego zadania jest
bardzo trudna, gtéwnie ze wzgledu na skomplikowane $ciezki rownowagi. Z tego powodu w pracy
[70] zaproponowano uproszczony wariant tego zadania, z jednym koncem belki utwierdzonym (zob.
rys. 6.33), a drugim obciagzonym sita skupiong P, ktdra zastapiono obciazenie roztozone. W tym wa-
riancie przyktad ten byt analizowany jako test elementéw skonczonych m.in. w pracach [77, 98, 168,
239, 274, 332, 362]. Geometrie i wymiary wspornika ceowego zaprezentowano na rys. 6.33. W obli-
czeniach przyjeto nastepujace state materiatowe: E = 10" Ib/in®, v = 0.333 oraz obciazenie w postaci
P = /APt gdzie P.s=100 Ib. W analizie liniowej oraz nieliniowej zastosowano dyskretyzacje
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(2+6+2)x36, pokazang na rys. 6.33. Oznaczenie (2+6+2)x36 nalezy rozumiec¢ jako: (liczba elementow
na szerokos$ci b potki dolnej + liczba elementow na wysokosci srodnika + liczba elementow na szero-
kosci b potki gornej) x liczba elementow na dtugosci L wspornika.
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Rys. 6.33. Wspornik o przekroju ceowym: geometria, warunki brzegowe, podziat (2+6+2)x36

W rozwazanym zadaniu ze wzgledu na zastosowang siatke ES o kwadratowym ksztalcie ograni-
czono si¢ do prezentacji wynikow tylko dla elementéw z interpolacja okreslong we wspohrzednych
skorygowanych. W pierwszej kolejno$ci wyznaczono warto$ci przemieszczen Ua | Wa punktu A (zob.
rys. 6.33) w analizie liniowej dla mnoznika obcigzenia A = 10. Przesunigcia uzyskane za pomoca ele-
mentow mieszanych i cze§ciowo mieszanych poréwnano w tab. 6.25 z wartoSciami odniesienia uzy-
skanymi za pomocg elementow: HW47 [362], CAMe16 i EANS4. Wartosci blizsze podstawowemu
rozwigzaniu odniesienia (CAMel6) otrzymano w przypadku elementow o 6-parametrowej interpolacji
sktadowych membranowych (np. MIX40, SMIX20). Warto$¢ ugigcia Ua Wyznaczona za pomocg ele-
mentow MIX40, MIX38, SMIX20, SMIX12 byta minimalnie wigksza od wartosci odniesienia dla
elementu HWA47. Nieznacznie mniejsze przemieszczenia uzyskano w przypadku elementow o bogat-
szej interpolacji sktadowych membranowych (np. M1X44).

Tabela 6.25. Wspornik o przekroju ceowym — poréwnanie wartosci przemieszczen Up | Wa w punkcie przytoze-
nia sity uzyskanych w analizie liniowej dla 2 = 10 za pomocg autorskich elementéw powlokowych z wartoscia-
mi odniesienia otrzymanymi za pomocg elementoéw HW47, CAMel6 i EANS4, podziat (2+6+2)x36

element | CAMel6 | EANS4 | HWA47 | MIX44, | MIX40, | SMIX24, | SMIX20,
MIX42 | MIX38 | SMIX16 | SMIX12
Ua, IN 1.1604 1.1529 | 1.1537 | 1.1529 | 1.1540 1.1529 1.1540
—Wap, in | 2.4361 2.4308 - 2.4309 | 2.4316 2.4308 2.4315

W analizie nieliniowej zastosowano taka samg siatk¢ ES jak w analizie liniowej, co umozliwito
bezposrednie porownanie wynikow z rozwigzaniami z pracy [362] dla elementu HW47. Nieliniowe
$ciezki rownowagi A(Up) wyznaczone za pomoca elementéw mieszanych i czeSciowo mieszanych za-
prezentowano na rys. 6.34. Rozwigzania nieliniowe uzyskano stosujac sterowanie przemieszczeniem
kontrolnym ua w punkcie A (zob. rys. 6.33). Wartosci mnoznika obciazenia Agqan W punkcie granicz-
nym krzywej A(ua) oraz wartosci A obliczone dla czterech wybranych wartosci us za pomoca réoznych
elementow powltokowych zestawiono w tab. 6.26. Krzywe na rys. 6.34 oraz wartosci w tab. 6.26 po-
kazuja, ze w przypadku elementow mieszanych i czgsciowo mieszanych otrzymano rozwigzania prze-
sztywnione wzgledem podstawowego rozwigzania odniesienia wyznaczonego za pomoca elementow
CAMel6 oraz rozwiagzania z pracy [362]. Nieliniowe $ciezki deformacji uzyskane za pomocg autor-
skich elementow powtokowych sa do siebie zblizone, a niewielkie réznice migdzy nimi powoli rosng
wraz ze zwigkszaniem warto$ci przemieszczenia Ua. Warto$ci Agan Wskazuja na to, ze w poczatkowym
etapie deformacji decydujacg role odgrywa zginanie i dlatego w przypadku elementéw mieszanych
otrzymano nieznacznie lepsze wyniki niz dla elementéw czgsciowo mieszanych. Natomiast w dalszej
fazie deformacji najblizsze rozwigzaniu odniesienia wyniki otrzymano za pomocg elementow o uboz-
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szej interpolacji sktadowych membranowych (np. MIX40, SMIX20), poniewaz coraz wicksza role za-
czyna odgrywa¢ stan membranowy, zob. wartosci 4 wyznaczone dla ua =5 in w tab. 6.26. Podobnie
jak w poprzednich przyktadach, w przypadku elementow SMIX24 i SMIX16 uzyskano takie same
wyniki jak dla elementu EANS4. Ze wzgledu na problemy ze zbieznos$cig obliczenia za pomoca ele-
mentow MIX44 i MIX42 zostaty przerwane dla up = 4.4 in, w przypadku elementow MIX40 i MIX 38
dla up =5.4 in, a w przypadku elementu SMIX16 dla us = 3.0 in. Problemy ze zbiezno$cia zaobser-
wowano rowniez W [362], gdyz w przypadku elementu HW47 analize¢ nieliniowg udalo si¢ przepro-
wadzi¢ do wartosci Ua = 5.5 in, a w przypadku pozostatych typow elementow do wartosci Ua = 3.5 in.
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Rys. 6.34. Wspornik o przekroju ceowym — poroéwnanie nieliniowych $ciezek deformacji A(ua) uzyskanych
za pomocg autorskich elementéw powlokowych z rozwiagzaniami odniesienia, dyskretyzacja (2+6+2)x36

Tabela 6.26. Wspornik o przekroju ceowym —wartosci mnoznika obcigzenia Ag, W punkcie granicznym krzywej
A(ua) oraz warto$ci A uzyskane w analizie nieliniowej dla czterech warto$ci ugiecia U za
pomocg réznych elementow powtokowych, dyskretyzacja (2+6+2)x36

element | CAMel6 | EANS4 | HWA47 | MIX44, | MIX40 | MIX38 | SMIX24 | SMIX16 | SMIX20,

MIX42 SMIX12
ua=0.161in| 0.8970 | 0.9161 0.88 0.9161 | 0.9156 | 0.9156 | 0.9161 | 0.9161 | 0.9156
Agran 1.147 1.192 1.14 1.183 1.182 1.182 1.192 1.192 1.191

ua=10in | 0.9610 | 1.0478 0.97 1.0415 | 1.0333 | 1.0333 | 1.0478 | 1.0478 | 1.0399
ua=3.0in | 0.9937 | 1.1320 1.04 1.1249 | 1.1071 | 1.1071 | 1.1319 | 1.1320 | 1.1143
ua=5.0in | 1.0856 | 1.2672 1.16 - 1.1953 | 1.1952 | 1.2672 - 1.2301

Ze wzgledu na brak zbieznosci wynikow zaobserwowany dla siatki ES (2+6+2)x36 obliczenia
w zakresie nieliniowym powtorzono, stosujagc podzial (4+12+4)x72. Po zageszczeniu dyskretyzacji
w przypadku wszystkich typoéw elementow udato si¢ przeprowadzi¢ analiz¢ nieliniowa do zatozonej
wartosci Ua = 6.0 in. Nieliniowe $ciezki rownowagi A(Ua) Wyznaczone za pomoca autorskich elemen-
tow powlokowych poréwnano z krzywa otrzymang za pomocg elementow CAMel6 (podziat
(2+6+2)x36) na rys. 6.35. W wyniku zageszczenia podziatu otrzymano znacznie lepsza zbiezno$¢ wy-
nikdw z rozwigzaniem odniesienia, jednak na rys. 6.35 wciaz widoczna jest pewna réznica migdzy
krzywymi. Zdeformowang posta¢ wspornika o przekroju ceowym uzyskang w koncowej fazie analizy
nieliniowej (ua = 5.0 in) w przypadku dwoch wariantow dyskretyzacji porownano na rys. 6.36. W zde-
formowanej siatce widoczna jest lokalna deformacji pétki, ktora nie moze by¢ wiernie odwzorowana
za pomocg zbyt rzadkiej dyskretyzacji. Zaobserwowana na rys. 6.35 rozbiezno$¢ miedzy krzywymi
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$wiadczy o tym, ze siatka ES (4+12+4)x72 jest nadal zbyt mato ggsta, dlatego obliczenia powtdrzono
raz jeszcze dla podziatu (8+24+8)x144. W przypadku tej dyskretyzacji otrzymano bardzo dobrg zgod-
no$¢ wynikdéw z rozwigzaniem odniesienia.
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Rys. 6.35. Wspornik o przekroju ceowym — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji A(ua) uzyskanych za
pomocg autorskich elementow powtokowych z rozwigzaniami odniesienia, dyskretyzacja (4+12+4)x72

a) b)

Rys. 6.36. Poréwnanie deformacji wspornika o przekroju ceowym uzyskanej w analizie nieliniowej dla
przemieszczenia kontrolnego ua = 5.0 in: a) dyskretyzacja (2+6+2)x36, b) dyskretyzacja (4+12+4)x72

W celu oceny zbieznosci rozwigzan uzyskanych za pomoca opracowanych elementow miesza-
nych i czgéciowo mieszanych w tab. 6.27 podano catkowitg liczbe iteracji rownowagi Nier potrzebng
do osiggniecia przemieszczenia kontrolnego ua = 3.0 w analizie nieliniowej. Wartos¢ ua = 3.0 wybra-
no ze wzgledu na brak zbieznosci zaobserwowany dla tej wartosci w przypadku elementu SMIX16.
Catkowitg liczbe iteracji Njer Uzyskano w 24 krokach obliczeniowych, stosujac sterowaniem prze-
mieszczeniem ze zmiennym przyrostem parametru kontrolnego. Wyniki w tab. 6.27 pokazuja, ze naj-
mniejszej liczby iteracji rownowagi wymagaly obliczenia za pomoca elementu SMIX20 i w dalszej
kolejnosci elementow MIX40 i MIX38. W przypadku wszystkich autorskich elementow powloko-
wych potrzebnych bylo mniej iteracji niz w przypadku dotychczasowych elementéw EANS4 i
CAMel6, sformutowanych w ramach teorii 6-parametrowe;j.
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Tabela 6.27. Wspornik o przekroju ceowym — catkowita liczby iteracji N, W analizie nieliniowej prowadzonej
do ua = 3.0 w przypadku réznych elementéw powlokowych, dyskretyzacja (2+6+2)x36

CAMel6 | EANS4 | MIX44, | MIX40, | SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
MIX42 | MIX38

Niter 99 122 85 66 72 63 82 80

6.4. Podsumowanie rozwigzan testow liniowych i nieliniowych

Ponizej dokonano podsumowania wynikow uzyskanych w zadaniach testowych w zakresie linio-
wym oraz nieliniowym. Na jego podstawie wybrano najlepszy typ elementu hybrydowo-mieszanego
do analizy powtok izotropowych.

W analizowanych przyktadach dla nastepujacych par elementow: MIX44 i MIX42, MIX40 i
MIX38, SMIX24 i SMIX16 oraz SMIX20 i SM1X12 uzyskano takie same lub bardzo zblizone wyniki.
Swiadczy to o tym, ze zastosowany sposob interpolacji niezaleznych odksztalcen i uogélnionych na-
prezen w przypadku sktadowych $cinania poprzecznego oraz sktadowych zwigzanych z owinigciem
ma bardzo niewielki wptyw na uzyskane wyniki. W analizach liniowych i nieliniowych otrzymano, ze
wyniki blizsze warto$ciom odniesienia daje zastosowanie elementdw z ubozszg 6-parametrowa inter-
polacja sktadowych membranowych (MIX40, MIX38, SMIX20 i SMIX12). Natomiast w zadaniach,
w ktorych znaczaca role odgrywato zginanie nieznacznie lepszg zgodnos$¢ wynikow uzyskano w przy-
padku elementéw mieszanych w poréwnaniu do elementdw czgsciowo mieszanych. W zwigzku z tym
najlepsze rozwigzania w zadaniach testowych otrzymano za pomoca elementow MIX40 i MIX38.

W zadaniach z nieregularng siatk¢ ES porownywano wyniki uzyskane za pomocg elementow z in-
terpolacja niezaleznych odksztalcen i uogoélnionych naprezen zdefiniowang we wspotrzednych sko-
$nych z warto$ciami otrzymanymi za pomoca elementéow z interpolacja okreslona we wspotrzednych
skorygowanych. W liniowych testach dystorsji siatki oraz membranie Cooka korzystniejsze wyniki
uzyskano w przypadku zastosowania wspotrzednych skosnych. Jednak w przyktadzie o zakrzywionej
geometrii — potsferze z otworem w ramach analizy liniowej lepsze wyniki dato zastosowanie wspot-
rzednych skorygowanych, w szczeg6lnosci dla ubogich dyskretyzacji. Podobnie w testach nielinio-
wych: utwierdzonej powtoce walcowej z dystorsja siatki oraz potsferze z otworem minimalnie lepsze
wyniki uzyskano w przypadku uzycia wspotrzgdnych skorygowanych zamiast wspotrzednych sko-
$nych. Biorge pod uwagg, ze w rozdziale siodmym analizowane beda nieliniowe zadania testowe pod-
jeto decyzje o zastosowaniu elementu z interpolacja okreslong we wspoétrzednych skorygowanych.

W testach nieliniowych oceniono réwniez zbiezno$¢ rozwigzan otrzymanych za pomocg opraco-
wanych elementow powlokowych. W przypadku elementéw mieszanych oraz czgsciowo mieszanych
B (SMIX24 i SMIX20) mozliwe bylo zastosowanie duzych przyrostow, a obliczenia z ich pomocg
wymagaly znaczaco mniejszej liczby iteracji niz w przypadku stosowanych do tej pory elementow
EANS4 i CAMel6 w ramach teorii 6—parametrowej. W celu syntetycznej oceny opracowanych ele-
mentow powtokowych w tab. 6.28 zestawiono liczbg iteracji uzyskana w analizowanych przyktadach
nieliniowych. Biorac pod uwage sumaryczng liczbe iteracji ze wszystkich zadan testowych, najko-
rzystniej wypadaja elementy mieszane MIX40 i MIX38 oraz element cze$ciowo mieszany
SMIX20.Jedynie w przyktadzie polsfery z otworem w obliczeniach za pomoca tych elementow po-
trzebnych byto nieznacznie wigcej iteracji, co mozna thumaczy¢ sktonnoscig do form pasozytniczych,
gdyz po zwigkszeniu o, liczba iteracji znaczaco zmalata, zob. tab. 6.24.

Podsumowujac, zarowno w kryterium doktadnosci obliczen jak i kryterium zbiezno$ci rozwigzan
najkorzystniej wypadajg elementy MIX40 i MIX38. Natomiast sposrod elementéw cze$ciowo miesza-
nych najlepszymi wynikami oraz zbieznos$cia obliczen charakteryzuje si¢ element SMIX20. W nieli-
niowych zadaniach testowych, w ktérych zaobserwowano réznice w wynikach uzyskanych za pomoca
elementow MIX40 i MIX38, minimalnie blizsze rozwigzaniu odniesienia bylo rozwigzanie wyznaczo-
ne za pomocg elementow MIX38. Dodatkowo, w przypadku elementu MIX38 potrzebna jest mniejsza
liczba niezaleznych parametrow niz w przypadku elementu MIX40, co korzystnie wptywa na czas
prowadzonych obliczen. W zwiazku z tym sposréd opracowanych elementow jako najlepszy w wyko-
nanej analizie jednorodnych powlok izotropowych wybrano element mieszany MIX38. Na tej podsta-
wie element ten wytypowano do analizy powlok o funkcyjnej zmienno$ci materiatu wzdhuz grubo$ci
powloki w rozdziale siodmym rozprawy.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Karol Daszkiewicz: Rodzina elementow hybrydowo-mieszanych w 6-parametrowej teorii powtok ...

117

Tabela 6.28. Porownanie liczby iteracji Ny potrzebnych w nieliniowych zadaniach testowych
w przypadku autorskich elementéw powlokowych

Test | Tabela | EANS4 | MIX44 | MIX42 | MIX40 | MIX38 | SMIX24 | SMIX20 | SMIX16 | SMIX12
6.3.1| 6.11 73 17 17 17 17 16 16 154 154
6.3.2| 6.15 5072 76 76 54 54 77 55 11181 6251
6.3.3 | 6.19 118 101 101 101 101 97 97 108 108
6.34 | 6.24 723 45 45 51 51 45 59 457 357
6.35| 6.27 122 85 85 66 66 72 63 82 80
Suma 6108 324 324 289 289 307 290 11982 6950

W wykonanych testach w przypadku elementéw o 6-parametrowej interpolacji sktadowych mem-
branowych (np. elementu MI1X38) zaobserwowano wickszg tendencje do generowania postaci paso-
zytniczych widocznych na obrotowych stopniach swobody. Przyklad powloki walcowej pokazuje, ze
dla matych warto$ci wspdtczynnika owinigcia formy pasozytnicze moga doprowadzi¢ nawet do
otrzymania nieliniowej $ciezki rownowagi rozbieznej z rozwigzaniem odniesienia. W zwigzku z tym
w przypadku zastosowania elementow o ubozszej interpolacji sktadowych membranowych konieczne
jest kontrolowanie wystgpowania form pasozytniczych, ktérych pojawienie si¢ najczgsciej zwigzane
jest z pogorszeniem zbieznosci rozwigzania. Ponadto, w obliczeniach za pomocg tych elementéw za-
leca si¢ stosowanie wartosci a; > 0.7, gdyz dla nich nie odnotowano negatywnego wptywu sktonno$ci
do form pasozytniczych na deformacj¢ powtoki. Jednak nalezy wzia¢ rowniez pod uwage, ze przyjecie
duzych wartosci wspotczynnika o moze powodowaé przesztywnienie deformacji [67], dlatego war-
to$¢ 0.7 wyznaczona w pracy [72] i zastosowana w rozprawie wydaje si¢ optymalna.


http://mostwiedzy.pl




A\ MOST

Karol Daszkiewicz: Rodzina elementow hybrydowo-mieszanych w 6-parametrowej teorii powlok ... 119

Rozdziat 7

PRZYKLADY ANALIZY POWLOK O FUNKCYJNEJ ZMIENNOSCI
MATERIALU WZDtLUZ GRUBOSCI

7.1. Uwagi wstepne

W niniejszym rozdziale zaprezentowano wyniki analiz powlok o funkcyjnej zmiennosci materiatu
wzdluz grubo$ci w zakresie geometrycznie nieliniowym. Obliczenia wykonano za pomoca autorskich
elementow hybrydowo—mieszanych opisanych w rozdziale pigtym rozprawy. Do interpolacji drugiej
czesci niezaleznych odksztalcen zastosowano w nich macierz Ny dang wzorem (5.68). Analiz¢ nieli-
niowa przeprowadzono dla przyktadow powltok FGM, ktére w pracach autora niniejszej rozprawy [45,
91] zostaly przeanalizowane odpowiednio za pomoca elementow CAMel6 i EANS4. Podczas gdy
w pracy [45] przyjeto statg wartos¢ korekcyjnego wspotczynnika $cinania as = 5/6, w niniejszej roz-
prawie warto$¢ as wyznaczono w sposob opisany w podrozdziale 4.5 na podstawie wzoru (4.31). Jed-
ng z catek w tym wzorze obliczono stosujac catkowanie numeryczne wzdhuz grubosci (zob. Dodatek
C.1). W celu zweryfikowania poprawnosci autorskiej procedury do obliczania wspotczynnika as Uzy-
skane warto$ci porownano w tab. 7.1 z warto$ciami odniesienia z pracy [231]. W tab. 7.1 zaprezento-
wano warto$ci wyznaczone za pomoca 5,7 1 9—punktowej kwadratury Gaussa oraz Lobatto dla rdz-
nych kombinacji warto$ci wyktadnika n i stosunku E/E,. W przypadku 7 i 9—punktowej kwadratury
otrzymano bardzo dobrg zgodno$¢ z warto§ciami odniesienia. Biorgc pod uwage wartosci z tab. 7.1,
do obliczania as zastosowano w niniejszym rozdziale 7—punktowg kwadratur¢ Gaussa.

Tabela 7.1. Poréwnanie wartosci korekcyjnych wspotczynnikoéw $cinania obliczonych z wykorzystaniem
kwadratury Gaussa i kwadratury Lobatto (ng — liczba punktow catkowania) dla réznych wartosci
wyktadnika n i stosunku modutéw Younga E./E, z warto§ciami odniesienia z pracy [231]

Wartoéci Kwadratura Gaussa Kwadratura Lobatto
" E/En | odniesienia [231] | n,=5 ng=7 ng=9 ng=5 ng=7 ng=9
g g g g g g
0 5 0.8333 0.8333 0.8333 0.8333 0.8333 0.8333 0.8333
0.2 8 0.8445 0.8444 0.8445 0.8445 0.8448 0.8445 0.8445
04 2 0.8411 0.8411 0.8411 0.8411 0.8412 0.8411 0.8411
2 2 0.8095 0.8095 0.8095 0.8095 0.8095 0.8095 0.8095
3 20 0.6498 0.6501 0.6499 0.6500 0.6536 0.6498 0.6500
4 4 0.7248 0.7244 0.7247 0.7247 0.7225 0.7246 0.7247
6 0.6595 0.6600 0.6596 0.6595 0.6584 0.6598 0.6595
8 0.7563 0.7567 0.7564 0.7565 0.7599 0.7563 0.7565
15 5 0.7293 0.7261 0.7295 0.7290 0.7263 0.7293 0.7291
20 15 0.5780 0.5695 0.5801 0.5774 0.5686 0.5793 0.5777

W zadaniach testowych zatozono, ze jedna powierzchnia powtoki FGM jest wykonana z materia-
hu ceramicznego, a druga z metalu. W obliczeniach przyjeto stata wartos¢ wspotczynnika Poissona
v = 0.3 na gruboséci powloki, modut Younga E. = 1.51x10° dla materialu ceramicznego oraz wartoé
En=0.7x10° dla metalu. W przypadku statej N osrodka Cosseratow uzyto nastgpujacej domysinej

wartosci N = \E/ 2, dla ktorej u, = 0 (zob. tab. 4.2). Natomiast warto$¢ dtugosci charakterystycznej |

uzalezniono od grubosci powtoki zgodnie z relacja | = 0.01hy z wyjatkiem przyktadow, w ktorych ba-
dano wptyw dtugos$ci charakterystycznej na wyniki.

W pierwszych dwodch zadaniach testowych zbadano wptyw statych osrodka Cosseratow oraz wy-
ktadnika n w prawie potegowym na uzyskane rozwigzania. W analizie parametrycznej obliczenia wy-
konano dla nastepujacych warto$ci wyktadnika n = {0; 0.5; 2.0; 10°}. Graniczne wartosci 0 i 10° cha-
rakteryzuja odpowiednio powloke z materiatu ceramicznego i powtoke z metalu. W dwoch kolejnych
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przyktadach: czaszy opartej na rzucie kwadratu oraz wsporniku skrzynkowym skupiono si¢ na porow-
naniu wynikow uzyskanych w przypadku zastosowania réwnan konstytutywnych wyznaczonych
wzgledem powierzchni §rodkowej z tymi otrzymanymi w przypadku uzycia rownan konstytutywnych
sformutowanych wzgledem powierzchni neutralnej. Badania ograniczono do wariantu powtoki FGM,
w ktorym oczekiwano najwiekszych roéznic migdzy tymi podej§ciami. W tym celu okreslono wartos¢

wyktadnika n_, = «jZEC | E,, =2.077, dla ktorej odlegtos¢ {p (4.34) miedzy powierzchnia Srodkowa

i powierzchnig neutralng jest najwicksza. Na tej podstawie obliczenia przeprowadzono dla powtoki
FGM opisanej za pomoca wyktadnika n = 2.0 — warto$ci w przyblizeniu rownej Npyax.

7.2. Rozciggana swobodna powtoka cylindryczna

Jako pierwszy przyklad przeanalizowano cienkg powloke cylindryczng o swobodnych brzegach,
obcigzong parg samozrownowazonych sit rozciagajacych (rys. 7.1). Zadanie to jest popularnym testem
efektywnos$ci elementow skonczonych, ktéore w przypadku powlok izotropowych byto analizowane
m.in. w [134, 190, 294, 369], natomiast w przypadku powtok FGM w pracach [11, 45, 91]. Podobnie
jak w tych pracach przyjeto, ze wewnetrzna powierzchnia cylindra jest wykonana z metalu, a ze-
wnetrzna z materialu ceramicznego. W obliczeniach wykorzystano potrojna symetri¢ zadania, rozwa-
zajac jedynie 1/8 cylindra z zadanymi warunkami symetrii na trzech brzegach (zob. rys. 7.1). Obcia-
zenie silg skupiong zdefiniowano w postaci: P(1) = APy, gdzie P = 2.5-10°. Dla analizowanej 1/8
konstrukcji zastosowano regularng siatk¢ ES 32x32, pokazang na rys. 7.1. W zadaniu przyjeto naste-
pujace wymiary geometryczne: R = 4.953, L = 10.35 oraz grubos$¢ powtoki hy = 0.094.

Rys. 7.1. Rozciggana swobodna powltoka cylindryczna: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 32x32 ES

W rozdziale szostym rozprawy pokazano, ze najlepsze wyniki w analizie powtok izotropowych
uzyskano za pomocg elementu mieszanego MIX38. Jednak w obliczeniach za pomocg tego elementu,
w przypadku przyj¢cia malej wartosci wspotczynnika a; zaobserwowano tendencj¢ do powstawania
form pasozytniczych. W przypadku powlok FGM w prawie konstytutywnym nie wystepuje wspot-
czynnik ay, jednak w podrozdziale 4.3.3 pokazano, ze gdy zatozy si¢ rownowazno$¢ zwiazkow konsty-
tutywnych to migdzy o 1 dtugoscia charakterystyczna | istnieje zwiazek opisany wzorem (4.16). Na
jego podstawie mozna np. wyznaczy¢, ze zatozonej w rozdziale szostym wartosci oy = 0.7 odpowiada
warto$¢ I/hg = 0.17h,. Jednak dtugos¢ charakterystyczna jako stata materialowa moze przyjmowac sze-
roki zakres wartosci od bardzo matych w przypadku materiatéw jednorodnych do duzych wartosci dla
materialow niejednorodnych. Ze wzgledu na brak danych eksperymentalnych dotyczacych wartosci
dtugosci charakterystycznej dla materiatdw FGM, przeprowadza si¢ analize parametryczng dla naste-
pujacych wartosci 1/hg = {0.01; 0.1; 1.0; 10.0}. Biorac pod uwage mozliwos¢ wystapienia form paso-
zytniczych w przypadku elementu MIX38, obliczenia wykonano réwniez za pomocg elementu mie-


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Karol Daszkiewicz: Rodzina elementéw hybrydowo-mieszanych w 6-parametrowe;j teorii powlok ... 121

szanego MIX42. Nieliniowe $ciezki rownowagi dla przemieszczen: Wa W punkcie A (zob. rys. 7.1)
i Ug W punkcie B, uzyskane dla roznych wartosci | poréwnano na rys. 7.2. Krzywe wyznaczono dla
powlok FGM scharakteryzowanych za pomoca warto$ci wyktadnika n = 0.5 i n = 2.0. Na wszystkich
wykresach zaobserwowano, ze przyjecie 1/hy = 10.0 powoduje usztywnienie deformacji powtoki cy-
lindrycznej, podobnie jak w przypadku powlok izotropowych, zob. np. [47]. W analizach za pomoca
elementow MIX38 i MIX42 otrzymano bardzo zblizone wyniki, z wyjatkiem krzywych uzyskanych
dla wariantu I/hy = 0.01. W przypadku elementu MIX38 zaobserwowano zniknigcie przegigcia krzy-
wej rozwigzania w wyniku narastania form pasozytniczych widocznych na obrotowych stopniach
swobody. Dalsze analizy wtasne dotyczace powtok FGM wykazaly, ze tendencja do generowania
form pasozytniczych w obliczeniach za pomoca elementu MIX38 wystepuje rowniez w innych zada-
niach testowych dla I/hy < 0.1. Ze wzgledu na to, ze w analizowanym zadaniu element MIX38 nie daje
poprawnych wynikow dla catego rozwazanego zakresu warto$ci dtugosci charakterystycznej, w dal-
szej czesci rozdziatu do obliczen zastosowano element mieszany MIX42. Element ten wybrano spo-
$rod autorskich elementow o bogatszej interpolacji sktadowych membranowych jako element zapew-
niajgcy wysoka doktadnos$¢ i zbieznos¢ rozwigzan nieliniowych.

a) MIX38, n=05 —u b) MIX42, n=05

5 Wa B 5 Wa )
] /h=10.0 1/h=10.0 1, 7(,
o o Uh=10 Uh,=1.0
4__ U_ | | é 4_7 0 O 0
—— 1/h=01 h —— I/h=01
| &= -0 ih=0.01 ‘m | = - #n=0.01
3 ﬁ 3
~< - ~ -
2— .
1
0‘?“'_7) T | T | T T T |
0 4 5 4 5
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Rys. 7.2. Rozciggana swobodna powtoka cylindryczna — wptyw dlugosci charakterystycznej | na nieliniowe
$ciezki rownowagi A(W,a), A(Ug) wyznaczone za pomocg elementow MIX38 i MIX42 dla dwdch warto$ci
wykltadnika n: a), b) n = 0.5; ¢), d) n = 2.0, obliczenia wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia
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Nastepnie zbadano wptyw wyktadnika w prawie poteggowym n na nieliniowe $ciezki rownowagi
dla przemieszczen Wy i Ug (zob. rys. 7.3). Nieliniowe rozwigzania wyznaczono stosujac rownania kon-
stytutywne wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia i domys$lne warto$ci statych osrodka Cosse-
ratow N =\/§/ 2 i 1=0.01hy. W poczatkowej fazie deformacji, w ktorej dominuje stan zgigeciowy,
mozna zaobserwowac duze, prawie sztywne ruchy fragmentéw powtoki cylindrycznej. W trakcie fazy
przejsciowej, widocznej na wykresie w postaci przegigcia krzywej, dochodzi do zapadnigcia si¢ po-
wierzchni bocznych cylindra. Natomiast w koncowej fazie analizy nastepuje usztywnienie deformacji
powloki, gdyz cylinder jest glownie rozciggany, a dominujaca role zaczyna odgrywaé sztywno$¢
membranowa. Rysunek 7.3 pokazuje, ze w obliczeniach otrzymano dobra zgodnos¢ wynikow z krzy-
wymi odniesienia z pracy [11]. W tej pracy otrzymano nieznacznie sztywniejsza odpowiedz konstruk-
cji w fazie przejsciowej i koncowej niz w rozwigzaniach wtasnych. Analizy wlasne wykazaly bardzo
dobrg zgodno$¢ migdzy nieliniowymi $ciezkami deformacji otrzymanymi za pomocg elementu
MIX42, a §ciezkami deformacji zaprezentowanymi w pracach [45, 91] uzyskanymi odpowiednio za
pomocg elementow CAMel6 i EANS4. W przypadku powtoki FGM opisanej wyktadnikiem n = 2.0
sprawdzono, ze wykonanie obliczen wzgledem $rodkowej powierzchni odniesienia dato bardzo zbli-
zone wyniki do tych uzyskanych wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia (rys. 7.3). Na rys. 7.3
zaobserwowano ponadto, ze wraz ze zwigkszaniem warto$ci wyktadnika n w prawie potegowym
zmniejsza si¢ sztywnos$¢ powtoki cylindrycznej. W zwigzku z tym na krawedzi AB cylindra, w plasz-
czyznie symetrii y =0.5L (zob. rys. 7.1), najwicksze warto$ci przemieszczen U i W Otrzymano w przy-
padku przyjecia n = 10° (zob. rys. 7.4). Rysunek 7.4 pokazuje rowniez, ze wartos¢ wyktadnika n ma
wigkszy wplyw na przemieszczenie poziome U, gdyz w przypadku ugigcia w wptyw n zaobserwowano
jedynie w otoczeniu punktu A. W przypadku powlok FGM (n=0.5 n=2.0) otrzymano ten sam
ksztalt $ciezek deformacji (rys. 7.3) oraz ksztatt deformacji wzdtuz krawedzi AB (rys. 7.4) jak dla po-
wiok izotropowych (n = 0i n = 10°).

5_
| o-e-0 2x2e81[11]
—— =0
4= - = n=0.5
41 v v ¥ p=20 (Srodkowa)
3] n=2.0
—a—a p=10°
r< -
2_
‘I_
il N=72, 1/ =001
0o——T— 1 ~ 1 1 T 1 T 1 T T T T T T T ]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45 5.0
przemieszczenia

Rys. 7.3. Rozciggana swobodna powtoka cylindryczna — poréwnanie nieliniowych $ciezek deformacji
A(Wa), A(Up) z rozwigzaniem odniesienia z pracy [11] dla czterech warto$ci wyktadnika n,
obliczenia wykonano wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia
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Rys. 7.4. Rozciggana swobodna powtoka cylindryczna — wptyw wartosci wyktadnika n na przesunigcia u i w
na krawedzi AB (w ptaszezyznie y =0.5L, zob. rys. 7.1), deformacj¢ wyznaczono wzgledem
neutralnej powierzchni odniesienia dla mnoznika A = 1.0

W celu doktadniejszej oceny wptywu dtugos$ci charakterystycznej, warto§ci mnoznika obcigzenia
A obliczone dla trzech zadanych warto$ci ugigcia Wa w przypadku trzech wariantéw stosunku 1/hg po-
réwnano w tab. 7.2. Wartosci A zaprezentowane dla dwoch wariantow powtoki FGM (n = 0.5, n = 2.0)
pokazuja, ze gdy dtugos¢ charakterystyczna spetnia warunek | < hy, ma niewielki wptyw na uzyskane
wyniki. Dopiero w wariancie I/hy =10 zaobserwowano znaczace zwigkszenie sztywnosci powtoki
FGM, szczegodlnie widoczne w fazie przejsciowej dla wa = 2.5, przejawiajace si¢ zniknigciem przegie-
cia krzywej (zob. rys. 7.2). Warto$ci zestawione w tab. 7.2 umozliwiajg rowniez doktadne poréwnanie
wynikow otrzymanych za pomocg roéwnan konstytutywnych okreslonych wzgledem neutralnej i $rod-
kowej powierzchni odniesienia powtoki. W poczatkowej fazie deformacji (W < 2.0) minimalnie wigk-
sze wartosci mnoznika A uzyskano w podejéciu warstwy neutralnej. Jednak juz w fazie przej$ciowej
(wa = 2.5) dla | < hy wigksze wartosci A otrzymano w analizach wzgledem warstwy $rodkowej. Na ko-
niec zbadano wplyw drugiej stalej osrodka Cosseratow N na uzyskane wyniki. Ze wzgledu na to, ze
najwickszy wptyw stalej N zaobserwowano w fazie przejsciowej deformacji na rys. 7.5 poréwnano
warto$ci P/Pg obliczone dla ugiecia Wa = 2.5 w przypadku réznych warto$ci wyktadnika n. Na wykre-
sie zaprezentowano krzywe P/P, dla zakresu wartosci N € (0;1) znormalizowane wzgledem wartosci

odniesienia P, obliczonej dla N =\/§/2. Na rys. 7.5 zaobserwowano, ze stata N w szerokim zakresie
wartoéci N € <0.05;O.9> nie ma praktycznie wptywu na wyniki. Jedynie dla wartosci N bliskich zeru

otrzymano spadek sztywnosci powtoki oraz dla wartosci N = 1 nieznaczny wzrost wartosci P/Py. Ry-
sunek 7.5 pokazuje, ze warto$¢ wyktadnika n nie ma wptywu na uzyskang zalezno$¢ P/Po(N).

Tabela 7.2. Rozciggana swobodna powtoka cylindryczna — wptyw dlugosci charakterystycznej | i wyboru
powierzchni odniesienia na warto$¢ mnoznika obcigzenia A obliczonego dla trzech warto$ci
ugiecia Wa w przypadku dwoch wariantow powtoki FGM (n = 0.5, n = 2.0)

Wa powierzchnia n=0.5 n=2.0
odniesienia | | =0.01h, I = ho [=10h, | 1=0.01hy | I=h, | = 10h,
o neutralna 0.15060 | 0.15073 | 0.15389 | 0.12326 | 0.12336 | 0.12597
srodkowa 0.15030 | 0.15043 | 0.15357 | 0.12286 | 0.12296 | 0.12555
20 neutralna 0.76590 | 0.76862 | 0.81185 | 0.62506 | 0.62725 | 0.66238
srodkowa 0.76301 | 0.76570 | 0.80853 | 0.62133 | 0.62348 | 0.65808
- neutralna 2.32411 | 2.33713 | 2.89169 | 1.88125 | 1.89235 | 2.33213
srodkowa 2.32554 | 2.33801 | 2.87672 | 1.88176 | 1.89233 | 2.31314
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Rys. 7.5. Rozciagana swobodna powloka cylindryczna: wptyw statej N osrodka Cosseratow na warto$¢ sity P
obliczonej dla ugigcia Wa = 2.5 i trzech warto$ci wyktadnika n, Py — warto$¢ odniesienia sity wyznaczona

dla N =42 / 2, obliczenia przeprowadzono wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia

7.3. Chtodnia kominowa (hiperboloida)

Przyktad powtoki w ksztatcie chtodni kominowej obcigzonej dwoma parami sit samozréwnowa-
zonych zostat zaproponowany w pracy [20]. Zadanie to stanowi wymagajacy test powtokowych ele-
mentow skonczonych, ze wzgledu na wystgpujace w trakcie deformacji duze przemieszczenia i obro-
ty. Przyktad chtodni kominowej analizowano w przypadku powtok jednorodnych, izotropowych [24,
367], jednak gtownie w przypadku powtok warstwowych, zob. np. [12, 20, 137, 348, 371]. Analizy te-
go zadania w przypadku powloki FGM podj¢to si¢ w pracy autora niniejszej rozprawy [45]. Geome-
tri¢ rozwazanej hiperboloidy jednopowlokowej pokazano na rys. 7.6. W obliczeniach wykorzystano
potréjng symetri¢ zadania, rozwazajac jedynie 1/8 chtodni kominowej o wysokosci H = 20.0 i grubo-
$ci hy = 0.04. Zmiane promienia hiperboloidy wzdtuz osi obrotu y (rys. 7.6) opisuje wzor

R(Y) =7.5a/1+ 3(z/20)°, (7.1)

zgodnie z ktorym wartosci promienia hiperboloidy na obu koncach wynosza R; = 7.5, R, = 15. Na rys.
7.6 zaprezentowano réwniez warunki podparcia i sposob obcigzenia chtodni kominowej sitami sku-
pionymi okreslonymi nastepujgco: P(A) = APy, Prs = 5.0. W obliczeniach zatozono, ze wewngtrzna
powierzchnia hiperboloidy jest wykonana z metalu, a zewngtrzna z materialu ceramicznego. Dla ana-
lizowanej 1/8 chtodni kominowej zastosowano regularng siatk¢ ES 3030 (zob. rys. 7.6).

Obliczenia nieliniowe przeprowadzono wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia, stosujac
sterowanie obcigzeniem i przyjmujac: N =2 / 2 i 1=0.01ho. Analiza tego przyktadu potwierdzita
bardzo dobra zbieznos$¢ rozwigzan w przypadku autorskiego elementu mieszanego MIX42, gdyz wy-
konanie obliczen do wartosci mnoznika A = 1500 byto mozliwe w dwdch krokach obliczeniowych
w ktorych potrzebnych bylo tacznie 9 iteracji rownowagi. Wptyw wyktadnika w prawie potegowym n
na nieliniowe $ciezki rownowagi dla przemieszczen: Wa W punkcie A (zob. rys. 7.6) i ug w punkcie B
zaprezentowano na rys. 7.7. Uzyskane $ciezki deformacji poréwnano z krzywymi odniesienia z pracy
[45], wyznaczonymi za pomoca dwukrotnie gestszej siatki 60x60 elementow EANS4. Rysunek 7.7
pokazuje, ze w analizowanym zakresie deformacji otrzymano dobrg zgodno$¢ wynikow z krzywymi
odniesienia. Zatem zastosowany w obliczeniach podziat 30x30 ES jest wystarczajaco gesty. W obli-
czeniach dla wyktadnika n = 2.0 wzgledem $rodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia uzyskano
praktycznie nierozréznialne krzywe (zob. rys. 7.7). Na wykresach przedstawionych na rys. 7.7 i 7.8
widaé, ze wraz ze zwiekszaniem warto$ci wyktadnika n rosng warto$ci przemieszczen W i Ug, a wiec
podatno$¢ analizowanej chtodni kominowej. W zwigzku z tym na krawedzi AB hiperboloidy (zob. rys.
7.6), w plaszczyznie symetrii Xz, najwicksze wartoéci przemieszczen u i w otrzymano dla n = 10° (zob.
rys. 7.8). Zaleznos¢ ta wynika z tego, ze wraz ze zwigkszaniem warto$ci N w powltoce FGM rosénie
zawarto$¢ metalu o mniejszym zatozonym module Younga E, = 0.7x10° niz dla materiatu ceramicz-
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nego (E. = 1.51x10°%). Ponadto rys. 7.8 pokazuje, ze wyktadnik n ma wigkszy wptyw na przemieszcze-
nie pionowe W niz na przemieszczenie poziome U. W przypadku powlok FGM (n=0.5, n=2.0)
otrzymano ten sam ksztalt §ciezek deformacji (rys. 7.7) oraz ten sam ksztatt deformacji wzdtuz krawe-
dzi AB (rys. 7.8) jak dla powlok jednorodnych, izotropowych (n = 0 i n = 10°).

ptaszczyzna
symetrii

Rys. 7.6. Chtodnia kominowa: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 30x30 ES
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Rys. 7.7. Chtodnia kominowa: wptyw wykladnika n na nieliniowe $ciezki deformacji A(ug), A(Wa), porownanie

krzywych z rozwigzaniami odniesienia z pracy [45], obliczenia wykonano wzgledem neutralnej

powierzchni odniesienia za pomoca siatki ES 30%30
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Rys. 7.8. Chtodnia kominowa — wptyw wartosci wyktadnika n na przesunigcia u i w na krawedzi AB
(w ptaszczyznie symetrii y =0, zob. rys. 7.6), deformacje wyznaczono wzgledem neutralnej
powierzchni odniesienia dla mnoznika A = 1500

Nastepnie zbadano wptyw statych osrodka Cosseratow | i N na deformacje powtoki. W tym celu
na rys. 7.9 zaprezentowano zalezno$¢ znormalizowanego ugiecia Wa/Wao od wartosci statych | i N.
Warto$ci Wa obliczono wzgledem $rodkowej powierzchni odniesienia dla mnoznika obcigzenia
A =1500. Na rys. 7.9a zaobserwowano, ze dla | <h, dtugo$¢ charakterystyczna praktycznie nie ma
wpltywu na deformacje powtoki. W wariancie I/hg = 10 otrzymano jedynie nieznaczne zmniejszenie
warto$ci Wy, dlatego nieliniowg analize przeprowadzono réwniez dla wariantu 1/hy = 100, w ktorym
efekt zwigkszenia sztywnosci powtoki FGM jest znacznie bardziej widoczny. Tymczasem na wykresie
dla statej N (zob. rys. 7.9b) minimalne usztywnienie deformacji chtodni kominowej zaobserwowano
jedynie dla wartosci N = 1. W przypadku hiperboloidy stata N ma znacznie mniejszy wptyw na wyniki
niz w przyktadzie rozciaganej powltoki cylindrycznej. Analiza réwnan konstytutywnych (4.54) i (4.55)
wskazuje na to, ze wpltyw statej N powinien przejawiaé si¢ w szczegolnosci w przyktadach, w ktorych
znaczgcg role w deformacji odgrywaja sktadowe odksztalcen e1,, €21, k12 | K21. W przeciwienstwie do
poprzedniego przyktadu na rys. 7.9 spostrzezono, ze wptyw statych osrodka Cosseratow na wartos¢
Wa/Wao nieznacznie ro$nie wraz z wartoscig n i jest najwickszy dla wyktadnika n = 2.
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Rys. 7.9. Chtodnia kominowa — wptyw statych osrodka Cosseratow na warto$¢ ugiecia Wa(4 = 1500) dla trzech
wartoéci wyktadnika n: a) wptyw dtugo$ci charakterystycznej | (Wao dla | = 0.01hg), b) wptyw statej N

(wapdla N = V2, / 2), obliczenia przeprowadzono wzglgdem srodkowej powierzchni odniesienia
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W celu doktadniejszej analizy wptywu wyboru powierzchni odniesienia i wartosci dlugosci cha-
rakterystycznej na deformacj¢ chtodni kominowej w tab. 7.3 porownano wartosci Wa i Ug Obliczone
dla pieciu pozioméw obcigzenia i dwoch wariantow powtoki FGM (n=0.5, n = 2.0). Na podstawie
rys. 7.9a do obliczen wybrano nastepujace wartosci 1/hg = {0.01; 10.0; 100.0}. Wyniki wskazuja, ze
gdy dhugos¢ charakterystyczna spetnia warunek | <10h, ma to niewielki wplyw na wartosci prze-
mieszczen Wy i Ug. Ponadto zaobserwowano, ze wptyw dtugosci charakterystycznej na deformacje ro-
$nie wraz ze zwigkszaniem obcigzenia P. W przeprowadzonych obliczeniach minimalnie wigksze war-
tosci przemieszczen uzyskano w przypadku rownan konstytutywnych okreslonych wzgledem srodko-
wej powierzchni odniesienia powloki. Wartosci Wa i Ug zestawione w tab. 7.3. pokazuja, ze nieznacz-
nie wigksze rdéznice w wynikach uzyskanych wzgledem neutralnej i srodkowej powierzchni odniesie-
nia otrzymano dla wyktadnika n = 2.0.

Tabela 7.3. Chtodnia kominowa — wptyw dhugosci charakterystycznej | i wyboru powierzchni odniesienia
na warto$¢ przemieszczen Wy i Ug wyznaczonych dla pigciu wartosci obciagzenia P
w przypadku dwoch wariantow powtoki FGM (n = 0.5, n = 2.0)

p powierzchnia n=05 n=20
odniesienia | |=0.01h, | 1=10h, | 1=100h, | 1=0.01h, | I=10h, | I=100h,
neutralna 1.86854 1.86521 | 1.84937 2.12337 2.11920 | 2.09710
1500 W srodkowa 1.86915 1.86580 | 1.84996 2.12444 2.12024 | 2.09812
neutralna 1.69503 1.69329 | 1.68862 1.88918 1.88683 | 1.87749
e srodkowa 1.69554 1.69382 | 1.68915 1.89005 1.88772 | 1.87839
neutralna 2.80001 2.79350 | 2.75146 3.09037 3.08281 | 3.02938
W srodkowa 2.80083 2.79430 | 2.75222 3.09176 3.08415 | 3.03066
3000 neutralna 2.35267 2.34813 | 2.31753 2.52928 2.52369 | 2.48076
e srodkowa 2.35330 2.34879 | 2.31817 2.53031 2.52477 | 2.48181
neutralna 3.55023 3.54084 | 3.46351 3.84915 3.83805 | 3.73354
W srodkowa 3.55117 3.54173 | 3.46436 3.85067 3.83950 | 3.73491
2000 neutralna 2.78469 2.77745 | 2.71366 2.93782 2.92948 | 2.84939
e srodkowa 2.78536 2.77817 | 2.71434 2.93890 2.93064 | 2.85050
neutralna 4.14802 4.13483 | 3.99493 4.43686 4.42085 | 4.23697
2500 W srodkowa 4.14899 4.13575 | 3.99580 4.43841 442232 | 4.23836
neutralna 3.08119 3.07172 | 2.97506 3.21354 | 3.20293 | 3.08894
e srodkowa 3.08187 3.07247 | 2.97578 3.21464 3.20413 | 3.09010

7.4. Czasza oparta na rzucie kwadratu, obcigzona sitgq skupiong

Zagadnienie deformacji wycinka czaszy kulistej, podpartej na krawedziach o rzucie kwadratu, ob-
cigzonej centralnie sitg skupiong jest jednym z popularniejszych zadan testowych powlok zakrzywio-
nych w dwoch kierunkach. Przyktad ten w przypadku powlok jednorodnych, izotropowych analizo-
wano w zakresie nieliniowym m.in. w pracach [67, 155, 291, 325], natomiast w przypadku powlok
warstwowych w [371]. W analizie wykorzystuje si¢ podwojna symetri¢ zadania, rozwazajac 1/4 po-
wloki wycietej ze sfery o promieniu R = 2.54 za pomocg czterech ptaszczyzn réwnoleglych do osi z.
Rzut wycinka czaszy na ptaszczyzne Xy tworzy kwadrat o boku a=0.7849 (zob. rys. 7.10).
W obliczeniach przyjeto grubo$¢ powtoki hy = 0.09945 za praca [325] oraz warunki brzegowe zapre-
zentowane na rys. 7.10. Na dwoch zewnetrznych krawedziach wycinek czaszy podparto swobodnie
nieprzesuwnie, blokujac wszystkie stopnie swobody z wyjatkiem obrotu wzgledem jednej wybranej
globalnej osi wspotrzednych. Natomiast w ptaszczyznach symetrii zastosowano odpowiednie warunki
symetrii. W obliczeniach dla sity skupionej P(1) = AP przyj¢to nastgpujaca wartos¢ odniesienia
Pt = 2500 oraz zatozono, ze dolna powierzchnia czaszy jest wykonana z metalu, a gérna powierzch-
nia z materiatu ceramicznego.
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Rys. 7.10. Czasza oparta na rzucie kwadratu: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja 24x24 ES

W obliczeniach dla analizowanego wycinka czaszy zastosowano regularny podziat 24x24 ES, po-
kazany na rys. 7.10. W przeciwienstwie do poprzednich przyktadow w zadaniu tym ze wzglgdu na re-
latywnie wigkszg grubo$¢ powtoki skupiono si¢ na poréwnaniu wynikow uzyskanych w obliczeniach
wzgledem powierzchni srodkowej 1 wzgledem powierzchni neutralnej. Analizy nieliniowe przeprowa-
dzono dla jednej wartosci wyktadnika n = 2.0, dla ktorej spodziewano si¢ uzyska¢ najwigksze roznice
migdzy podejsciem warstwy $rodkowej 1 neutralnej. W przeprowadzonych obliczeniach przyjeto na-

stepujace wartosci statych osrodka Cosseratow: N = 2 / 2 i1=0.01h,.

Wobec braku w literaturze rozwigzania odniesienia dla materiatu FGM, poza wynikami zaprezen-
towanymi w pracy autora niniejszej rozprawy [45], w przyktadzie tym zdecydowano si¢ porownaé
wyniki z tymi uzyskanymi za pomocg programu komercyjnego Abaqus 6.14 [1]. W programie Abaqus
do obliczen uzyto ten sam podziat 24x24 oraz dwa typy elementow skonczonych: element 4—weztowy
z calkowaniem petnym S4 oraz element 8—wezlowy z calkowaniem zredukowanym S8R. W celu wy-
modelowania powloki FGM w programie Abaqus skorzystano z opcji ,,generalized section”, ktora
umozliwia zdefiniowanie wyrazow macierzy konstytutywnej dla przekroju powtoki. Jednak ze wzgle-
du na to, ze w programie jest zaimplementowana inna teoria powtok o symetrycznych miarach od-
ksztatcen i uogo6lnionych naprezen, niemozliwe byto bezposrednie zastosowanie rownan konstytutyw-
nych zestawionych w tab. 4.2. Zatem w celu wykonania obliczen w programie Abaqus konieczne byto
dokonanie symetryzacji zwiazkéw konstytutywnych opisanych w rozdziale czwartym rozprawy.
W wyniku tej operacji rownania konstytutywne powtok FGM wzgledem $rodkowej powierzchni od-
niesienia (4.54) redukuja si¢ do postaci
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gdzie gq=(1-v)/2. Tymczasem rownania okreslone wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia
(4.55) zostaty wprowadzone do programu Abaqus w postaci

N TCa vCray O 0 0 0 0 0 e,
N? | | vCeam  Cram 0 0 0 0 0 0 |e,
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mvz| | 0 0 0 0 0 0 0  gDfgy |L¥12 ]

Wyrazy macierzy konstytutywnych ze wzorow (7.2) i (7.3) obliczono za pomoca autorskiego skryptu
napisanego w jezyku programowania Python, ktoéry po uruchomieniu tworzy odpowiednig sekcje
w programie Abaqus. W zwigzkach (7.2) i (7.3) uwzgledniono, ze w Abaqusie sg zaimplementowane

inzynierskie miary odksztatcen postaciowych y;, i odksztatcen skrecajacych .y, .

W analizach nieliniowych zastosowano sterowanie wartoscig przemieszczenia We W punkcie kon-
trolnym C (zob. rys. 7.10). Przeprowadzenie obliczen do wartosci We = — 0.35 byto mozliwe w jednym
przyroscie (11 iteracjach) w przypadku $rodkowej powierzchni odniesienia i w dwoch przyrostach (8
iteracjach) w przypadku neutralnej powierzchni odniesienia. Zatem w zadaniu tym potwierdzono bar-
dzo dobra zbieznos¢ rozwigzan nieliniowych w przypadku autorskiego elementu mieszanego MIX42.
Jednak w celu uzyskania gladkich $ciezek deformacji w obliczeniach przyj¢to znacznie mniejszy przy-
rost Awc =-0.005. Nieliniowe $ciezki rownowagi A(W¢) wyznaczone za pomocg elementu autorskiego
MIX42 oraz za pomocg elementdw komercyjnych S4 i S8R poréwnano na rys. 7.11. Rozwigzanie
wlasne znajduje si¢ pomiedzy rozwigzaniami odniesienia otrzymanymi w programie Abaqus, pozosta-
jac w bardzo dobrej zgodnosci z krzywymi wyznaczonymi za pomoca elementu S8R. Ze wzgledu na
zaobserwowang w tym przyktadzie w poprzednich pracach [67, 371] tendencj¢ do powstawania form
pasozytniczych sprawdzono tutaj, ze nie wystepuja one w deformacji wycinka czaszy uzyskanej
w przypadku zastosowania elementow S8R i MIX42. Ksztalt $ciezek deformacji dla czaszy FGM
(zob. rys. 7.11) jest bardzo zblizony do tego otrzymanego w literaturze [67, 155, 291, 325] w analizie
wycinka czaszy wykonanego z materiatu jednorodnego, izotropowego.

W celu lepszego poréwnania rozwigzania otrzymanego w obliczeniach wzgledem $rodkowej po-
wierzchni odniesienia z rozwigzaniem wyznaczonym wzgledem powierzchni neutralnej na rys. 7.12
zaprezentowano ksztatt zdeformowanej krawedzi w plaszczyznie symetrii czaszy X = 0 dla trzech war-
tosci mnoznika obcigzenia 4. Krzywe na rys. 7.11 i 7.12 pokazuja, ze w poczatkowej fazie deformacji
wybor powierzchni odniesienia nie ma wptywu na wyniki. Wraz ze zblizaniem si¢ do wartosci kry-
tycznej A, dla ktorej dochodzi do utraty statecznosci czaszy i charakterystycznego przeskoku widocz-
nego na $ciezkach deformacji pokazanych na rys. 7.11, roénie warto$¢ roznicy miedzy krzywymi dla
powierzchni $§rodkowej i neutralnej. W tym przejSciowym zakresie wicksza sztywno$¢ powloki oraz
warto§¢ mnoznika krytycznego Ax uzyskano w obliczeniach wzglgdem $rodkowej powierzchni odnie-
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sienia w przeciwienstwie do poprzednich przyktadéw. W koncowej fazie analizy nieliniowej dochodzi
do wzmocnienia deformacji czaszy ze wzgledu na coraz wigksza role sztywnosci membranowej. W tej
fazie analizy na rys. 7.11 i 7.12 (A = 100) wieksze wartosci przemieszczen zaobserwowano w przy-
padku krzywych wyznaczonych wzgledem $rodkowej powierzchni odniesienia.

100
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~ _
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i powierzchnia neutralna powierzchnia srodkowa
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Rys. 7.11. Czasza oparta na rzucie kwadratu: poréwnanie nieliniowych $ciezek rownowagi A(wc) wyznaczonych
wzgledem $rodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia za pomocg elementu autorskiego MI1X42
oraz elementow S4 i S8R w programie Abaqus, n = 2.0, dyskretyzacja 24x24 ES
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Rys. 7.12. Czasza oparta na rzucie kwadratu: wptyw wyboru powierzchni odniesienia na ksztatt zdeformowane;j
krawedzi w ptaszczyznie symetrii X = 0 dla trzech warto§ci mnoznika obcigzenia A

W przeciwienstwie do poprzednich przyktadow w zadaniu tym zaobserwowano zauwazalne roz-
nice pomigdzy krzywymi wyznaczonymi wzgledem $rodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia.
W zwigzku z tym postanowiono zbada¢ jaki wptyw na te roznice ma przyjeta grubos$¢ czaszy. W tym
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celu powtdérzono analizy nieliniowe dla czterech nastepujacych wariantow grubosci powtoki
h = {1.25hy, 0.5ho, 0.25ho, 0.1hs}. W ten sposob uzyskane $ciezki deformacji A(wc) w obliczeniach
wzgledem $rodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia porownano na rys. 7.13. Na kazdym wykre-
sie za pomocg krzyzyka zaznaczono polozenie punktu, w ktérym dochodzi do utraty statecznosci kon-
strukcji. Podobnie jak dla oryginalnej grubosci powtoki zaobserwowano rozchodzenie si¢ §ciezek de-
formacji przed lokalnym maksimum. Warto$ci mnoznika krytycznego /A« i odpowiadajacego mu ugie-
cia wc zestawiono dla wszystkich przeprowadzonych analiz w tab. 7.4. Dodatkowo dla kazdego wa-
riantu grubosci czaszy obliczono réznicg w wartosci mnoznika A4y pomiedzy podejsciem srodkowe;j
i neutralnej powierzchni. Na podstawie poréwnania krzywych zaprezentowanych na rys. 7.13 i warto-
$ci w tab. 7.4 zaobserwowano, ze wraz ze zmniejszaniem grubo$ci powloki maleje rdznica w wyni-
kach uzyskanych wzgledem neutralnej i srodkowej powierzchni odniesienia. Ponadto, warto$¢ réznicy
Al jest proporcjonalna do grubosci czaszy. Jedynie w wariancie h = 0.1h, uzyskano nieznacznie
mniejsza warto$¢ A, w analizie wzglgdem $rodkowej powierzchni odniesienia.

a) h=125h, b) h=0.5h,
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Rys. 7.13. Czasza oparta na rzucie kwadratu: poréwnanie nieliniowych $ciezek rOwnowagi A(Wc) wyznaczonych
wzgledem srodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia; obliczenia przeprowadzono dla réznych grubosci
powloki: a) h = 1.25h, b) h = 0.5hg, ¢) h = 0.25hg, d) h = 0.1hg; n = 2.0; podziat 24x24 ES
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Tabela 7.4. Czasza oparta na rzucie kwadratu — wplyw grubos$ci powtoki na réznice Ad, migdzy krytyczna
warto$cig mnoznika Ay wyznaczonga wzgledem $rodkowej powierzchni odniesienia i warto$cia
okres$lona w obliczeniach wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia, n = 2.0

grubosé Powierzchnia srodkowa Powierzchnia neutralna

. Ay [%]
powtoki ~We Ak —Wc Ak

1.25h, 0.182 124.585 0.168 114.448 -8.14%
ho 0.171 72.2351 0.158 67.8736 —6.04%
0.5h, 0.190 14.0123 0.182 13.5834 —3.06%
0.25h, 0.207 3.08126 0.204 3.03633 —1.46%
0.1hg 0.247 0.36525 0.246 0.36820 0.81%

7.5. Statecznosé stupa o przekroju skrzynkowym

W ostatnim zadaniu analizuje si¢ stateczno$¢ stupa o przekroju skrzynkowym. Przyktad ten jest
waznym zadaniem testowym dla opracowanych réwnan konstytutywnych i elementu mieszanego,
gdyz demonstruje zdolno$¢ teorii 6-parametrowej do analizy powlok wieloptatowych. Stateczno$¢ izo-
tropowego, jednorodnego przekroju skrzynkowego analizowano m.in. w pracach [126, 237]. Analizy
tego zadania w przypadku powtoki FGM, w ktorej zmiennos¢ materiatu wzdtuz grubosci opisano za
pomocg funkcji sigmoidalnej, podjeto si¢ w pracy [143]. Tymczasem problem globalnej stateczno$ci
wspornika skrzynkowego FGM zbadano w pracy autora niniejszej rozprawy [92]. W rozprawie anali-
zuje si¢ wariant tego zadania pozwalajacy zbadaé stateczno$¢ lokalna, zaproponowany w pracy [45].
Geometri¢ stupa o przekroju skrzynkowym i zastosowane warunki brzegowe pokazano na rys. 7.14.
W obliczeniach przyjeto nastepujace wymiary geometryczne: a =1.0, b =0.5, L = 2.0 oraz grubosé¢
powloki hy = 0.05. Dolne i gorne krawedzie przekroju skrzynkowego podparto przegubowo, blokujac
translacyjne stopnie swobody. Jedynie na gérnych krawedziach zwolniono przesuw pionowy wzdtuz
0si y (zob. rys. 7.14). W obliczeniach wymuszono taki sam przesuw v we wszystkich weztach gornych
krawedzi w celu ograniczenia lokalnej deformacji. Dla wypadkowego obciazenia P(1) = /AP, przyjeto
nastgpujaca warto$é odniesienia Pres = 10°.

przegubowe _
podparcie v = const
5 ESaanza
zZ,W 1]
xu 1 F@ HH
A% Y
e przegubowe
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Y i

Rys. 7.14. Shup o przekroju skrzynkowym: geometria, warunki brzegowe, dyskretyzacja (30+15+30+15)x60
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W analizach przyj¢to regularng siatke (30+15+30+15)x60 ztozong z kwadratowych elementow
skonczonych. Podziat (30+15+30+15)x60 oznacza, ze zastosowano 30 elementow wzdluz krawedzi
0 szerokosci @, 15 elementéw wzdtuz krawedzi o szerokosci b oraz 60 elementow na wysokosci stupa.
W obliczeniach zalozono, ze wewngtrzna powierzchnia przekroju skrzynkowego jest wykonana z me-
talu, a zewnetrzna powierzchnia z materiatu ceramicznego.

W zadaniu tym podobnie jak w poprzednim przykladzie skupiono si¢ na poroéwnaniu wynikow
uzyskanych w obliczeniach wzgledem $rodkowej i neutralnej powierzchni odniesienia. Analizy nieli-
niowe przeprowadzono dla jednej wartosci wyktadnika n=2.0 i nastgpujacych wartosci statych
osrodka Cosseratow: N = \/E/ 2 i1=0.01hy. W obliczeniach zastosowano sterowanie obcigzeniem do
osiggniecia koncowej wartosci mnoznika A = 3.5. Nieliniowe $ciezki deformacji dla translacji Ua i Va
w punkcie srodkowym $ciany A (zob. rys. 7.14) wyznaczone wzgledem powierzchni §rodkowej i neu-
tralnej porownano na rys. 7.15. Ze wzgledu na zaobserwowane roznice miedzy Sciezkami A(—U,p) zba-
dano wptyw wyboru powierzchni odniesienia na deformacje Sciany stupa w przekroju pionowym mig-
dzy punktami B i C (zob. rys. 7.14). Krzywe otrzymane w obu podej$ciach poréwnano na rys. 7.16 dla
czterech poziomdéw obcigzenia. Wykresy na rys. 7.16 pokazuja, ze przed utratg stateczno$ci deforma-
cja z plaszczyzny $cianki shupa jest znaczaco mniejsza w przypadku analizy wzglgdem powierzchni
neutralnej. Réznice ta mozna wyttumaczy¢ tym, ze w podejsciu powierzchni srodkowej obcigzenie
jest przyktadane mimosrodowo wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia, co powoduje wstgpna
lokalng deformacje $cianek. W konsekwencji na rys. 7.15 zaobserwowano lokalng utrat¢ statecznosci
dla mniejszej wartosci mnoznika 4 w przypadku analizy wzgledem $rodkowej powierzchni odniesie-
nia. Mapy przemieszczen poziomych U zaprezentowane na rys. 7.17 dla wartosci mnoznika A = 1.5
(zblizonej do wartosci krytycznej) potwierdzaja, ze deformacja Scianki stupa jest znaczaco mniejsza
w podejsciu powierzchni neutralnej (zob. rowniez rys. 7.16¢ ). Tymczasem na rys. 7.16d zaobserwo-
wano, ze w koncowej fazie analizy nieliniowej, po lokalnej utracie statecznosci, ksztalt zdeformowa-
nej $cianki w obu podejsciach jest taki sam. Jedynie poréwnanie $ciezek deformaciji A(va) na rys. 7.15
wskazuje na nieznacznie wigksza sztywnos¢ stupa o przekroju skrzynkowym w obliczeniach wzgle-
dem neutralnej powierzchni odniesienia.

3.5

3.0

powierzchnia srodkowa

= == == == powierzchnia neutralna

00 T I T | T T | T | T ! T | 1
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przemieszczenia —i,, Vv,

Rys. 7.15. Stup o przekroju skrzynkowym: wptyw wyboru powierzchni odniesienia na nieliniowe $ciezki
roéwnowagi A(Va), A(-Ua), n =2.0
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Rys. 7.16. Stup o przekroju skrzynkowym: poréwnanie deformacji $ciany stupa w przekroju pionowym BC
(zob. rys. 7.14) uzyskanej w obliczeniach wzgledem neutralnej i sSrodkowej powierzchni odniesienia
dla czterech wartosci mnoznika 1:a) 1=0.5,b) 1=1.0,c) A=15,d)2=3.0;n=2.0
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Rys. 7.17. Stup o przekroju skrzynkowym: mapa przemieszczen U wyznaczona dla mnoznika A = 1.5 w analizie

wzglgdem: a) neutralnej powierzchni odniesienia, b) srodkowej powierzchni odniesienia
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Rozdziat 8
PODSUMOWANIE PRACY | WNIOSKI

8.1. Podsumowanie pracy

Glownym celem rozprawy bylo sformutowanie efektywnych 4-wezlowych hybrydowo—
mieszanych elementéw skonczonych w ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii powlok. Opracowa-
ne elementy powtokowe miaty by¢ w jak najwiekszym stopniu wolne od zjawiska blokady i charakte-
ryzowac si¢ bardzo dobrg zbieznoscia rozwigzan w zakresie nieliniowym. Drugim celem byto sformu-
lowanie oryginalnych rownan konstytutywnych powlok o funkcyjnej zmiennosci materiatu wzdtuz
grubosci W teorii o$rodka Cosseratow. Opracowane prawa konstytutywne i wybrany autorski element
mialy zosta¢ zastosowane w analizie geometrycznie nieliniowej powtok FGM. Ponizej podsumowano
przeprowadzone analizy numeryczne i kroki podjete w celu zrealizowania zalozonych celow pracy.

Rozdzial drugi rozprawy:

— opisano podstawowe kroki formutowania nieliniowej 6—parametrowej teorii powltok, w ktorej szo-
stym stopniem swobody jest obrét prostopadly do powierzchni odniesienia powtoki (owinigcie);

— omoéwiono model kinematyczny powtoki, odpowiadajacy kinematyce powierzchni Cosseratow;

— zapisano naturalne niesymetryczne miary odksztalcen oraz warunki nierozdzielnosci odksztatcen
w ramach nieliniowej 6—parametrowe;j teorii powtok.

Rozdzial trzeci rozprawy:

— dokonano przegladu zasad wariacyjnych i zaprezentowano relacje migdzy tymi zasadami;

— zapisano zasad¢ przemieszczen wirtualnych oraz zasade wariacyjng Hu—Washizu potrzebng do
sformulowania elementéw mieszanych;

— autorsko zmodyfikowano zasade wariacyjng Hu-Washizu w celu sformulowania na jej podstawie
elementow czeSciowo mieszanych w ramach nieliniowej 6—parametrowe;j teorii powtok;

— dokonano linearyzacji wymienionych zasad wariacyjnych, wyznaczenie pierwszej i drugiej waria-
¢ji zmodyfikowanego funkcjonatu Hu—Washizu stanowi oryginalny element pracy.

Rozdzial czwarty rozprawy:

— zdefiniowano model powtoki FGM analizowany w rozprawie i oméwiono metody okre$lania efek-
tywnych parametrow materiatowych w dowolnym punkcie na grubosci powtoki;

— opisano sposob wyznaczania korekcyjnego wspotczynnika §cinania w przypadku powtok FGM,;

— sformutowano oryginalne réwnania konstytutywne powlok FGM w teorii osrodka Cosseratow, ma-
cierze konstytutywne wyznaczono analitycznie w wyniku catkowania po grubosci PSN Cosseratow
wzgledem Srodkowej powierzchni odniesienia i neutralnej powierzchni odniesienia;

— pordéwnano rownania konstytutywne powlok FGM okreslone wzgledem powierzchni srodkowej z
roéwnaniami wyznaczonymi wzgledem powierzchni neutralne;.

Rozdzial piaty rozprawy:

— opisano skorygowane wspotrzedne naturalne i wspotrzedne skosne, wykorzystywane w interpolacji
niezaleznych uogdélnionych naprezen i niezaleznych odksztalcen;

— omoéwiono sposob implementacji dwustopniowej interpolacji odksztatcen Scinania poprzecznego
w ramach nieliniowej szeScioparametrowej teorii powlok;

— opisano zastosowany sposob interpolacji i oryginalne macierze interpolacyjne dla niesymetrycz-
nych miar odksztatcen i uogoélnionych napregzen, oryginalnym elementem pracy jest w szczego6lno-
$ci uwzglednienie w ramach sformutowania hybrydowo—mieszanego sktadowych zwigzanych z
owinigciem i zaproponowanie dla nich dwoch wariantow interpolacji;

— sformutowano elementy mieszane i czg$ciowo mieszane w ramach nieliniowej 6-parametrowej teo-
rii powlok, opisano sposob kondensacji pol niezaleznych odksztalcen i uogdlnionych naprezen na
poziomie elementu oraz zastosowana metode aktualizacji zmiennych;
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— zaproponowano oryginalne 4-wegztowe elementy powlokowe: osiem elementdw mieszanych
i osiem elementow cze$ciowo mieszanych.

Rozdzial sz6sty rozprawy:

— sprawdzono czy zaproponowane elementy mieszane i czesciowo mieszane spetniaja test wartosci
wlasnych oraz test laty;

— w liniowych testach dystorsji siatki oceniono wplyw wyboru macierzy interpolacyjnej dla drugie;j
cze$ci niezaleznych odksztatcen (wzbogaconych) na uzyskane wartosci przemieszczen;

— W zadaniach testowych o réznorodnej geometrii zbadano zgodno$¢ wynikow wyznaczonych za
pomoca autorskich elementow powlokowych z rozwigzaniami odniesienia;

— w zadaniach geometrycznie nieliniowych oceniono zbiezno$¢ rozwigzan w przypadku opracowa-
nych elementow mieszanych i czg$ciowo mieszanych na podstawie: wielkosci maksymalnego
przyrostu, catkowitej liczby iteracji rOwnowagi oraz liczby iteracji w pierwszym przyroscie;

— zbadano, ktore autorskie elementy powlokowe sa w najmniejszym stopniu wrazliwe na efekt blo-
kady i daja najlepsze wyniki w przypadku mniej gestych podziatow;

— w przyktadach, w ktorych uzyto dyskretyzacji ztozonej z elementdéw o nieregularnym ksztatcie, po-
rownano wyniki otrzymane w przypadku zastosowania skorygowanych wspotrzednych naturalnych
i wspdtrzednych skoénych w interpolacji niezaleznych odksztatcen i uogdlnionych naprezen;

— sprawdzono czy w deformacji powtoki nie wystgpuja formy pasozytnicze, zbadano wplyw wartosci
wspotczynnika owinigcia na tendencje do generowania form zeroenergetycznych;

— przeprowadzono analize nieliniowa dla przyktadu powtoki wieloptatowe;.

Rozdzial siodmy rozprawy:

— wybrano typ elementu hybrydowo-mieszanego do analizy geometrycznie nieliniowej powlok
0 funkcyjnej zmiennos$ci materiatu wzdtuz grubosci;

— sprawdzono zgodno$¢ wynikéw analiz wasnych z rozwigzaniami odniesienia;

— zbadano wptyw wyktadnika w prawie potggowym na nieliniowe $ciezki deformacji;

— przeprowadzono analiz¢ wptywu statych osrodka Cosseratow na deformacje powtoki FGM;

— poréwnano rozwigzania uzyskane za pomocg rownan konstytutywnych wyznaczonych wzgledem
powierzchni srodkowej z tymi otrzymanymi w przypadku uzycia rownan konstytutywnych sformu-
lowanych wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia;

Efektem rozprawy jest rozszerzenie rodziny elementow powtokowych opracowanych w ramach
nieliniowej szeScioparametrowej teorii powlok o efektywne 4—weztowe elementy mieszane i cze$cio-
wo mieszane sformutowane na podstawie trojpolowej zasady wariacyjnej Hu-Washizu. Elementy te
oraz prawo konstytutywne zostaty zaimplementowane do rozwijanego od wielu lat w zespole wlasne-
go systemu obliczeniowego MES. Umozliwia to peing kontrole nad uzyskiwanymi wynikami w prze-
ciwienstwie do programow komercyjnych, w ktorych uzytkownik nie posiada pelnej wiedzy na temat
zastosowanych metod i algorytmow oraz ma czgsto bardzo ograniczong mozliwos¢ ich edycji. Ponad-
to, zaimplementowanie elementéw powtokowych w ramach autorskiego kodu stwarza mozliwos¢ jego
dowolnej modyfikacji w przysztosci oraz uzycia opracowanych elementéw do réznych typdéw analiz.
W rozprawie doktorskiej wybrany element MIX42 zastosowano do analizy powltok o funkcyjnej
zmienno$ci materiatu wzdtuz grubosci. W ten sposob rozszerzono zakres praw konstytutywnych okre-
slonych w ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii powtok o roéwnania konstytutywne powlok FGM.

8.2. Wnioski

W rozprawie udato si¢ zrealizowac zatozone cele. Za pomocg opracowanych powltokowych ele-
mentow hybrydowo—mieszanych uzyskano wyniki pozostajace w bardzo dobrej zgodno$ci z rozwig-
zaniami odniesienia, co potwierdza poprawnos¢ sformutowania elementéw. W przeprowadzonych
analizach liniowych oraz nieliniowych otrzymano wyniki lepsze lub takie same w poréwnaniu do
elementu EANS4 — ostatniego 4—weztowego elementu powlokowego sformutowanego w ramach teo-
rii 6—parametrowej. Rozwigzania uzyskane za pomoca opracowanych elementow charakteryzuja sa w
bardzo malym stopniu obarczone efektem blokady. Dodatkowo w przypadku wigkszo$ci zapropono-
wanych elementow mozliwe jest zastosowanie duzych przyrostow parametru kontrolnego w analizach
nieliniowych, a obliczenia wymagaja znacznie mniejszej liczby iteracji rownowagi.
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Sformutowane w rozprawie elementy hybrydowo—mieszane spetniajg test wartosci wlasnych oraz
test taty. W liniowych testach dystorsji siatki zauwazono, ze wybor wariantu macierzy interpolacyjnej
Ny dla drugiej cze$ci niezaleznych odksztalcen ma niewielki wptyw na wyniki w stanie membrano-
wym 1 bardzo maly wptyw na wyniki w stanie zgigciowym. W zwigzku z tym do dalszych badan wy-
brano uboga interpolacjg¢: macierz N4 dla elementoéw z interpolacja okreslona we wspoirzednych sko-
rygowanych i macierz N, dla elementow z interpolacja zdefiniowang we wspotrzednych skosnych.

W liniowych testach dystors;ji siatki oraz w zadaniu z membrang Cooka doktadniejsze rozwigza-
nia otrzymano w wyniku zastosowania wspotrzednych skosnych w interpolacji niezaleznych odksztat-
cen 1 uogdlnionych napregzen. Jednak w przykladach o zakrzywionej geometrii: polsferze z otworem
oraz utwierdzonej powloce walcowej z dystorsjg siatki wyniki blizsze rozwigzaniu odniesienia uzy-
skano za pomocg elementoéw z interpolacjg okreslong we wspotrzgdnych skorygowanych, w szczegol-
no$ci w przypadku ubogich dyskretyzacji. Na tej podstawie zaleca si¢ stosowanie wspdtrzednych sko-
snych w przyktadach o ptaskiej geometrii oraz wspotrzednych skorygowanych w zadaniach o prze-
strzennej geometrii. Natomiast rodzaj wspotrzednych nie wptywa na wyniki w przyktadach, w ktorych
zastosowano regularng siatke zlozona z prostokatnych elementéow skonczonych.

W przeprowadzonych analizach zaobserwowano, ze najwigkszy wptyw na wyniki ma przyjety
wariant interpolacji sktadowych membranowych. Zarowno w analizach liniowych oraz nieliniowych
warto$ci blizsze rozwigzaniom odniesienia uzyskano za pomoca elementéw z ubozsza 6-parametrowa
interpolacjg sktadowych membranowych (MIX40, MIX38, SMIX20 i SMIX12). W przyktadach,
w ktorych znaczaca role odgrywato zginanie (np. wspornik ptytowy w ksztatcie litery L, utwierdzona
powloka walcowa) nieznacznie lepsza zgodnos$¢ wynikdéw z rozwigzaniem odniesienia otrzymano
w przypadku zastosowania elementow mieszanych niz w przypadku uzycia elementow cze$ciowo
mieszanych. Poréwnanie rozwigzan uzyskanych za pomoca elementow czgsciowo mieszanych A 1 B
0 tym samym wariancie interpolacji sktadowych membranowych §wiadczy o tym, ze uwzglednienie
sktadowych $cinania poprzecznego w sformutowaniu hybrydowo—mieszanym nie ma praktycznie
wplywu na wyniki. Wykonane analizy wskazujg rowniez na bardzo niewielki wptyw wariantu interpo-
lacji sktadowych zwigzanych z owinigciem na otrzymane rozwigzania. Podsumowujac, wyniki naj-
blizsze rozwigzaniom odniesienia uzyskano w przypadku elementéw mieszanych MIX40 i MIX38.
Natomiast wsrod elementéw czesciowo mieszanych rozwigzania w najwigkszym stopniu wolne od
zjawiska blokady otrzymano w przypadku elementow SMIX20 i SMIX12.

W zadaniach testowych w przypadku elementéw czg§ciowo mieszanych SMIX16 i SMIX24 uzy-
skano praktycznie takie same wyniki jak w obliczeniach za pomocg elementu EANS4. W wybranych
przyktadach dla tego samego podzialu poréwnano rozwigzania wlasne z tymi uzyskanymi za pomoca
4-weztowych elementéw hybrydowo-mieszanych HW47 i HW29 [362]. W membranie Cooka oraz
swobodnej polsferze z otworem rozwiazania wyznaczone za pomoca elementéw autorskich o ubozsze;j
interpolacji sktadowych membranowych sa bardzo zblizone do tych z pracy [362]. Tymczasem nie-
znacznie przesztywniong deformacje wzgledem tej wyznaczonej za pomoca elementow HW47
i HW29 otrzymano w przyktadzie skreconej o 90° belki wspornikowej oraz przyktadzie wspornika
0 przekroju ceowym. Jednak po dwukrotnym zageszczeniu siatki ES uzyskano wyniki pozostajace
w bardzo dobrej zgodno$ci z podstawowym rozwigzaniem odniesienia wyznaczonym za pomoca ele-
mentu CAMel6.

Poréwnanie liczby iteracji w przypadku elementow czgsciowo mieszanych A i B (zob. tab. 6.28)
pokazuje, ze kluczowe znaczenie dla zbieznosci rozwigzan uzyskanych za pomoca elementu hybry-
dowo—mieszanego ma uwzglgdnienie w interpolacji niezaleznych odksztatcen i uogélnionych napre-
zen sktadowych $cinania poprzecznego. Z tego powodu tylko w przypadku elementow mieszanych
oraz czegSciowo mieszanych B mozliwe byto zastosowanie bardzo duzych przyrostow, a obliczenia
nieliniowe wymagaly znaczaco mniejszej liczby iteracji niz w przypadku elementow EANS4 i CA-
Mel6. Sposrod opracowanych elementéw najmniejsza catkowita liczbe iteracji rownowagi we
wszystkich zadaniach nieliniowych (zob. tab. 6.28) uzyskano w przypadku elementéw mieszanych
MIX40 i MIX38 oraz elementu czesciowo mieszanego SMIX20. Biorac pod uwage poréwnywalng
catkowita liczbe iteracji, najkrotszego czasu obliczen nalezy si¢ spodziewaé¢ w przypadku elementow
cze$ciowo mieszanych B ze wzgledu na okoto dwa razy mniejsza liczbe niezaleznych parametrow
W poréwnaniu do elementéw mieszanych. Poprawe zbiezno$ci rozwigzan w poréwnaniu do tych uzy-
skanych za pomoca elementow sformutowanych wczesniej w ramach nieliniowej 6-parametrowej teo-
rii powlok zaobserwowano szczegolnie w przypadku bardzo wiotkich powlok: skreconej o 90° belki
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wspornikowej oraz swobodnej potsfery z otworem. W tych zadaniach obliczenia nieliniowe wymagaty
rowniez mniejszej liczby iteracji niz w przypadku elementow HW47 i HW29.

W przyktadach: utwierdzonej powloce walcowej oraz swobodnej potsferze z otworem zaobser-
wowano w przypadku elementow o ubozszej interpolacji sktadowych membranowych wieksza ten-
dencje do powstawania form pasozytniczych widocznych na obrotowych stopniach swobody niz
w przypadku elementu EANS4 oraz elementéw o bogatszej interpolacji sktadowych membranowych.
Jednak dla przyjetej w analizach wartosci wspolczynnika owiniecia a; = 0.7 sktonno$¢ ta nie ma
wplywu na deformacj¢ powloki. Przeprowadzone analizy dla roznych warto$ci o pokazaty, ze wspot-
czynnik owinigcia stabilizuje wystepowanie form pasozytniczych. W zwigzku z tym dla bardzo ma-
lych wartosci oy w przypadku elementow o ubozszej interpolacji sktadowych membranowych moze
doj$¢ do otrzymania nieliniowej Sciezki rownowagi niezgodnej z rozwiazaniem odniesienia i pogor-
szenia zbiezno$ci rozwigzania. Na tej podstawie w przypadku tych elementéw zaleca si¢ stosowanie
warto$ci o; > 0.7. Biorac pod uwage zwiazek (4.49) migdzy warto$ciami | i o, wynikajacy z przyrow-
nania rownan konstytutywnych powtok jednorodnych i powtok FGM, nie jest mozliwe spetnienie wa-
runku o; > 0.7 bez ograniczenia zakresu wartosci dtugosci charakterystycznej. Z tego powodu do ana-
liz powlok FGM wybrano element MIX42 o bogatszej interpolacji skladowych membranowych,
w przypadku ktérego nie zaobserwowano tendencji do powstawania form pasozytniczych i zwigza-
nych z tym probleméw.

W pracy zrealizowano rowniez drugi cel rozprawy, ktorym bylo sformutowanie réwnan konstytu-
tywnych powlok FGM w osrodku Cosseratow i ich zastosowanie w analizie geometrycznie nielinio-
wej. Bardzo dobra zgodnos¢ wynikow wiasnych z rozwigzaniami odniesienia z literatury i z programu
Abaqus $wiadczy o poprawnosci zaimplementowanych rownan. W analizowanych powtokach o funk-
cyjnej zmienno$ci materialu wzdhuz grubosci zaobserwowano wzrost sztywnos$ci wraz ze zmniejsza-
niem wyktadnika w prawie potegowym, ze wzgledu na wzrost zawarto$ci frakcji ceramicznej o wigk-
szym module Younga. Nieliniowe $ciezki deformacji wyznaczone w przypadku powtok FGM maja
podobny charakter do tych uzyskanych dla powtok jednorodnych. Przeprowadzona analiza parame-
tryczna pokazuje, ze stata N osrodka Cosseratow ma bardzo ograniczony wplyw na wyniki. Natomiast
w przypadku statej |, podobnie jak w powlokach jednorodnych zaobserwowano, ze przyjecie dtugosci
charakterystycznej wigkszej od grubosci powtoki moze powodowac usztywnienie deformacji.

W zadaniach nieliniowych uzyskano bardzo zblizone $ciezki deformacji w obliczeniach wzgle-
dem neutralnej i srodkowej powierzchni odniesienia. Najwieksze réznice miedzy tymi podejSciami
zaobserwowano w momencie utraty statecznosci. W przypadku przyjecia srodkowej powierzchni od-
niesienia obcigzenie jest przykladane mimosrodowo wzgledem osi obojetnej przekroju powtoki. Z te-
go powodu w $ciskanym stupie o przekroju skrzynkowym zaobserwowano wcze$niejszg utrate sta-
teczno$ci w przypadku zastosowania réwnan konstytutywnych okreslonych wzgledem powierzchni
srodkowej. Jednak w zadaniu czaszy opartej na rzucie kwadratu mniejsza warto$¢ sily krytycznej uzy-
skano w podejsciu powierzchni neutralnej. Rozbiezno$¢ tag mozna thumaczy¢ innym sposobem obcig-
zenia konstrukcji w obu tych przyktadach. W wigkszosci analizowanych przykladéw nieznacznie
wieksza sztywno$¢ powtoki FGM uzyskano w obliczeniach wzgledem powierzchni neutralnej. Anali-
za parametryczna przeprowadzona w przykltadzie czaszy opartej na rzucie kwadratu pokazuje, ze roz-
nica w wynikach miedzy podej$ciem powierzchni srodkowej i powierzchni neutralnej jest w przybli-
zeniu proporcjonalna do grubosci powloki. Zalezno$¢ ta wynika z tego, ze bezwzgledna wartos$¢ prze-
suni¢cia powierzchni neutralnej wzgledem powierzchni §rodkowej zalezy od grubosci powtoki, wy-
ktadnika w prawie potegowym i stosunku modutu Younga ceramiki i metalu.

8.3. Kierunki dalszych badan

Opracowane elementy hybrydowo-mieszane zostaly zaimplementowanie w ramach autorskiego
kodu, co stwarza mozliwos¢ jego dowolnej modyfikacji w przysztosci oraz zastosowania zapropono-
wanych elementow do réznych typoéw analiz. Autor niniejszej rozprawy jest jednym z wykonawcow
projektu badawczego pt. ,,Sformutowanie i numeryczna implementacja réwnan konstytutywnych opi-
sujacych deformacje nicodwracalne w ramach nieliniowej 6—parametrowej teorii powtok”, w ktorym
jednym z tematow badawczych jest analiza powtok FGM w zakresie spr¢zysto—plastycznym. Wstepne
wyniki przeprowadzonych badan zaprezentowano w pracach [42—44]. Jednak w niniejszej rozprawie
ograniczono si¢ prezentacji wynikow analiz powlok FGM w zakresie geometrycznie nieliniowym,
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gdyz prace nad analiza sprgzysto—plastyczng powtok FGM sa wciaz prowadzone i bedg kontynuowane
w najblizszej przyszto$ci. W nieco dluzszym horyzoncie planuje si¢ zastosowanie rownan sprezysto—
plastycznych ze zniszczeniem do opisu kruchego zachowania materialu ceramicznego. W tym celu
planowane jest rozwinigcie sprz¢zonego modelu plastycznosci ze zniszczeniem w osrodku Cosseratow
z pracy [3]. Pozwolitoby to na bardziej wiarygodne wyznaczenie no$nosci ptyt i powtok o funkcyjnej
zmienno$ci materiatu wzdtuz grubo$ci.

W pracy [349] pokazano, ze elementy hybrydowo—mieszane sformutowane na podstawie trojpo-
lowej zasady Hu-Washizu charakteryzujg si¢ bardzo dobra zbiezno$cig rowniez w analizach sprezy-
sto—plastycznych. Z tego powodu planuje si¢ zastosowanie opracowanych w rozprawie elementéw do
analizy powtok FGM oraz powlok jednorodnych rowniez w zakresie plastycznym. W ramach niniej-
szej rozprawy badano zbieznos$¢ rozwigzan na podstawie wielko$ci maksymalnego przyrostu oraz cat-
kowitej liczby iteracji rownowagi. W celu petniejszej oceny efektywnosci obliczeniowej opracowa-
nych elementow hybrydowo—mieszanych planuje si¢ w toku dalszych badan poréwnaé czas obliczen
dla poszczegbdlnych elementow. Pozwoli to zbada¢ wpltyw liczby parametrow dla niezaleznych od-
ksztalcen i uogolnionych naprezen na catkowity czas obliczen. Przed wykonaniem tych badan autor
niniejszej rozprawy zamierza cz¢$¢ macierzy elementowych wyznaczy¢ analitycznie. Dodatkowo
w celu zwiekszenia efektywnos$ci obliczeniowej kod autorski zostanie zoptymalizowany, a w oblicze-
niach zostang uzyte efektywne solvery opisane m.in. w pracy [40].

W rozdziale siodmym rozprawy ze wzgledu na formy pasozytnicze pojawiajace si¢ na obroto-
wych stopniach swobody niemozliwe bylo zastosowanie elementow hybrydowo—mieszanych o uboz-
szej interpolacji sktadowych membranowych dla matych wartosci dtugosci charakterystycznej.
W dalszych badaniach planuje si¢ opracowanie efektywnej metody stabilizacji tych form pasozytni-
czych, ktora pozwoli zastosowac te elementy skonczone w analizie powlok opisanych réwnaniami
konstytutywnymi okreslonymi w osrodku Cosseratow. W ramach tych badan zostang sprawdzone
réwniez inne warianty interpolacji pol niezaleznych odksztalcen i uogdlnionych naprezen. W szcze-
golnosci jest planowane uwzglednienie w nowych wariantach interpolacji zaleznosci zaobserwowanej
w pracy [265] miedzy sktadowymi membranowymi i sktadowymi zwigzanymi z owinigciem.
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Rozdziat 9
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Dodatek A

FORMALNY OPIS OBROTOW

A.l. Podstawowe definicje, twierdzenia

A.1.1. Tensor ortogonalny

Tensor drugiego rzedu Q € E" ® E" nazywany jest ortogonalnym jesli spetnia warunek

QQ"=Q'Q=1. (A1)
Zbidr wszystkich tensorow ortogonalnych drugiego rzgdu w Euklidesowe]j przestrzeni tensorowej
E"®E" tworzy grupe oznaczang przez O(n). Tensor ortogonalny Q ma nastepujace wlasnosci:

1. zachowuje iloczyn skalarny wektorow a,b e E",
(Qa)-(Qb)=a-(Q'Qb)=a-b; (A.2)

2. nie zmienia dlugos$ci wektora: ||Qa|| :||a||;
3. jego wyznacznik spetnia warunek detQ =+1.

A.1.2. Definicja tensora obrotu, grupa obrotéw SO(3)
Kazde przeksztalcenie liniowe w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej postaci

X=QX,, X, XeE? (A.3)

gdzie Q jest tensorem ortogonalnym, nazywane jest obrotem wlasciwym (tensorem obrotu).
Zbior wszystkich tensoréw ortogonalnych Q:E® — E*, o wyznaczniku réwnym 1, tworzy spe-
cjalng grupe obrotow wilasciwych, oznaczang jako grupa SO(3). Tensor obrotu Q e SO(3) posiada

wlasnosci tensora ortogonalnego i dodatkowo zachowuje skretnos¢ uktadu, kat migdzy wektorami
oraz iloczyn wektorowy.
Macierz obrotu definiuje si¢ analogicznie jak tensor obrotu. Obrét ortonormalnej bazy

t° :[tlO , 13, tg} do bazy t=[t;, t,, t;] mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:
t=Qt°, t=qt°, (A.4)

gdzie Q jest ortogonalng macierzag obrotu, ktorej 9 elementow jest zdefiniowanych nastepujaco:
a; = tio -t;. Macierz obrotu jest rowna macierzy transponowanej do macierzy transformacji (kosinu-

sow kierunkowych), ktora opisuje transformacje wektora z jednej bazy do drugiej bazy. W dalszej
czesci Dodatku uzywany bedzie tylko tensor obrotu Q, ktorego reprezentacja jest macierz obrotu Q.

A.1.3. Twierdzenie Eulera o obrotach

Zgodnie z twierdzeniem Eulera [110], dla kazdego obrotu wlasciwego wokot punktu istnieje wek-
tor jednostkowy e definiujacy o$ obrotu oraz kat w (zob. rys. A.1) taki, ze obrot wektora X, € E®
wzgledem osi obrotu o kat W jest rownowazny obrotowi wiasciwemu wektora X, wokot punktu. Wek-
tor e jest rownolegly do wektora wlasnego tensora obrotu Q.

Korzystajac z twierdzenia Eulera, zalezno$¢ migdzy wektorem X, i wektorem obroconym X moz-
na zapisa¢ nastepujgco (por. rys. A.1):

X=X, + PQ. (A.5)

W wyniku prostych przeksztatcen geometrycznych (zob. np. [290]) wzor (A.5) przyjmuje postac
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X=X, +(L—cosw)ex (ex X,)+Sinwex X, . (A.6)

Na podstawie rownania (A.6) mozna wyznaczy¢ tensor obrotu Q, co zostanie wykonane w dalszej
czesci Dodatku.

Rys. A.1. Interpretacja graficzna twierdzenia Eulera, obrot wektora X wokot osi e

A.1.4. Tensor skosnie symetryczny
Tensor drugiego rzgdu W o nastgpujacej wlasnosci:

WT=-W, WEeE*®E?®, (A7)

nazywany jest tensorem sko$nie symetrycznym. Korzystajac z wiasnosci (A.7) oraz wlasnosci tensora

transponowanego, mozna tatwo pokaza¢, ze dla wektorow a,b e E® zachodza zaleznosci:
a-(Wb)=-b-(Wa), a-(Wa)=0. (A.8)

Na podstawie wtasnosci (A.7) tensor sko$nie symetryczny w sktadowych przyjmuje postaé

0 -w, w,
[Wij]z w, 0 —w . (A.9)
-w, w, O

Wtedy wektor osiowy w tensora skosnie symetrycznego W definiuje si¢ nastgpujaco:
T
[wi]=[w w, ws] . (A.10)

A.1.5. Przestrzen styczna do grupy SO(3), odwzorowanie ad(...)

Interpretujac grupe obrotow SO(3) jako zakrzywiona hiperpowierzchni¢, mozna wykazac, ze
przestrzenia styczna do tej powierzchni w punkcie spetniajacym warunek Q =1 jest przestrzen tenso-
row skosnie symetrycznych:

so(3):{W:E3—>E3, WT:—W}. (A.11)
Ze wzgledu na to, Ze przestrzen ta jest styczna do punktu neutralnego powierzchni, odpowiadajacego
obrotowi zerowemu, to elementy so(3) mozna interpretowaé jako mate (infinitezymalne) obroty.

Odwzorowanie ad(...) przyporzadkowuje dowolnemu wektorowi We E* (A.10) tensor
W e50(3) (A.9), zatem definiuje sie je jako ad: E* — so(3) . Spetnione sa zaleznosci:

ad:w—>W, W=adw), w=ad*W), [W;]=ad(w]. (A.12)

Ze wzgledu na to, ze w jest wektorem osiowym tensora W, dla kazdego wektora a e E3 obowigzuje
nastepujaca zalezno$¢:
Wa=wxa=ad(Ww)a. (A.13)
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A.2. Opis kanonicznej parametryzacji grupy obrotéw

A.2.1. Wprowadzenie
Parametryzacja grupy obrotow SO(3) [66] nazywa si¢ odwzorowanie:

Q—>q, QeSO®), g eR", (A.14)

gdzie n jest liczbg tzw. parametréw obrotu gi. W ogolnym przypadku macierz obrotu posiada 9 ele-
mentdéw, jednak wykorzystanie wtasnosci tensora Q z grupy obrotow SO(3),

Q'=Q", detQ=+1, (A.15)

sprawia, ze tylko 3 parametry obrotu sa niezalezne. W przypadku parametryzacji zewnetrznej (np. ka-
tami Eulera), oprocz podania parametréow konieczne jest okreslenie uktadu wspotrzednych.

W literaturze [323] wyrodznia si¢ dwa podstawowe rodzaje parametryzacji: globalng i lokalng. Pa-
rametryzacja globalna opisuje w sposob nieosobliwy cata grupe SO(3), natomiast parametryzacja lo-
kalna moze by¢ stosowana tylko w pewnym otoczeniu tensora Q. W pracach [154, 323] wykazano, ze
potrzeba minimum pigciu parametrow obrotu, aby opisaé w sposob nieosobliwy tensor obrotu. W
praktycznych zastosowaniach najcze$ciej stosowane sg jednak parametryzacje lokalne, gdyz wymaga-
ja one tylko trzech lub ewentualnie czterech parametrow, a zakres wartosci, ktéry moze przyjmowac
kat obrotu W jest wystarczajacy i np. dla parametryzacji kanonicznej wynosi (-27,27) [264].

W pracy [89] zawarto historyczny przeglad pierwszych prac poswigconych parametryzacji obro-
tow. Parametryzacje globalne: sze$cioparametrowa i pigcioparametrowa zostaly opisane m.in. w [290,
323]. W pracach [142, 271] omowiono parametryzacj¢ tensora obrotu za pomocg kwaternionéw Ha-
miltona. Natomiast parametryzacje trojparametrowe roznig sie gtdwnie sposobem przyjecia pseudo-
wektora rotacji w dla tensora W. Do opisu osrodka Cosseratow stosuje si¢ najczesciej [264]: parame-

tryzacj¢ kanoniczng (W =We), parametryzacj¢ Rodriguesa (w=tanje), parametryzacj¢ Cayleya-
Gibbsa (w = 2tan ¥e ) oraz parametryzacj¢ (W = sinwe) opisang m.in. w pracach [258, 262]. W dalszej
czesci Dodatku opisano jedynie parametryzacje kanoniczna, gdyz to ona zostata zastosowana w pro-
gramie autorskim w trakcie obliczen. Omowienie innych parametryzacji wraz z ich zastosowaniem w

mechanice powlok mozna znalezé m.in. w pracach: [29, 68, 166, 167, 209, 220, 262, 264, 290, 368,
370].

A.2.2. Parametryzacja kanoniczna
Rownanie (A.6) mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

1-cosw sinw
X = Xo +——5—Wex (Wex X,) +——Wex X, . (A.16)
w w

W celu uzyskania parametryzacji kanonicznej wprowadza si¢ do niego tzw. kanoniczny pseudowektor
rotacji w = we tensora skosnie symetrycznego W, gdzie e jest wersorem osi obrotu, a w katem obrotu
(rys. A.1). Wtedy wzor (A.16) upraszcza si¢ do postaci

sinw

17C0SWyy 2y SINWyyy (A.17)
w

X=Xg +—
w

na podstawie ktorej uzyskuje si¢ reprezentacj¢ kanoniczng tensora obrotu

Q=1+aW +bw?, (A.18)
gdzie
W =ad(w) e s0(3), a:S'”TW, p=17C0SW (A.19)

w

Zatem reprezentacja kanoniczna jest okreslona jednoznacznie przez 3 parametry: sktadowe pseudo-
wektora obrotu w, gdyz W= ||W|| =\W-W . Z réwnania (A.18) mozna wyznaczy¢ kat obrotu w i wektor
w jako funkcje tensora obrotu Q:
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1
2sinw

w= arccos(% (trQ —1)), w= ad*(Q-Q"). (A.20)

Tensor obrotu (A.18) mozna zapisa¢ jeszcze w inny sposob. W tym celu zastepuje sie Sinw
i cosw ich rozwinigciami w szereg Maclaurina [185] oraz korzysta z nastgpujacych zaleznosci dla
tensora skosnie symetrycznego W:

W2 = (=) w P w, WA = (1) w W (A.21)
Wtedy ze wzoru (A.18) uzyskuje si¢ posta¢ ekspotencjalng tensora Q
Q:expW:iWn =1+W +1W2+..., (A.22)
~ n! 2

z ktorej wynika, ze dla tensora skos$nie symetrycznego W € so(3) zachodzi expW e SO(3).

A.2.3. Akumulacja obrotow

Zaleznos¢ miedzy pewna poczatkowg baza t0 aktualng bazg t mozna opisa¢ za pomocg tensora
obrotu t=Qt° (por. (A.4)). Rozpatrujac obrét bazy t do pewnej bazy uaktualnionej t’, przyrost obrotu
AQ wyraza si¢ w inny sposob w reprezentacji materialnej i reprezentacji przestrzenne;j.

W reprezentacji przestrzennej obrét bazy t° do bazy t’ opisuje si¢ przez lewostronne natozenie
przyrostu tensora obrotu AQ"- e SO(3) na tensor obrotu Q tzn.:

Q*=AQ'Q, t'=AQ't=AQ"Qt°. (A.23)
Zatem przyrost obrotu rozumie si¢ jako rotacj¢ bazy aktualnej t do bazy uaktualnionej t’.

W reprezentacji materialnej obrot bazy t° do bazy t’ opisuje si¢ przez prawostronne natozenie
przyrostu tensora obrotu AQ” e SO(3) na tensor obrotu Q tzn.:

Q* =QAQ", t'=0t'=0AQ"t°. (A.24)

Zatem przyrost obrotu rozumie si¢ jako rotacj¢ bazy poczatkowej t° do pewnej bazy th
Niech dla pewnego tensora obrotu ¥: Ay i Ay oznaczaja odpowiednio przyrosty wektora obrotu

W reprezentacji przestrzennej oraz materialnej. Wtedy po wykorzystaniu (A.22): AQ- :exp(adAz//),

AQP =exp (adA\y) i przyrownaniu zaleznosci (A.23) i (A.24) uzyskuje si¢ (por. [209]) nastepujace

réwnanie:

Ay =QAvy, (A.25)

wyrazajace zalezno$¢ miedzy przyrostami wektorow obrotu Ay i Ay w dwoch reprezentacjach.
A.3. Interpolacja tensora obrotu i wektora wirtualnego obrotu

A.3.1. Wprowadzenie

W przypadku elementow grupy obrotéw SO(3) niemozliwe jest zastosowanie standardowej inter-
polacji opisanej w podrozdziale 5.2, gdyz w wyniku bezposredniej interpolacji uzyskuje si¢ obiekt nie
nalezacy do grupy SO(3). W zwiazku z tym w nieliniowej 6-parametrowej teorii powlok stosuje si¢
algorytm interpolacji posredniej, ktory zostat opisany w pracach [68, 70]. Nastepnie w pracy [62]
schemat ten zostal rozwinigty w celu zwigkszenia doktadnosci interpolacji [68], co byto mozliwe
dzieki przesunieciu Q i wykonaniu interpolacji w otoczeniu elementu neutralnego grupy le SO(3).
Schemat interpolacji tensora obrotu nie zalezy od sposobu parametryzacji grupy obrotow SO(3), a
wigc moze zosta¢ zastosowana w nim dowolna globalna parametryzacja lub wybrana parametryzacja
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lokalna. W rozprawie do obliczen zastosowano parametryzacj¢ kanoniczng, uznang za najlepsza pa-
rametryzacj¢ w ramach opisywanej nieliniowej teorii powtok [68].

A.3.2. Interpolacja na grupie obrotéw SO(3)

Schemat interpolacji na grupie obrotow zostal opisany m.in. w pracach [62, 66, 370]. Ponizej
przedstawiono zasadnicze kroki algorytmu dla bedacego przedmiotem rozprawy 4-weztowego ele-
mentu powlokowego:

1. Ustalenic pewnego ,Sredniego” reprezentanta QeSO(3) dla zbioru wartoéci weztowych

Q,=Q(&,)eU cSOM), (a=1,...,4).
2. Obrot (przeciagniecie) wartosci dyskretnych Q, z wezldw w otoczenie elementu neutralnego
1eS0(3) przy pomocy Q" €SO(3),
R, =Q'Q,. (A.26)

3. Wyznaczenie w kazdym wezle wektora obrotu ¢, na podstawie ,,przeciagnigtego” tensora R,.
W tym celu w parametryzacji kanonicznej wykorzystuje si¢ rownania analogiczne do (A.20):

1
2sing,

P, = arccos(%(trRal —1)), 0. ad‘l(Ra - RaT) : (A.27)

4. Interpolacja wspotrzednych wektora obrotu @(¢) i jego pochodnych ¢(¢), ; jako elementow R® na
podstawie wzoru (5.3):

(b(é:) = Z La (g)(pa’ (B(é)vﬂ = Z La (é:)’ﬁ Da - (A28)

5. Wyznaczenie funkcji interpolujacych Ii(é‘) i ﬁ(f), 4 ha podstawie tensorow skosnie symetrycz-
nych @(&)=ad@(&) i d(&), P =ad(qb(§), ﬁ). W parametryzacji kanonicznej korzysta si¢ z nastepujg-
cych wzoréw analogicznych do (A.18) i (A.19):

R(¢) =1+a()P(&) +b(&)P(£)?, (A.29)
R(&),y =a(8),, B(E) +A(O)B(E), 5 +b(E), B(E) +D(E) (D), B(E) + B(E)D(C),;),  (A30)
gdzie

sin (<) 1-cos@(c)

()2 b= (&) =) A3l
a@= 208 =t o =l (A31)
a@),, :%a(w(é),ﬁ . b, =%¢(é)-¢(é),ﬁ- (A32)

6. Obrot z powrotem (popchnigcie) funkcji R(f) i ﬁ(f), s do polozenia poczatkowego U < SO(3)
przy pomocy Q € SO(3) tzn.:

QE)=0R(&),  0(&).,=0R(&), (A.33)

Z zaleznosci (A.33) wynika, ze funkcje Q(&) i Q(E), s naleza do grupy obrotow SO(3), a wigc opisa-
na procedura jest dziataniem wewnetrznym w grupie obrotow SO(3). Przedstawiony schemat interpo-
lacji znaczaco ogranicza problem osobliwosci dla parametryzacji lokalnej, gdyz pozwala zastosowac
w ramach jednego elementu skonczonego wzgledng zmienno$¢ najezenia mniejszg od tej na potsferze.
Ponadto opisany schemat interpolacji nie dotyczy tylko tensora obrotu Q, ale moze zosta¢ zastosowa-
ny rowniez dla tensoréw struktury: To, T, T,,€ SO(3).
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A.3.3. Interpolacja wektora wirtualnego obrotu
Interpolacj¢ wektora wirtualnego obrotu W(&) przeprowadza sie¢ w inny sposéob niz dla elementow
grupy SO(3), gdyz wektor W nalezy do przestrzeni stycznej do grupy obrotow T,SO(3) . Trzy mozliwe

sposoby interpolacji: posrednia lokalna, bezposrednia w bazie aktualnej oraz bezposrednia w stalej ba-
zie globalnej zostaty szczegotowo opisane m.in. w [62, 67].

W niniejszej rozprawie zastosowano bezposrednig interpolacje wektora wirtualnego obrotu w(¢)
w stalej bazie globalnej e;. W celu okreslenia schematu interpolacyjnego zapisuje si¢ wektor w(&) w

lokalnej bazie korotujacej t; oraz w bazie globalnej e;, wykorzystujac transformacje T :€; = t;,

W(E) =W, (&), (&) =W, (&)e; =W, ()T ()t (&). (A.34)

Z zaleznosci (A.34) wynika relacja w; (&) =T($)W, (&) =T;; ($)w; (&) . Zastosowanie interpolacji bez-
posredniej dla W, (¢) pozwala zapisa¢ interpolacj¢ W($) w nastgpujacy sposob:

W, (<) s W, (€)
W(E) =1 W,(&) =T ()Y La(&){ Wy (&) ¢ (A.35)
W;(<S) - Wsa (€)

Ze wzgledu na to, ze wszystkie sktadowe wektora wirtualnego obrotu sg odnoszone do statej bazy
globalnej, to opisany wariant interpolacji ma charakter reprezentacji materialnej. Zastosowane podej-
Scie pozwala na bezposrednie laczenie roznych platow powloki wielogaleziowej, jednak z drugiej
strony wymaga wyznaczenia elementéw T (&) zgodnie z procedurg opisang w paragrafie A.3.2.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Karol Daszkiewicz: Rodzina elementow hybrydowo-mieszanych w 6-parametrowej teorii powlok ... 163

Dodatek B
WYBRANE ASPEKTY PROCEDURY PRZYROSTOWO-ITERACYJNEJ

B.1. Linearyzacja zasady przemieszczen wirtualnych

W celu pokazania specyfiki nieliniowej 6-parametrowej teorii powtok na podstawie prac [62, 370]
zaprezentowano ponizej proces linearyzacji dla zasady przemieszczen wirtualnych.
Funkcjonal wewnetrznej pracy wirtualnej dany wzorami (2.33) i (3.25) w otoczeniu punktu

ueU, przyjmuje posta¢

Glu(iwl=[[ setn) semMda=[] [0 (e, +(¥, +nu,,)xw)+m’ ()aw, [a.  (B.1)
Obliczenie jego pochodnej kierunkowej prowadzi do wyrazenia

0G,[u;Au,w]= HM [5nﬂ-(v,ﬁ +Y, 5 xW) + N’ o(AU, ; xW) + émﬂ-w,ﬂ}la . (B.2)

Wariacje napr¢zen uogdlnionych on’ i om” wyznaczone jako pochodne kierunkowe w reprezentacji
przestrzennej, przyjmuja postac

on’ d
Js = {5m” } = d—ns(i(’?))

gdzie przyrosty A" i Am? oblicza si¢ na podstawie rownan konstytutywnych (3.23) z zaleznosci
As =CAE. (B.4)

(B.3)

AN’ + Ay x n”
=AS+AyxsS= ,

#=0 AM? + Ay x m”

Wystepujace w (B.4) zlinearyzowane miary odksztalcen A€ wyznacza si¢ jako pochodne korotacyjne
(wzgledem obracajacej sie bazy t;) w punkcie ue U,

Ag, =de, (11)|’7:0 =Au,,+y,,xAy, Ak, =dk, (;7)|’7:0 =Ay,;. (B.5)

Wyrazenia (B.5) pokazuja, ze Ag, i Ak, przyjmuja analogiczng posta¢ do tej danej wzorem (3.15)

dla wirtualnych miar odksztatcen.
Po wstawieniu zaleznosci (B.3) do (B.2) zlinearyzowany funkcjonat przyjmuje postaé

5Gi[u;Au,W]=HM (Aoy, +AO'G)da:HM w' (Ky +Kg )Auda = &9
) BG
= ”M [(Anﬁ +A'/’X"ﬁ)‘(v,/; TV XW)+nﬁ°(Au,,; xw) + (Am” +An;/><m/f)-w% ]da

gdzie za pomoca Ao, oznaczono czg¢$¢ materialng, a za pomoca Aoy czg$¢ geometryczng operatora
stycznego. Cze$¢ materialna wynika z linearyzacji naprezen uogdlnionych
Aoy =AY o(V, 5 +Y,, xW) + Amew, ;= An” ode, + Am” odic,, (B.7)
natomiast cze$¢ geometryczna wynika ze zmian w geometrii (linearyzacji wirtualnych odksztatcen)
Aog = (Ay x nﬁ)-(v,ﬁ P, xw) + n’ (Au, ; xw) + (Ayr x mﬂ)-w,ﬁ : (B.8)
Po uwzglednieniu zaleznosci (3.15) wyrazenie (B.8) mozna zapisa¢ nastepujaco
Aog = nﬁ-[ds/f XAy + Ay <y + (wx Ay) x (2, +8ﬁ):| +mﬂ-(dkﬂ X Ayr). (B.9)

W notacji macierzowo-operatorowej cze$¢ materialna i geometryczna operatora stycznego przyjmuja
posta¢ przydatng w dalszej czg$ci rozprawy w sformutowaniu elementu skonczonego
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Aoy, =0g(u)’ As=w'B'CAe =w'B"CBAu=w 'k,,Au, (8.10)
Ao, =dAg(u)' s =w'kAu, '

gdzie za pomoca Ky oznaczono materialng macierz sztywnosci, a za pomoca Kg macierz geometrycz-
na, ktorej jawna postac zostata zaprezentowana w Dodatku C.2.3.
Funkcjonal zewnetrznej pracy wirtualnej dany wzorami (2.33) i (3.26) w otoczeniu punktu
ueU, przyjmuje posta¢
GoluCwl=[], w'p (da+ [ w's Gyl
N N : (B.11)
= [[l, (Fv-+clywyda+ [ (0" Gr)ov+m” (r)whe

Tymczasem pochodng kierunkowg funkcjonatu (B.11) mozna zapisaé nastgpujaco

0G,[u;Au, W] = || (JF v +Cow) da + on" e +om”ew)dl . B.12
fu;au,wl= ] ( yda+ [ ( ) (8.12)
Wystepujace w wyrazeniu (B.12) pochodne obcigzen zewngtrznych wyznacza si¢ ze wzorow

of
op = { &} = 5plu; Aul = d%p[u(n)]

n=0

(B.13)

*

9s” = { én*} = 65" [U; A] = 5" [u(p)]
dn

om

n=0

Z definicji pochodnej kierunkowej wynika, ze op i Js” sa co najwyzej funkcjami liniowymi wzgledem
Au. Jawna postac¢ 0G, zalezy od typu obciazenia i musi by¢ okreslana niezaleznie dla kazdego szcze-
gdlnego typu obcigzenia. W gldwnej czgsci pracy przyjmuje sie zatozenie, ze dziatajace na powloke
obcigzenia sg konserwatywne.

B.2. Sledzenie i wyznaczanie $ciezek rownowagi

W niniejszej rozprawie do rozwigzania globalnego uktadu rownan (5.144) stosuje si¢ metode
przyrostowa Newtona-Raphsona. W metodzie tej zaktada sig, ze problem nieliniowy statyki powlok
mozna scharakteryzowaé za pomoca jednego skalarnego parametru reR, nazywanego parametrem
kontrolnym (sterujacym). Wtedy Sciezke rdéwnowagi definiuje si¢ jako zbidr wszystkich zbieznych
rozwigzan q globalnego uktadu réwnan (5.144), ktory kresli w przestrzeni konfiguracyjnej odcinkowo
gtadka krzywa parametryzowang przez t

q=0(r) =(u(z),Q(z)) €U, (B.14)

Zatem $ciezke rownowagi tworzy skonczony zbior rozwigzan odpowiadajacych kolejnym dyskretnym
warto$ciom parametru kontrolnego 7o, 71,..., 7,. W przypadku analiz dynamicznych parametrem kon-
trolnym jest czas. Metody $ledzenia i wyznaczania $ciezek rownowagi (nazywane metodami kontynu-
alnymi) zostaty opisane m.in. w ksigzkach [26, 67]. Proces wyznaczania $ciezek rownowagi jest za-
gadnieniem zlozonym, wymagajacym od uzytkownika programu do$wiadczenia, gdyz gtadkim zmia-
nom parametru t nie musza odpowiada¢ gtadkie zmiany na $ciezce rownowagi. Powodem problemow
podczas $ledzenia $ciezek rOwnowagi sg punkty rozgatezien (osobliwe), wsrod ktorych wyrdznia sig
punkty graniczne oraz punkty bifurkacji réznego typu, opisane m.in. w [26, 357].

W dalszych rozwazaniach przyjmuje si¢, ze globalny wektor obciazen zewnetrznych p jest pro-
porcjonalny do parametru obcigzenia 4 1 w zwigzku z tym istnieje Py dla ktorego zachodzi

p= ;Lpref , Ap = A;Lpref : (815)

Jesli w ramach omawianej analizy przyrostowo-iteracyjnej $ciezka rownowagi zostata wyznaczona dla
N przyrostow obcigzenia oraz i-tej iteracji rownowagi, to globalny uktad réwnan réwnowagi w (i+1)
iteracji mozna zapisac nastepujaco
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KOAGHD = A10+Dp @ 4 ) (B.16)
re 1 .
gdzie za pomocg j oznaczono wektor sit niezrownowazonych zdefiniowany nastgpujaco
i =p® _p @ — 00 0 (B.17)

Natomiast wystepujacy w rownaniu (B.16) przyrost parametru 2 w (i+1) iteracji oraz sumaryczny
przyrost parametru obcigzenia w danym przyroscie sg dane odpowiednio wzorami

A = 20 _ 0 M= Zi:M(k) _ (B.18)

k=1

W niniejszej rozprawie zastosowano standardowa wersj¢ metody iteracyjno-przyrostowej, w ktorej ak-
tualizacje macierzy stycznej Kt wykonuje si¢ w kazdej iteracji.

Procedura poszukiwania przyblizonego rozwigzania globalnego uktadu rownan (B.16) dla (n+1)
przyrostu sktada si¢ z dwoch podstawowych faz (por. np. [21, 26]):

a) Faza predykcji (zerowa iteracja, i = 0)
Dla zadanego przyrostu parametru kontrolnego At z globalnego uktadu rownan w postaci rozszerzone;j

(zob. np. [356])
. AgW i
|:KT . P rer jHAj(nl) } = {JA:} ) (Blg)

@

o’ oraz przyrost parametru obcigzenia MY

wyznacza si¢ przyrost wektora przemieszczen AQ

W réwnaniu (B.19) wprowadzono wektor t , ktory dla roznych technik sterowania zostat zdefiniowa-
ny w kolejnym podrozdziale. Natomiast za pomocg indeksu dolnego podkreslono, w jakiej konfigura-
cji zostaly wyznaczone dane wielko$ci, gdzie konfiguracja n jest znang konfiguracja z poprzedniego
przyrostu, a konfiguracja n+1 jest konfiguracja poszukiwang w aktualnym przyroscie. Dodatkowo we
wzorze (B.19) pomini¢to przy niektorych wielkoéciach zerowy indeks gorny. Nastgpnie w sposob opi-
sany w podrozdziale 5.12 dokonano aktualizacji zmiennych, ktérg skrotowo mozna zapisaé w postaci
Arh=dn+AaY, B =B, +ABY, ef)i=0,+Aal. (B.20)

n+l n+1
Po zakonczeniu fazy predykcji program autorski podstawia i = 1 i przechodzi do fazy korekcji.

b) Faza korekc;ji (iteracji, i > 1)
Na poczatku oblicza si¢ wektor sit niezrownowazonych z poprzedniej iteracji

jr(1i+)—l =Pna (") - rr(li—)l (qf'n:)-l (B.21)
oraz dokonuije agregacji uaktualnionej macierzy stycznej K& (q{",). Nastepnie na podstawie wektora

n+l
sit niezrownowazonych za pomocg nastepujacego uktadu rownan (por. z (B.19))

kP -p%[aat] _[i0) (.22
f M(m) 0 '

(i+D)

oblicza si¢ nowa poprawke do wektora przyrostu przemieszczen AQ,.;

oraz do przyrostu parametru

obcigzenia A W kolejnym kroku dokonuje si¢ aktualizacji przemieszczen i parametrow dla nie-
zaleznych odksztalcen i uogdlnionych naprezen

(+1) _ @) (i+1) (+) _ @) (i+1) (1) _ () (i+1)

qn+1 _qn+1+Aqn+l ' Bm—l _Bn+l+ABn+l v Ony _an+1+Aan+1 ' (823)
Aktualizacja przemieszczen w szczegdtowy sposdb zostata opisana w podrozdziale 5.12. Na koniec
sprawdzane sg warunki zbieznosci procesu iteracyjnego opisane w podrozdziale B.4. Jesli warunki
zbieznosci nie sg spelnione to proces iteracji jest kontynuowany i dokonuje si¢ aktualizacji numeru ite-

racji przez podstawienie i:=i+1. Faza korekcji moze zosta¢ przerwana je$li i > imax, gdzie imax jest
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ustalong maksymalng liczba iteracji rownowagi. Wtedy program autorski umozliwia zmiang np. wiel-
kos$ci przyrostu parametru kontrolnego lub techniki sterowania procesem rozwigzania. Natomiast jesli
warunki zbieznosci sa spelnione, to program dokonuje nastepujacych podstawien

i+1 i1 i1
OIE'L) > Unias Bﬁ'fl) =B aﬁ'fl’ 0y (B.24)

i przechodzi do fazy predykcji dla kolejnego (n+2) przyrostu lub konczy obliczenia jesli (n+1) byt
ostatnim przyrostem.

B.3. Techniki sterowania procesem rozwigzania problemu nieliniowego

Wsrdd technik sterowania procesem wyznaczania $ciezki rownowagi w literaturze zob. np. [67,
356] wyroznia si¢ trzy podstawowe techniki: sterowanie parametrem obcigzenia, sterowanie parame-
trem przemieszczenia oraz sterowanie parametrem dlugosci tuku. Globalny wektor uogélnionych
przemieszczen q przyjmuje si¢ w postaci

q Z{Q1 gy - Oy }T eRY, (B.25)

gdzie N jest liczba globalnych stopni swobody.
Technika sterowania parametrem obcigzenia A jest najprostsza technika sterowania procesem

rozwiazania, w ramach ktorej wektor t w uktadach rownan (B.19) i (B.22) ma postaé
t={0,[1}. (B.26)
Zatem parametr obciazenia A jest parametrem kontrolnym i zachodzi At = AL = AL, gdzie AL jest za-

danym przyrostem A w danym przyroscie. W zwigzku z tym w iteracjach (i > 0) korekcja parametru

obciazenia wynosi A" =0,
W technice sterowania przemieszczeniem jako parametr kontrolny wybierana jest jedna ze skia-
dowych wektora uogolnionych przemieszczen q (B.25). W przypadku wyboru p-tej sktadowej wektor

t przyjmuje nastepujaca postaé
t={0,, 4 10,y ,[0}. (B.27)

Ponadto zachodzi Az=Aq, = Aq’, gdzie Aq™ jest zadanym przyrostem p-tej sktadowej g w danym
przyroscie. W zwigzku z tym w iteracjach (i > 0) korekcja dla tej sktadowej wynosi Aqg”l) =0.

W celu opisu techniki sterowania dlugo$cig tuku dla wektora niewiadomych wystepujacego w
uktadach réwnan (B.19) i (B.22) wprowadza sie najpierw oznaczenie A

 (Ag® i (Ag®
AqY = at AG=) at (B.28)
AD — A
Wtedy dtugo$¢ tuku na $ciezce rownowagi definiuje si¢ nastepujaco (zob. np. [356])
As? =AQ"AG=Aq"AQ+AA2. (B.29)

Na podstawie zaleznosci (B.28) i (B.29) wektor t wystepujacy w uktadach réwnan (B.19) i (B.22)
W technice sterowania dlugoscig tuku mozna wyrazi¢ nastepujgco

— T
- [ A _
f= {—9} . TAG=4s, (B.30)
I Aq|
gdzie za pomocy || . || oznaczono seminorme euklidesows. Zatem dtugos$¢ tuku s jest parametrem kon-

trolnym i zachodzi Az = As = As’, gdzie As” jest zadang warto$cia przyrostu s w danym kroku oblicze-
niowym. W zwiazku z tym w fazie korekcji As = const i AGQ'AQ=0 dlai> 0. Zréznicowanie rzedow

warto$ci 1 jednostek dla sktadowych wektora q: translacji i obrotéw moze by¢ powodem problemow
Z wiarygodnym wyznaczaniem parametru dlugosci tuku. W pracy [71] jako metode ominiecia tego
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problemu zaproponowano selektywne obliczanie dtugosci tuku, ktore polega na eliminacji wybranych
sktadowych AQ lub ich odpowiednim przeskalowaniu. Eliminacj¢ (lub skalowanie) mozna wyrazi¢ za
pomoca macierzy diagonalnej S = diag[si, S,,..., Sn], ktorej elementy speiniaja warunek 0<s,<1
(p =1,2,...,N), wtedy wektor AQ modyfikuje sie nastepujaco

o |SAq® _ < [sag®
i) _ _
AQ _{ 0 } AQ = kzzl{ w [ (B.31)

Zastosowanie wzoru (B.31) w (B.30) pozwala na obliczenie zmodyfikowanego wektora t , wystepu-
jacego w uktadach rownan (B.19) i (B.22). W niniejszej rozprawie zdecydowano si¢ oblicza¢ dtugos¢
tuku tylko na podstawie sktadowych translacyjnych wektora AQ.

B.4. Kontrola zbieznosci procesu iteracyjnego

W pracy [67] zaproponowano sze$¢ kryteriow do kontroli zbiezno$ci procesu iteracyjnego. W ni-
niejszej rozprawie zastosowano trzy kryteria zwigzane ze zmiang poprawek przyrostow uogoélnionych
przemieszczen d(Aq) = Aq® w trakcie fazy korekcji (i > 1). Natomiast zrezygnowano ze sprawdzania
trzech kryteriow skonstruowanych dla wektora sit niezrownowazonych j ze wzglgdu na problemy z
wyborem wielkosci odniesienia odpowiadajacych obcigzeniu. W pracy [67] zauwazono, ze w przy-
padku sformutowan hybrydowo-mieszanych mogg si¢ pojawi¢ problemy ze spetnieniem kryteriow dla
wektora j, dlatego w ramach dalszych prac planowane jest sprawdzenie wptywu tych kryteriow na
zbiezno$¢ procesu iteracyjnego.

W kryteriach przemieszczeniowych ograniczono si¢ jedynie do translacyjnych stopni swobody ze
wzgledu na lokalnie duze zmiany parametréw kanonicznych dla obrotowych stopni swobody. Przyj-
mujac, ze M oznacza catkowitg liczbe weztdw kryteria zdefiniowano nastgpujaco

|I5(SAq)|| S=diag[s,, S, Sr--Su . S ={1110,0,0}, k=12..M, (B.32)
ISAg)|
M 3
02> max |5(Agis) | 1 Zz[a(Aqrs)]z | (B.33)
;2% """ |Aqs ref | r=1 s=1 (Aqs ref)

gdzie wielkosci odniesienia wyznacza si¢ jako

A ot = _max |Ag, |, s$=12,3. (B.34)
Przyjmowane w analizach nieliniowych warto$ci parametrow kontrolnych zestawiono w tab. B.1. Bio-
rac pod uwage prace [67, 370] oraz do§wiadczenia wilasne autora niniejszej rozprawy kryterium (B.32)
z ograniczeniem Ul jest traktowane jako podstawowe. Natomiast pozostate dwa kryteria petnig rolg
pomocniczg (informacyjna).

Tabela B.1. Zastosowane wartosci parametréw kontrolnych

Ul u2 UK
0.001 0.01 0.001

Proces rozwigzania poza omowionymi kryteriami zbieznosci jest dodatkowo kontrolowany za
pomoca techniki okien zaproponowanej w pracy [74] oraz opisanej m.in. w [67]. Technika ta ograni-
cza warto$¢ przyrostow parametru kontrolnego dla réznych technik sterowania i ma szczeg6lnie zna-
czenie w przypadku trybu interaktywnej pracy z programem.
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Dodatek C

WYBRANE ZAGADNIENIA Z MES

C.1. Catkowanie numeryczne

Problem catkowania numerycznego zostat szczegdtowo opisany m.in. w ksigzkach [149, 186,
273]. W ogoélnej postaci problem catkowania funkcji jednej zmiennej w przedziale [a,b] mozna zapi-
sac jako

b n
[t f()de =" wif(x) +e, (C1)

gdzie: w(x) jest funkcjg wagowsa, w; sg wagami kwadratury, X; sg miejscami zerowymi danej kwadratu-
ry, n — liczba punktéw catkowania, a za pomoca e oznaczono btad kwadratury. Dowolna catke postaci
b

1
I f (x)dx mozna przeksztatci¢ do postaci j g(&)d¢é w wyniku transformacji opisanej wzorami
a -1
- b-a
X = 4 ’ =—_< , C.2
> ¢t g)=—-/( (C.2)
Ponizej omoéwiono dwie kwadratury, ktore zostaly wykorzystane do catkowania numerycznego w pro-
gramie autorskim.
Podczas catkowania macierzy elementowych i catkowania wzdtuz grubos$ci powtoki zastosowano
kwadratur¢ Gaussa-Legendre’a, nazywang w rozprawie skrétowo kwadraturg Gaussa. Kwadraturg ta
uzyskuje sie z (C.1) przez przyjecie w(X) = 1 oraz przedziatu catkowania [-1,1]

b 1 n
C=[f0odx=[g()de =) wg(&). (C3)

We wzorze (C.3) za pomoca ¢ oznaczono wspotrzedne punktow catkowania kwadratury Gaussa-
Legendre’a, ktdre wyznacza si¢ jako pierwiastki (zera) wielomianow Legendre’a n-tego stopnia, zob.
np. [186]. Wzor na catke po powierzchni A dla funkcji dwoch zmiennych, wykorzystujac kwadrature
Gaussa-Legendre’a mozna zapisa¢ nastepujaco

C=[f(xy)ydx= j j g ndedn =S ww el (C4)

—1-1 i=l j=1

Kwadratura Gaussa n-tego stopnia pozwala na doktadne wyznaczenie catek dla wielomianow stopnia
co-najwyzej 2n-1. W przypadku wielomianow wyzszego rz¢du lub innych funkcji sposdb oszacowania
bledu catkowania numerycznego e opisano np. w [149, 273]. Wspoétrzedne i wagi dla punktéw catko-
wania kwadratury Gaussa-Legendre’a zestawiono w tab. C.1.

W kwadraturze Gaussa punkty catkowania nie wystepuja w skrajnych weztach przedziatu catko-
wania. Z tego powodu w niniejszej rozprawie do catkowania numerycznego wzdtuz grubosci uzyto
réwniez kwadratury Gaussa-Lobatto-Legendre’a, okreslanej w rozprawie skrotowo kwadratura Lobat-
to. W kwadraturze tej wymusza sig, aby punkty catkowania wystepowaly w skrajnych weztach prze-
dziatlu catkowania, a catke wyznacza si¢ z nastepujacego wzoru

b 1 2 n-1 n ‘
C=[100x=[ 0@ = g la( D+ sO+ D@ =D we@) . (©9)

Kwadratura Gaussa-Lobatto-Legendre’a n-tego stopnia pozwala na doktadne wyznaczenie catek dla
wielomianéw stopnia co-najwyzej 2n-3. Wspoétrzedne i wagi dla punktéw catkowania kwadratury
Gaussa-Lobatto-Legendre’a zestawiono w tab. C.1.
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i kwadratury Gaussa-Lobatto-Legendre’a

Tabela C.1. Wspotrzedne i wagi dla punktéw catkowania kwadratury Gaussa-Legendre’a

Kwadratura Gaussa-Legendre’a Kwadratura Gaussa-Lobatto-Legendre’a

Wspbétrzedne & Wagi w; Wspoétrzedne & Wagi w;

0 2.0 0 2.0
+0.5773502692 1.0 +1.0 1.0

0 0.8888888889 0 1.33333333333333
+0.7745966692 | 0.5555555556 +1.0 0.33333333333333
+0.8611363116 | 0.3478548451 +0.44721359549996 | 0.83333333333333
+0.3399810436 | 0.6521451549 +1.0 0.16666666666667

0 0.5688888889 0 0.71111111111111
+0.9061798459 | 0.2369268851 +0.65465367070798 | 0.54444444444444
+0.5384693101 | 0.4786286705 +1.0 0.1
+0.9324695142 | 0.1713244924 +0.28523151648065 | 0.55485837703549
+0.6612093865 | 0.3607615730 +0.76505532392946 | 0.37847495629785
+0.2386191861 | 0.4679139346 +1.0 0.06666666666667

0 0.4179591837 0 0.48761904761905
+0.9491079123 | 0.1294849662 +0.46884879347071 | 0.43174538120986
+0.7415311856 | 0.2797053915 +0.83022389627857 | 0.27682604736157
+0.4058451514 | 0.3818300505 +1.0 0.04761904761905
+0.9602898565 | 0.1012285363 +0.20929921790248 | 0.41245879465870
+0.7966664774 | 0.2223810345 +0.59170018143314 | 0.34112269248350
+0.5255324099 | 0.3137066459 +0.87174014850961 | 0.21070422714351
+0.1834346425 | 0.3626837834 +1.0 0.03571428571429

0 0.3302393550 0 0.37151927437642
+0.9681602395 | 0.0812743884 +0.36311746382618 | 0.34642851097305
+0.8360311073 | 0.1806481607 +0.67718627951074 | 0.27453871250016
+0.6133714327 | 0.2606106964 +0.89975799541146 | 0.16549536156081
+0.3242534234 0.3123470770 +1.0 0.02777777777778

C.2. Wybrane macierze elementowe

C.2.1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na rozbudowang strukture niektére macierze elementowe nie zostaly zdefiniowane w
jawnej postaci w glownej czesci rozprawy. W zwigzku z tym szczegotowa postaé tych macierzy zo-
stanie zaprezentowana ponizej. Macierze te w ramach 6-parametrowej nieliniowej teorii powltok maja
unikalng strukture, ktora zostata opisana m. in. w pracach [62, 370].

C.2.2. Operator B(u) w zapisie macierzowym

Macierzowy operator B(u) opisuje relacje miedzy wirtualnymi przemieszczeniami i wirtualnymi
odksztatceniami, ktora w notacji macierzowo-operatorowej zostata zapisana za pomoca wzorow (3.16)
-(3.18). Jednak w implementacji wykorzystuje sie bardziej szczegétowy zapis macierzowy

oE Bu Bf \'
{&(H%g) BJ{W}:B@W. c6)
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Macierz B, wyznacza si¢ z tozsamosci V,; =V,,; €;

lezno$ci Y, , xw = (t st aﬁ) X w, zatem przyjmujg one postac

=Viop Tuly s

natomiast macierz B¢ na podstawie za-

_Tll(-)11 To1()n T31(-)’1_ & 0 €12
T TG Tiul)s 0 —& —€x
B, = To()n Tp(a Tl , B, = 0 & —(1+e,) C.7)
Tu()e Tu(n Taul)n —& 0 146y
Ta(n Tu(n Te()y I+e, & 0
[ Tis()z Tos()i Taz()ir | | en l+ey, 0
Rozpisanie wzoru ok, =w, ;= (W), ¢, + b, xw daje macierz B, w postaci
(), 0 0] [0 b by
0O (), O b, 0 —by,
0 Oy O] |b 0 -b
B, = + , C.8
h (), O 0 0 -b, by (€8
0 0 (-)11 _b12 b11 0
| 0 0 ()] [byp by 0 |

gdzie za pomoca b,s i by oznaczono sktadowe tensora krzywizny (2.5) w konfiguracji aktualnej. Po-
chodne wystepujace we wzorach (C.7) i (C.8) oblicza si¢ wzglgdem wspotrzednych krzywoliniowych

¢’ na powierzchni odniesienia w konfiguracji nieodksztatcone;.

C.2.3. Macierz geometryczna

Czgs$¢ geometryczng przyrostu gesto$ci wewnetrznej pracy wirtualnej, dang wzorem (B.9), mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob

Acog =0 NTAy +w'NAe + w EAw + k"M T Ay =0d"GAd =w 'D'GDAu=w 'k ;Au,  (C.9)

gdzie wprowadzono macierze D i G zdefiniowane nastepujaco

od=16K =044 B, {W}=DW, G=|0ge Opes M'|. (C.10)
Wl 10ps L N Oge E

Zaleznosci (C.9) i (C.10) pozwalaja na zapisanie macierzy geometrycznej w postaci

. 0 BINT
ks =D'GD= (C.11)

NB, NB,+BIN"+E+BM" [
gdzie
Ql O 0 Q2 _Nll _NZl
N= 0 Q> Q 0 -N2 -NZ#Z| (C.12)
_NlZ NZl Nll _NZZ 0 O

0 -M? —M?! 0 M2 M 22
M= M! 0 0 Mz —M® —MP |, (C.13)
_M12 M21 Mll _M22 0 0


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

172 Dodatek C

Nﬂl(éﬂl"‘g,m)JrQﬁgﬂ Nﬂl(éﬂz"‘gﬂz) _Qﬂ(5ﬂ2+8ﬁ2)
E-= N72(Sy+ep) NP2(6p0+e4)+ 0%y Q' (Op+ey) |. (C.14)
—Nﬁzsﬂ N/;lgﬂ N“ﬁ(é +é, )

We wzorze (C.14) za pomoca J,5 0znaczono sktadowe delty Kroneckera.

C.3. Sprawdzenie lokalnych réwnan rownowagi dla przyjetej interpolacji
niezaleznych uogélnionych naprezen

W celu zweryfikowania réwnan rownowagi (5.54) wyznaczono sktadowe uogolnionych naprezen
membranowych na podstawie wzoréw (5.44) i (5.45), przyjmujac macierz Sy, dang wzorem (5.46)

o Jos 0 ;0 o 2 0 70 * 0 70 *
N™ = o + I 11605 + J1pJ 18 g N =0y +Jy1J 3185043 + J 50 28, 04y,
N* =0 +J 1/ 152“13 +J 2. 2510‘141 N# =0y +‘]11‘]21620‘13 +‘]12-]22 10‘14

(C.15)

Sprawdzenie warunkow rownowagi (5.54)-(5.57) wymaga wyznaczenia pochodnych po wspotrzed-

nych fizycznych {“. W celu ich obliczenia dla sktadowych uogodlnionych naprezen okre$lonych we
wspotrzednych sko$nych {Xs, s} wykorzystuje si¢ odwrocong macierz Jacobiego (5.32) obliczong w
srodku elementu

OX;  OX
1 A2 X X, 3o _30
3= o ¢ :{ s X 2}=.i zi 012 . (C.16)
aYS % You Ysn2 o _‘]21 Jll
oct ac?

Zaleznosci (C.15) i (C.16) pozwalaja zapisa¢ pochodne wystepujace w rownaniach (5.54) w postaci
N l11 = J0101Ys 1 Oz + I 1% Oy = ~(Jo) J101J101J210‘13 +(Jo) J102J102J22a14 ,
N,222 = ‘]21‘]21ys’2 Oq3 +J22J22xs’2 044 =( ) J101J21J210°13 ( ) J102J§2J220°14’
N,llz = I Ysn tag + ST ipXg g = ~(Jo )_ 31321951005 +(J )_ IS 22 32044,
N,zzl = J5951Ys 12 s + JipS X, 15 g =(Jo )71 JiInd 5105 — (Jo) J102J102J220¢14

Po podstawieniu wielko$ci (C.17) do rownan roéwnowagi (5.54) uzyskuje si¢, ze dla wspotrzednych
skosnych sa one spetnione w dowolnym punkcie elementu skonczonego.

Zastosowanie bogatszej interpolacji danej macierzag Sy (5.46) daje sktadowe uogdlnionych na-
prezen membranowych w postaci

(C.17)

N* :0&""]101J101§;0‘13+J szlam +J ‘]152%5 "'J JZélalG'
2 0 70 * 0 0 0

N =a, +J5J51C03 +J22J22§l Ogq + J22J2152a15 + J21J2251 O4g

N* = O3 + ng‘]lolé:;aﬂ + ngszél*am +J§2J1015;0‘15 +J§1J102§;0&61

21 0 70 »* 0 70 »* 0 70 o 0 70 £*
N =ay +J11J 5185005 + 1575561 044 + I 150 5185005 + J11J 208 .-

(C.18)

Pochodne wielkosci (C.18) wzgledem wspotrzednych (“ oblicza si¢ analogicznie jak pochodne
(C.17) i dla sktadowych N of wyrazonych we wspotrzednych skosnych przyjmuja one postac

N,lll = _( Jo )_1 ‘]1013101‘] 310(13 + ( ) J102J102J22a14 ( ) J101J102J210‘15 ( ) JlolJlOZJZZaliﬁ'

N,222 = ( Jo )_l ‘31013 31‘]31“13 - (jo )_ JlOZngJSZaM + ( . )_ J101J§1J02a15 _( ' )_ JlOZng‘]gzalG’

N,llz = _( Jo )_1 ‘]101‘] 21‘] 21“13 + ( Jo )_l Jlongzjgzam ( ) J101J§1J220‘15 ( ) JlOZ']gl‘]ZZaIG '

N,Zzl = ( jo) ‘]11‘]101J 21013 ~ ( ) J102J102J220‘14 ( ) J101J102J21a15 ( ) J101J102J22a16

(C.19)
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W wyniku wstawienia pochodnych (C.19) do warunkéw réwnowagi (5.54) otrzymano, ze sg one toz-
samos$ciowo spetnione dla dowolnego punktu w elemencie skonczonym.
W celu sprawdzenia rownania (5.55) okreslono sktadowe uogolnionych napr¢zen $cinania po-

przecznego na podstawie wzorow (5.44) i (5.45), przyjmujac interpolacj¢ zgodnie z (5.48)
Ql:as +JJ%6;?17 +Jf§éfff(181 (CZO)
Q° = a5 + S 1507 +J 58 .

Pochodne sit przekrojowych Q“ wzgledem wspoétrzednych fizycznych wyrazone we wspotrzednych
sko$nych wyznacza si¢ nastepujaco

-1 -1

,11= ‘]101y5 11 %7 +J102xs 1 %g :_(Jo) Jlol']glaﬂ +(Jo) J102J320‘181
-1 .1

Q,22 = ngysvz %7 +ngxsvz Qg :(Jo) J101Jg10‘17 _(Jo) Jloz-]gzala-

Zsumowanie zaleznosci (C.21) daje warunek rownowagi (5.55) i pokazuje, ze dla wspotrzgdnych sko-
$nych jest on tozsamosciowo spelniony w dowolnym punkcie elementu skonczonego.

Do weryfikacji rownan rownowagi (5.56) potrzebne jest wyznaczenie sktadowych uogélnionych
naprezen zgigciowych na podstawie wzorow (5.44), (5.45) i (5.47)

(C.21)

1 0 70 2 0 70 o 2 0 70 £* 0 70 ¢*
M™ =0, +J13J11$5009 + T 10128 g, M™ =05 +JpJ 518009 + I35 281 09,

. . ’ ‘ (C.22)
M* = Oy + ngjlolé:Za.LQ + JSZJ:PZQZI O M* = Oy + Jfnglé:ZalQ + JfZngé:l Oyo-

Ze wzgledu na to, ze Sy = Sy, to sktadowe (C.22) maja takg samg postac jak sktadowe uogdlnionych
naprezen membranowych (C.15). W zwigzku z tym pochodne wystepujace w rownaniach (5.56) wy-
razone we wspotrzednych skosnych oblicza si¢ w ten sam sposob jak pochodne (C.19), co daje

oL -1
M ,ll1 =(Jo) (_3101‘]101‘]310&9 + 1212 2200 )’ ]‘/1,222 =(Jo) (J101J§1J§1“19 ~J12J 22 2200 )’ (C.23)
.\l . \-1 '
M,ll2 =(Jo) (_‘1101‘131‘1210‘19 +J102J22J32“20)1 M,zzl =(Jo) (J101J101J310‘19 _Jlozjlozjgzazo)-

W wyniku podstawienia zaleznosci (C.20) i (C.23) do warunkéw rownowagi (5.56) uzyskuje sie
M,lll + M,221 -Q'=—Q'= —0s _J101ys“17 - Jlozxsaw’
M,llz + M,222 -Q*=-Q*= —0g _ngysa’ﬂ - ngxsa’ls'

W réwnaniach (C.24) pochodne uogdlnionych napr¢zen zginajacych wzajemnie si¢ skracajg i dlatego
réwnania (5.56) sa spetnione jedynie wtedy, gdy przekrojowe sily tnagce sa zerowe. Zatem przyjety
sposob interpolacji dla przekrojowych momentow zginajacych wymusza minimalizacj¢ uogo6lnionych
naprezen $cinania poprzecznego w ramach sformulowania stabego. Efekt ten wptywa korzystnie na
doktadno$¢ rozwigzan MES, ze wzgledu na problem zjawiska blokady zwigzanego z zawyzeniem
wielkosci sit tnacych w szczegolnosci dla elementéw powtokowych niskiego rzedu.

W celu sprawdzenia ostatniego rownania rownowagi (5.57) sktadowe uogodlnionych naprezen
owinigcia okreslono na podstawie wzorow (5.44), (5.45), stosujac macierz Sy, (5.49)

(C.24)

1 0 * 0 o
M* =0y +J116505, + J15¢ 0y,

, o o . (C.25)
M* =y, +J1C500 +J 558 0
Przyjmujac, ze {& ,& 3={x,,y.} obliczono ich pochodne wzgledem wspotrzednych fizycznych
] 1
M3 =300V 01 + 0¥ 0 = —( o) TSm0 + (o)~ Jiz 220022, (C.26)

2 _ 10 0 _/+\150 50 .\-1 50 50
M5 =J51Ys12 01 + T 55X, 0 —(Jo) J11J21%1 +_(]o) J12J 220, -

Warunek rownowagi (5.57) po podstawieniu do niego wielkosci danych wzorami (C.15) i (C.26)
przyjmuje postac
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Mi+M3+N?—N*=N?-N*=q,—0q,, (C.27)
natomiast w wyniku wstawienia sktadowych ze wzoru (C.18) zamiast (C.15) otrzymano

M} + M,Zz +N2Z -N* =N? —-N* =0, —a, + (5015 _xs%e)(Jﬂng _Jlozjgl)' (C.28)

W réwnaniach (C.27) i (C.28) skrocity sie pochodne MY, co roéwniez zachodzi dla alternatywnej in-

terpolacji momentdw owinigcia za pomoca macierzy Sy, gdyz wtedy @y = 0,, . W zwiazku z tym dla
przyjetej interpolacji rownanie rownowagi (5.57) jest spetnione, gdy miary uogdlnionych napr¢zen
membranowych sg symetryczne i zachodzi N* —~N# =0. Warunek ten jest spelniony w dowolnym
punkcie elementu skofnczonego, gdy a; =a, dla interpolacji okre§lonej za pomoca macierzy S, oraz

dodatkowo, gdy oy =0 i o5 =0 w przypadku zastosowania macierzy Sp,.
Dotychczasowe rozwazania ograniczono do przypadku, gdy {& ,&}={x,,».}. W przypadku za-

stosowania wspotrzednych skorygowanych {¢,&} sprawdzenie warunkow rownowagi wymaga

dtuzszych przeksztatcen, poniewaz pochodne niezaleznych uogdlnionych naprezen po wspotrzednych
fizycznych musza by¢ obliczone jako pochodne funkcji ztozonych okreslonych we wspotrzgdnych na-
turalnych.

C.4. Sprawdzenie warunkéw nierozdzielnosci dla przyjetej interpolacji
odksztatcen

Dla pierwszej czesci interpolacji niezaleznych odksztatlcen wyznaczenie sktadowych oraz po-
chodnych wzgledem wspotrzednych fizycznych przebiega w analogiczny sposéb jak w poprzednim
podrozdziale dla niezaleznych uogélnionych naprezen. Wynika to z zastosowania kontrawariantnej
reguly transformacji (zob. (5.65)) oraz przyjecia takiej samej struktury macierzy opisujacych interpo-
lacje. Sytuacja wyglada inaczej w przypadku drugiej czesci interpolacji niezaleznych odksztatcen dla
ktorej stosuje sie kowariantng regule transformacji oraz interpolacje definiuje si¢ we wspotrzednych
naturalnych. Ponizej sprawdzono czy warunki nierozdzielnosci dane wzorami (5.77)-(5.80) moga by¢
spetnione dla przyjetej w podrozdziale 5.7 interpolacji niezaleznych odksztatcen. W celu ograniczenia

objetosci rozprawy rozwazono jedynie przypadek, gdy {& &} ={x,, .} oraz interpolacja odksztatcen
membranowych jest opisana za pomoca macierzy Pp, i N,.

Do weryfikacji warunkow (5.77) konieczne jest wyznaczenie sktadowych odksztalcen membra-
nowych i ich pochodnych oraz sktadowych zwigzanych z owinigciem. We wzorze (5.67) wystepuje

macierz odwrotna i transponowana do macierzy T? (5.50), ktora przyjmuje postaé
I3z Jadn —Jady -3y
( o)’T 1 Idh  dpdn -ddp IR
T N\2
(Jo) _Jlongz _‘]101‘131 ‘]101‘]32 Jlongl

0 40 040 040 040
_‘]22‘]].2 _‘]21‘]11 ‘]21‘]12 ‘]22‘]11

(C.29)

Na podstawie wzordéw (5.61), (5.67) i (C.29) wyznaczono sktadowe odksztatcen membranowych
. a-l RN
ey =p+ J101J101)’sﬁ13 + JlOZJlozxsﬁlzl + (Jo]) ngjnglﬁzl + (]0]) Jgr]glfzﬁzz’
.-l .-l
Ep =P+ ngngysﬁla + ngngxsﬁm + (Jo]) Jlonlozflﬂzl + (]o]) J101J10152/))22 ,
RN sl
e =P+ J21J101J/sﬂ13 + ngJlozxsﬂm - (JoJ) szjgzézl/’)zl - ( JoJ ) Jlol‘]glfzﬂzz )
.4l . a-l
&y =Pyt Jlol‘]glysﬂlii + Jlongzxs,Bm - (]oJ) ng-]lozflﬂzl - (]oJ) ngJfléZﬁZZ’

a nastepnie ich pochodne wzgledem wspotrzednych fizycznych, wykorzystujac (C.16) i (5.14)

(C.30)
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-1 . -1 .2\t .2\t
f112 = (]o) J101J101J1011313 _(Jo) J102J102J102ﬂ14 _(]oJZ) ngngleﬁzl +(]0]2) ngngJn/))zz,
.\l -1 .2\t .2\t
601 =~(Jo) Iadndanbia+ (o) It +(J0J2) I 2] 2P _(]OJZ) I nPan (C.31)
-1 - \-1 o2\t 2\t '
12,2 Z(Jo) ng‘llol‘llolﬁlS _(Jo) 32291231 Ba "‘(]o]z) I )12 P _(JOJZ) Jnd o
-1 -1 A .2\t
en1=—(jo) Indandnbis+ (o) Iz 2P _(]sz) J22I12 22Pon +(]0]2) I nba

Natomiast sktadowe niezaleznych odksztatcen zwigzane z owinigeciem obliczono na podstawie wzo-
row (5.58), (5.60) i (5.63). W przypadku zastosowania do interpolacji macierzy Py, otrzymano

K= B+ (o )_1 (ng)’s — %, )519 ,

P . (C.32)
K, =P+ (Jo) (_leys +J11Xs )13191
natomiast dla macierzy Py,
1= Py + IV Bro + X oo, (C.33)
K2 = Pro +o1Vs Bro + 2% Bao-
Po podstawieniu zalezno$ci (C.30), (C.31) i (C.32) do warunkéw (5.77) otrzymano
-1 L
e2 —&nat=(jo) I (J101J101 + ng‘]gl)ﬂl?: —(Jo)” J12 (J102J102 +J2J 32 )ﬁm +
..o\t .\
+( Jolz) [ng (‘]102‘]22 - ‘]32312)521"' J2 (ng-]n _J101J21),322}+511 +(Jo) (ngJ’s _ngxs)[’)lg’ (C.34)

€122~ €221 T %2 = Jo )_l ng(']lol‘]lol +J§1J§1)513 ~(Jo )_l 32 (‘]102‘]102 + ng‘]gz)ﬁu +
o\l .
+( Jolz) [‘1102 (ng‘]lz - 3102‘]22)[’)21 +J5 (J101J21 _ngjll)ﬁ22]+ﬁ12 +(Jo) l(‘]lolxs _Jlon’s)ﬁlg-

Z zalezno$ci (C.34) wynika, ze aby warunki nierozdzielno$ci (5.77) byly spelnione w kazdym punkcie
elementu skonczonego, to parametry f11, B2, B13, P14 musza spetniac nastepujacy uktad rownan

(Jo )71 I (3101‘]101 +35] gl)ﬂ13 ~(Jo )71 1y (J102J102 + 52 )ﬁu +p, =0

, (C.35)
-1 N
(Jo) ‘]gl(‘]lol‘llol + ng‘]gl)ﬁls ~(Jo) Iz (J102J102 +J§2ng)ﬁ14 +f, =0
natomiast parametry fiq, fa1, S22, powinny spetnia¢ uktad
. .o\ -1
( Jo J2) [ng (3102‘]22 - ng‘]lz )ﬁ21+ ng (Jgr]n _J101J21)ﬁ22:| +(Jo) (ngJ’s _ngxs )ﬁlQ =0 (C.36)

(J'oj2 )71[‘]102 (\]22312 -3z )ﬂzl +J3 (J101J21 _ngjn)ﬁzz} +(Jo )_l (Jlolxs ~J1Vs )1519 =0

gdyz sktadowe macierzy J i wspotrzedne skoéne zaleza od wspédtrzednych naturalnych. Uktad (C.36)
jest bezwarunkowo spetlniony w §rodku elementu skonczonego. W przypadku zastosowania drugiego

wariantu interpolacji dla sktadowych x,, po podstawieniu (C.33) zamiast (C.32) do warunkéw (5.77)

uktad (C.36) przyjmuje postac
. o.o\7L
(JoJZ) [332(3102322 _ngle)ﬁzl+J§1(ng-]11_J101J21)ﬁzz]+-]101y51319 + 1% = 0 (©.37)
N ' '
( Jo) 2) [‘]102 (322‘]12 -3z ),le +J3 (J101J21 - ngJn)ﬁzz} +J1Vshrg + 22X By =0

W celu sprawdzenia warunku (5.78) nalezy wyznaczy¢ sktadowe odksztalcen poprzecznych i ich
pochodne oraz sktadowe odksztalcen zgigciowych. Sktadowe niezaleznych odksztatcen $cinania po-
przecznego okre$lono na podstawie (5.62)
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0 0
& = PBs + IV Pis + I1X e

. o (C.38)
&y =P + I 0V Pis + X Prs
a ich pochodne wzgledem wspotrzednych fizycznych, korzystajac z (C.16)
. \-1 -1
&2 =J101y5’2 Pis +Jl°2x5,2 B Z(Jo) J101J101515 _(Jo) J102J102ﬁ16’ (C.39)

N N
&1 = ngys i Pis + ngxs 1 Prie = _(Jo) ng‘]glﬁlS + (]0 ) ng-]gzﬂle-
Tymczasem sktadowe odksztatcen zgigciowych wyznaczono na podstawie (5.62), (5.67) i (C.29)
. Al .-l
Ky =7+ J101J101ysﬂ17 + J102J102xs,318 + (JoJ) ng-]nglﬁzs + (JoJ) ng-]glfzﬁm '
.4l .4l
Ky =g+ ngngysﬁﬂ + ngngxsﬁls + (]o]) szszéflﬁz:-; + (]o]) J101J101€rzﬁ24 ;
N .-l
Kip=Pg + ng']lolys:gﬂ + ngjfzxsﬁls - (Jo]) Jlozjnglﬁzs - ( o J) 3101321525241
. a-l N
Koy =P+ ']loljglysﬂﬂ + Jl()Z‘]gszﬁlS - (]o]) ng*]lozérllb)zs - (Jo]) ngJlolérzﬁzm
Warunek nierozdzielnosci (5.78) po wstawieniu do niego zaleznosci (C.39) i (C.40) przyjmuje postaé
. -1 . 1
&2 — &1+ K1y — K1 =(Jo) (J101J101 + ngng):Bls ~(Jo) (J102J102 +J 22 2 )1816 +Bs =P =0, (C4l)

ktora wskazuje na to, ze warunek ten jest spetniony dla odpowiednich kombinacji wartosci parame-

trow S, Bio, Pis, Pis-
W celu weryfikacji warunkéw (5.79) korzystajac z (5.14) i (C.16) okreslono odpowiednie po-

chodne sktadowych odksztatcen (C.40)
.31 . \-1 .2\t . .2\
Kpo = (Jo) J101J101J101/’)17 _(Jo) J102J102J102ﬁ18 _(JoJZ) ngngjlzﬁzs +(J012) J31J§1J115241

-1 N A .2\t
K1 =~(Jo) Jntnt b + (o) J32J22J32ﬁ18+(1012) JfZJlOZJZZﬁB_(]OJZ) Ind 1 1P

(C.40)

C.42
K122 =(Jo )_l NEAAY A (o )_l 32,3535 B + (jojz )_1 I 52125 = (jojz )_l It 31 J11Boas o
K11 =~(Jo )71 I B + (Jo )71 I 52 9o Bg = (joj2 )_l J22J 12 32 + (fojz )_1 WY
Po podstawieniu zaleznosci (C.42) do warunkoéw nierozdzielnosci (5.79) przyjmuja one postaé
K1 ~Kizp == (Jo )_l Ja (ng']gl + J101J101)ﬁ17 +(Jo )_1 J22 (ng-]gz +J12J15 ):818 +
+ ( joi? )_1 [3102 (‘]102‘]22 -3, )ﬁzs -J5 (J101J21 - Jgr’n)ﬁm] =0, (C.43)

K12 ~ K11 = (Jo )_1 I (J101J101 +J§1ng)ﬁ17 ~(Jo )_1 I (‘]102‘]102 + ng‘]gz)ﬁls +
. .o\ 1
+(Jolz) [ng (3102322 - 322312)/323 +J§1(J§1J11 _J101J21),324] =0,

gdzie wspotczynniki przy parametrach f,3 i Sz si¢ zeruja w srodku elementu skonczonego. W tym
punkcie uktad rownan (C.43) moze by¢ spetniony jedynie dla zerowych wartoSci f17 i B1g. Zatem, gdy
parametry f17 1 f1s sa rozne od zera to warunki (5.78) moga by¢ spetnione tylko w przyblizeniu.

W ostatnim warunku nierozdzielnosci (5.80) wystepuja pochodne niezaleznych odksztatcen zwia-
zanych z owinieciem do ktorych wyznaczenia wykorzystano odwrdcong macierz Jacobiego (C.16).

Dla pierwszego wariantu interpolacji sktadowych «, (C.32) ich pochodne przyjmuja postaé

x12 = (Jo )_l (ngJ’s 221X ):319 =Jnbio + TP = (Jo )_2 (ngJlol + )1 )ﬂlQ '

(C.44)
. \-L )72
K21 =(Jo) (_Jlozys 0TI, ’1),319 = Vsn i + 0% Pro = (o) (Jlozjgl + I3 )ﬂlg'
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natomiast dla drugiego wariantu interpolacji sktadowych «, (C.33) otrzymano pochodne

-1 -1
K12 = J101J’s’2 Bio +Jf2xs’2 B = (Jo) J101J101ﬁ19 _(Jo) Jlozjlozlgzo’

0 0 -1 70 50 . \1 70 70 (C.45)
K31 = I Vsn Bro + I 2% B =—(Jo) T2 aBre +(Jo)  J2222B20-
Po podstawieniu pochodnych (C.44) warunek nierozdzielnosci (5.80) przyjmuje postaé
N2 \-2
K1~ k1 =(Jo) (JgZJlol +J31J102)1319 ~(Jo) (Jloz-]gl +J101ng)ﬁ19 =0, (C.46)

ktoéra pokazuje, ze jest on tozsamosciowo spelniony w dowolnym punkcie elementu skonczonego. Na-
tomiast w wyniku podstawienia pochodnych (C.45) do warunku (5.80) otrzymano

K12 = K21 =(Jo )71 (J101J101 + ng‘]gl)ﬂlQ ~(Jo )71 (J102J102 +J 222 )ﬁzo =0. (C.47)

W tym przypadku warunek nierozdzielnosci (5.80) jest spetniony, gdy zalezno$¢ pomigdzy parame-
trami S 1 o jest okreslona przez rownanie (C.47) lub oba parametry sg rowne zero.

C.5. Uniwersalny sposéb kondensacji uktadu réwnan zlinearyzowanych
dla elementéw hybrydowo-mieszanych

Metoda kondensacji uktadu réwnan zlinearyzowanych opisana w podrozdziale 5.11 nie moze z0-
sta¢ uzyta, gdy liczba parametrow @ i B%e) jest rozna. W zwiazku z tym ponizej zaprezentowano

uniwersalny sposob kondensacji, ktory mozna zastosowa¢ dla dowolnych elementow hybrydowo-
mieszanych. Procedur¢ opisano dla uktadu réwnan (5.129) okre$lonego dla elementéw cze$ciowo

mieszanych. Najpierw wyznacza si¢ AB%e) odpowiednio z drugiego rownania uktadu (5.129)
1 Z11\ L1 =1 —1
APy = (Kﬂﬁ) (K A0,y =Ky AQ ) —T5). (C.48)

Nastepnie w celu wyznaczenia Aa,, zalezno$¢ (C.48) wstawia si¢ do trzeciego réwnania uktadu

(5.129) i w wyniku przeksztatcen uzyskuje si¢ nastepujacy wzor
v (re© 1l (1Yt
Adgy =K, (Kaq g+, +K, (K5 ) 7T ) (C.49)
gdzie w celu uproszczenia dalszego zapisu wprowadzono macierze
-1
5wt (Yt ZE) _1© 1 (pu\ 1z
K _[Kaﬂ(Kﬂﬂ) Kﬁa} . KO =K® +Kl, (KF,) K, (C.50)

Ostatecznie klasyczng posta¢ rownania zlinearyzowanego dla elementu skonczonego uzyskuje sie w
wyniku podstawienia zaleznosci (C.48) i (C.49) do pierwszego rownania uktadu (5.129)

SHICTEL A (C.51)
gdzie elementowa styczna macierz sztywnosci oraz wektor sil rezydualnych sg dane wzorami

K =KE +K© —K2, (K2 ) K2, +KE, (KY) KL K, K K

pa’ Yao Naq 9p

©_~© € |l (il \ 11 ®lg 1 (|zt (zi Yyt ®lg wi Z1 g \1la
r&=p® e —[Kqﬂ(Kﬁﬁ) Kﬁa+Kq3}Kaara—([Kqﬁ(Kﬁﬂ) Kﬁa+qu}KaaKaﬂ—Kqﬁj(Kﬂﬂ) ;. (C.53)

(K%)"RE, +KER K, (C52)

aa’ Saq

Powyzsze wzory sa rownowazne wzorom (5.140) i (5.141), gdy mozliwe jest wyznaczenie macierzy
odwrotnych do macierzy Kiﬂ i Kla. W szczegdlnym przypadku analizy w zakresie sprezystym
wzgledem neutralnej powierzchni odniesienia wzory (C.52) i (C.53) upraszczaja sie do postaci
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KE =K& +K{ +KOK KO, (C.54)
~ ~ — -1_
1 =p®@ —rf? —KEOK 1t -KOK K, (K, ) T (C.55)

W przypadku elementu mieszanego procedura kondensacji uktadu réwnan (5.120) przebiega w ten
sam sposob, co pozwala wyznaczyé macierz K i wektor r® w postaci

A = ~ ~ _ -1_
K =KE +KEK KD, 1@ =p®@ —r® —KOK 11 KK K, (Kj) 7. (C56)

oag ! aa’ “aff
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Dodatek D

ANALITYCZNE OBLICZENIE WYBRANYCH CALEK PO
GRUBOSCI W PRZYPADKU POWLOK FGM

Ponizej zamieszczono szczegotowe analityczne wyprowadzenie calek po grubosci powloki dla
funkcji zawierajacych parametry materiatowe P (modut Younga, modut Kirchhoffa) okreslone na pod-
stawie klasycznej zasady mieszanin (4.32). Calki te zostaly wykorzystane w rozdziale czwartym roz-
prawy w celu uzyskania analitycznej postaci rownan konstytutywnych.

Podczas wyznaczania réwnan konstytutywnych dla powloki FGM wzgledem s$rodkowej po-
wierzchni odniesienia konieczne jest wyznaczenie catek dla nastepujacych funkeji P(¢), P(O¢, P(O¢?,
ktorych wyprowadzenie zaprezentowano ponizej

hy /2 hg /2 hg/2 n+1|o/2
| PO~ | ¢ (3] ] Pmdé“=”r&(£+% Rl =S p, )
-hg/2 —hy/2 ho 2 —hg/2 n+1 hO 2 12 fo
ho/2 co1 hy/2
[ P@)cac = j C&A—J%+IP&Z (D-2)
—hy/2 —hy/2 hO hy/2
gdzie
hy /2 n+1o/2 ho/2 +1
[ R £+1 d¢ =P h[c,1 - [ r LS Ly d¢ =
o2 h, n+1lh, 2 o2 n+1 h, 2
—hg/2
n+2|Mo/2 ' (D3)
_RR RR (01 _PR RR (11
“2(n+1) (n+1)(n+2){h, 2 “2(n+1) (n+1)(n+2) "°(n+2 2(n+1)
hg/2 CZ hy /2
[ Rdc=p= =o0. (D.4)
—hy/2 2 —hy/2

Po podstawieniu (D.3) i (D.4) do (D.2) uzyskuje si¢ ostatecznie

hy/2 1 1
P()dS =Ph | ——— . D.5
_h{,z (©ede r°(n+2 2(n+1)J (B3)
Catke dla funkcji P(()¢* wyznaczono przez dwukrotne catkowanie przez czesci
ho/2 ho/2 o1 n ho/2
ij5%=jRﬁﬂa—j&+j&ﬁ@, (D.6)
—hyl2 —hy/2 ho 2 —hyl2
gdzie
ho/2 3|f0/2 3 3 3
| PmizdészC— =Pm(h—°+h—°j=m, (D.7)
o2 3| 24 24 12
hy/2 n+lh0/2 hy /2 n+l
J'pr( C 1 dC=P f& £+1 _Igpr h, £+l dc =
o2 h0 n+1lh, 2 o2 n+1lh, 2
he/2 , (D.8)
3 hy /2
_ Rk 2Ph, IC({ EJ i
4(n+1) n+1 e \hy


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

180 Dodatek D

ho/2 n+1 nt2|f0/2 ho/2 ne2
."C[iJrl] ac=¢ hy (£+1] _J' hy (£+1] dc =
ey 2 n+2(h, 2 it N t2(h 2
" .(D.9)
K (£+_] K
2(n+2) (n+2)(n+3)Lh, 2 o 2(n+2) (n+2)(n+3)
W wyniku podstawienia (D.9) do (D.8) uzyskuje si¢
ho/2 3 2 2
J’PC C 1 dc = PrhO _2Prh0 ho _ ho —
e h, 2 4(n+1) n+1l2(n+2) (n+2)(n+3)
\ . (D.10)
L 0\ o S
4(n+1) n+2 n+3 4(n+1) n+2 n+3
Ostatecznie po uwzglednieniu (D.7) i (D.10) w (D.6) otrzymano
hy /2 3
1 1 1) PR
P dl =Ph n2 D.11
_J,Z (Ot = (4(n+1) n+2+n+3]Jr 12 (D-11)

W celu wyprowadzenia rownan konstytutywnych dla powtoki FGM wzgledem neutralnej po-
wierzchni odniesienia wyznaczono ponizej catki dla dodatkowych funkeji: ((-Go)P(0), (&Co)?P(0). Ze
wzgledu na to, ze zmienno$§¢ materiatu wzdtuz grubosci jest opisana wzgledem warstwy srodkowe;j
powtoki, zob. (4.17), to w celu uproszczenia dalszego zapisu dokonuje si¢ zmiany granic catkowania

h* hy/2-¢, hyl2
[PC+e)cde = | PEHE)Cdl= [ P(E=Co) de . (D.12)
—h~ —hy/2-¢, —hl2

W przypadku funkcji (¢ —C, ) P() z definicji powierzehni neutralnej wynika tozsamo$é

ho/2
[ (c-c)P@)ac=o. (D.13)

—hg/2

Natomiast wyznaczenie catki dla drugiej funkcji wymaga dwukrotnego catkowania przez czgsci:

ho/2 , ho/2 , ( 1 ho/2 ,
[ POE-¢)de= [ (¢-&) Pr( Jdﬁ [ (¢-¢) R, (D.14)
—hy/2 —hg/2 hO —hy/2
gdzie:
hofz(C—C)deC—P el —i_[&—éjg—(—&_gjg SRl fy 1128 | (D.15)
—ho/2 oo 3 7h0/2_ 3 i 2 ° 2 ° C12 h02 T
hy /2 C 1 n Ph C 1 n+1|0/2
earalfog)aee-ar ByE3)
o2 . (D.16)
"ol? h(c 1), Ph, 2Ph "¢ c o1
—h‘(‘:/z (=) n+1(h_o+§j d(_(__{oj n+1 n+1_h'!/2(( go)(_oJrE] “
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ho/2

hy /2 n+l n+2
SN R W T i
[e-ali3) weodslid] |

) o

hy /2 n+2
I o £+1 dc =
2N +2 h, 2

ho/2

hy(hy =28,) h?
2(n+2)  (n+2)(n+3)

=. (D.17)

n(h-26) K [sz”“
2(n+2)  (n+2)(n+3)Lh, 2

__hoCo_'_ h02 (1_ 1 j
n+2 (n+2)\2 n+3
Uwzglednienie (D.17) w catce (D.16) daje
ho/2 2 2
2 [ ¢ Ph, 2Ph, | —h.¢, h 1 1
_ d — 0 _ _ ro 0>0 0 - —
.[ (€-&) ’[h J ‘= n+ 1(2 X n+1{n+2 +(n+2)(2 n+3ﬂ

—hy/2 0
3 2 3
PR (L G 2Rk ) 6 1 1 1 gy
“n+1l2 h, (n+1)(n+2)| h, 2 n+3

<1P>?2>Gi_j [ z<13>]

Wtedy po podstawieniu (D.15) i (D.18) do (D.14) ostatecznie uzyskano

o2 . . PH 1 ¢Y) (o) 1-n B I

—hy/2

—hy/2

Natomiast we wzorze na korekcyjny wspotczynnik $cinania dla powlok FGM pojawia si¢ catka
f({), ktora mozna wyznaczy¢ analitycznie w nastepujacy sposob

¢ ¢
fQ)= | C(z)(z—éo)dz=1_lvzl [ (z-¢)p (h0+%] dz+j Co)dz], (D.20)

—he/2 —he/2 —hyl2
gdzie
¢ _ 2| 2
J Ru(e-c)a=p, ) =i{(;_¢0y-(—ﬁ_¢0ﬂ=
—hy/2 2 2 2
’ /2 , (D.21)
P 2 I:>m 2 P h2
:7(6 =20+ (-2 —h, - CoJZ?(C —24“(0)— 2( hCOJ
j (z-C)R 2.1 ” z=(z C) hfz, 1 "l — j: P, h (2,1 n+1dz=
S 7 hy 2 0 n+1 ho2) | "n+1lh, 2
n+l n+24.
Ph, . 1)y | Ph z 1 B
n+1[(C CO)(hO 2} 0} (n+1)(n+2)£h0+2] = (b22)
~hy/2

( 1 n+l_ Prhoz £ 1 n+2
- C")(O EJ (n+1)(n+2)[ho+2J

Uwzglednienie (D.21) i (D.22) w (D.20) pozwala zapisa¢ funkcje f({) w ostatecznej postaci

C, h2 [ " C.h? oo
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gdzie C, =
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