Zeszyty Naukowe Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej Nr 60

XXVIII Seminarium

ZASTOSOWANIE KOMPUTEROW W NAUCE I TECHNICE 2018
Oddziat Gdanski PTETiS

doi: 10.32016/1.60.26

LACZENIE DANYCH POMIAROWYCH Z DODATKOWA WIEDZA METROLOGICZNA
W CELU OCENY NIEPEWNOSCI POMIARU

Wojciech TOCZEK, Bala Sasirekha NAGOTHU

Politechnika Gdanska, Wydziat Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki, Katedra Metrologii i Optoelektroniki

tel.: 583471657, e-mail: toczek @eti.pg.gda.pl

Streszczenie: Przedstawiono modus operandi w  ocenie
niepewnosci pomiaru dla krétkich serii pomiarowych. Metoda
wykorzystuje dodatkowa wiedz¢ metrologiczng do zwigkszenia
liczby stopni swobody rozkladu t-Studenta, uzyskiwanego w
wyniku bayesowskiej analizy wynikéw pomiaréw. W rezultacie
mozliwe jest oszacowanie niepewnosci standardowych dla
najkrétszych serii pomiarowych, o dlugo$cin =2in = 3.

Stowa kluczowe: standardowa niepewno$¢ pomiaru, krétka seria
pomiarowa, dodatkowa wiedza o procesie pomiarowym

1. WPROWADZENIE

Wspdlny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii
(JCGM) zapowiada zmian¢ paradygmatu dotyczacego
sposobu obliczania standardowej niepewnoS$ci pomiaru
metoda typu A. W obecnym przewodniku Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement (GUM) [1]
obserwujemy mieszaning czgsto$ciowego i bayesowskiego
pojmowania prawdopodobienstwa. Wyznaczanie
niepewnosci metodg typu A jest realizacjg klasycznej analizy
statystycznej, natomiast metoda typu B, bazujaca na
reprezentowaniu ~ wiedzy przez rozklady prawdopo-
dobienstwa, jest bayesowska. Modyfikacja, ktéra ma
obowigzywa¢ w nowej wersji przewodnika, polega na
ujednoliceniu podej§¢ w metodach typu A i B poprzez
zastosowanie w obu przypadkach bayesowskiej interpretacji
prawdopodobienstwa [2,3,4,5].

Uzyteczng role w metrologii pelni statystyka
bayesowska oparta na dwoch zatozeniach. Pierwsze
zalozenie dotyczy obserwacji. Zaktadamy, ze obserwacje
pochodza z rozktadu Gaussa o nieznanych parametrach -
wartosci oczekiwanej Y i odchyleniu standardowym S.
Mozliwe  warto$ci  tych  zmiennych losowych, to
odpowiednio 6 i o. Drugie zatozenie dotyczy rozktadu
a priori, ktéry powinien by¢ rozkltadem nieinformacyjnym w
postaci iloczynu rozkladu réwnomiernego (dla nieznanej
wartoSci oczekiwanej Y) 1 rozkladu apriorycznego
zaproponowanego przez Jeffreys’a o postaci ™! (dla
nieznanej warto$ci odchylenia standardowego S). Przy
takich zalozeniach, po zastosowaniu formuty Bayesa
dostajemy rozklad a posteriori, ktéry po marginalizacji
otrzymuje postac [6]
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gdzie: s jest odchyleniem standardowym obliczonym ze
zbioru n wynikéw pomiaréw, y jest warto$cig §rednig tych
wynikow.

Wyrazenie (1) jest rozkladem t-Studenta, o v=n-—1

stopniach swobody, przesuni¢tym o y i przeskalowanym
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przez —=.

W  nowym przewodniku GUM, standardowa
niepewno$¢ pomiaru u ma by¢ reprezentowana przez
odchylenie standardowe rozktadu t-Studenta, a wigc bedzie

obowigzywat wzor
v S
u= [z = 2)

Jak wida¢ ze wzoru (2), cechg rozkladu t-Studenta jest
brak zdefiniowanego odchylenia standardowego dla liczby
stopni swobody mniejszej od v = 3. Zatem konsekwencja
implementacji wzoru (2) w analizie niepewno$ci bedzie
wymoég aby liczba pomiaréw w serii nie byla mniejsza od
n=4.

Podejmowano juz préby rozwigzania problemu
wyznaczania niepewnosci dla przypadkéw v =11v = 2.
Propozycja Kackera i Jonesa [7] polega na zastgpieniu,

wspoélczynnika ’VVTZ ze wzoru (2), mnoznikami 6,48 dla

serii pomiar6w o liczebnos$ci n = 2 1 2,19 dla liczebnosci
n = 3. Proponowane wartosci mnoznikéw wynikaja
z poréwnania potowy 95 % przedzialéw objecia rozktadu
t-Studenta: 12,71 dla n = 2 i 4,30 dla n = 3 z analogiczng
wartoscia 1,96 dla rozktadu normalnego.

W niniejszym artykule rozwazamy praktyczny sposéb,
ktéry pozwala oceni¢ niepewno$¢ bazujac na wynikach
uzyskanych w krétkich seriach pomiarowych. Stosujac
statystyke bayesowska, mozna potaczyé szczuple dane
pomiarowe z dodatkowa wiedza o pomiarze, co powoduje,
ze zwigksza si¢ liczba stopni swobody rozktadu a posteriori
i odchylenie standardowe tego rozkladu staje si¢ aplikacyjna
miarg niepewnosci.

Rozdzial 2 przedstawia podstawy matematyczne
procedury zwigkszajacej liczbg stopni swobody rozkiadu
a posteriori. W rozdziale 3 proponowana metoda jest
zastosowana w przyktadowym zadaniu, ktérego celem jest
oszacowanie niepewnosci pomiaru pojemnosci
pasozytniczych duzej liczby rezystoréw SMD. W rozdziale 4
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dokonano podsumowania i oceny zastosowanej metody
analizy niepewnosci.

2. UZYCIE DODATKOWE]J WIEDZY METROLO-
GICZNEJ DO ZWIEKSZENIA LICZBY STOPNI
SWOBODY ROZKLADU A POSTERIORI

Wiasciwoscia bayesowskiego podej$cia do analizy
niepewno$ci jest mozliwo§¢ wzigcia pod uwage wiedzy
a priori o pomiarze. Twierdzenie Bayesa pozwala na
faczenie danych pomiarowych z informacja metrologiczng
pochodzaca spoza aktualnego pomiaru. Informacja ta
przedstawiana  jest w  postaci  funkcji = gestosdci
prawdopodobienstwa tacznego p(6, a2). Rozpisujac rozkiad
faczny dostajemy

p(6,0%) = pla*)p(a?). 3)
Zakladajac, ze obserwacje pochodzg z rozktadu normalnego
2
60 ~ N (60, 2-). @

oraz, ze odchylenia standardowe serii pomiaréw podlegaja
rozktadowi Inv_x? [8]

0%~ Inv_x%(vy,0d), 3)
gdzie: gy, 0y, vo - parametry rozkladu a priori, m, - liczba

pomiaréw wykonanych dla pozyskania dodatkowej wiedzy,
otrzymujemy rozktad aprioryczny

p(8,0?%) x 0_1(02)_(1/70+1)exp {—# [vood +
mo (6, — 6)21}. ©6)
Globalna gaussowska funkcja wiarygodnosci ma postaé [6]
[Ty LG8, 0% )  (02) zexp [~ B2 00D (g
Po wymnozeniu rozktadu apriorycznego (6) przez globalng

funkcj¢ wiarygodnosci (7) dostajemy laczny rozklad
a posteriori

p(6,0%1y) « (0% (Z*Vexp - L [vood +
me(0y — 9)2]} X (02)_§exp {—ﬁ [(n—1)s?+
n(@ — }7)2]} = N_Inv_ x? (Hp,;—i;vp,ag), 8

ktérego parametry wyznaczamy ze wzoréw [8]:

Op = m0+ny m0+n B - ©)
my, =n+mg, (10)
vy =n+vg, (11)
2 2 2 mon =\2
vpoy = (0= 1)s? + 05 + == (0 — ¥)* . (12)

mo+n

Jak wynika ze wzoru (11), liczba stopni swobody rozktadu
a posteriori v, jest rOwna liczbie pomiaréw w serii mn,
zwigkszonej o liczbe stopni swobody rozktadu a priori vy.
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A wigc, dodatkowa wiedza metrologiczna, zakodowana do
postaci rozktadu a priori, wzbogaca rozktad a posteriori
o dodatkowe stopnie swobody.

Marginalizujac  taczny rozktad
wzgledem o2 otrzymujemy niezalezny od o2
menzurandu 6

a posteriori (8)
rozktad

Vp+1

p(oly) o (1472000 F -

ale, ). 3
- t, (6]0n ). (13
Jest to rozklad t-Studenta o liczbie stopni swobody vy,
zwigkszonej dzigki dodatkowej wiedzy.

3. PRZYKLAD

Rozwazmy zadanie pomiarowe, ktérego celem jest
okreslenie pojemno$ci pasozytniczych stu rezystoréw
o konstrukcji przystosowanej do montazu powierzchnio-
wego i nominalnej wartoSci rezystancji réwnej 1 MQ (rys.
1). Pomiary wykonujemy za pomocg doktadnego miernika
LCR typu E4980A firmy Agilent (rys. 2). Elementy
mierzone dotgczane s3 do przyrzadu pomiarowego za
pomoca adaptera typu 16034E  firmy  Agilent,
przedstawionego na rys. 3. Z pola odczytowego przyrzadu
(rys. 4) mozna uzyska¢ informacj¢ o wybranych warunkach
pomiaru: réwnolegly uktad zastgpczy, czgstotliwosé
pomiarowa 100 kHz, napigcie sygnatu pomiarowego 1 V.
Uzyskiwane w tych warunkach wyniki pomiaru pojemnosci,
o wartoSciach na poziomie femtofaradéw, sa obarczone
btedami losowymi.

Bezposrednie podejscie do oceny niepewnoSci
pomiaru polega na uzyciu metody typu A, ktéra sprowadza
si¢ do wykonania kilkunastu pomiaréw dla kazdego ze stu
mierzonych elementéw i klasycznym  opracowaniu

wynikéw. Znaczna liczba mierzonych elementéw powoduje,
podejscie

ze  bezpo$rednie cechuje  si¢  duza

pracochtonnoscia.

Rys. 2. Doktadny miernik LCR E4980A firmy Agilent
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Zmniejszenie pracochlonno$ci jest mozliwe poprzez
skrécenie serii do 2 lub 3 pomiaréw, lecz wtedy nie mozna
uzy¢ wzoru (2) do oceny niepewno$ci standardowej. Na
przeszkodzie stoi brak zdefiniowanego odchylenia
standardowego dla rozktadu t-Studenta o liczbie stopni
swobody mniejszej od v = 3.

_
#
- o

Rys. 3. Adapter typu 16034E, do pomiaru elementéw SMD

FUNC Cp-D RANGE AUTO
FREQ 108 kHz ~ BIAS By
LEVEL 1v MEAS TINE MED

Cp 73.47444 fF

D  2.21499

VAC  996.513 aV IAC  111.883 nA
IDC  OFF
CH  SINGLE

,OPEN,
lUse softkeys to select

Rys. 4. Pole odczytowe przyrzadu E4980A

Zwigkszenie liczby stopni swobody rozkladu
a posteriori za pomocg dodatkowej wiedzy o procesie
pomiarowym usuwa t¢ przeszkod¢. W celu pozyskania
dodatkowej wiedzy wykorzystujemy jeden ze 100
mierzonych elementéw w roli ,,zwiadowcy” i wykonujemy
dla niego dostatecznie dlugg seri¢ pomiaréw, znacznie
dtuzsza niz serie dla pozostalych elementow. Zaktadamy
nastgpnie, ze z powodu podobienstwa obiektéw pomiaru
przy kolejnych pomiarach warunki i charakterystyka procesu
pomiarowego nie ulegaja zmianie (na przyktad nie zmienia
si¢ zakres pomiarowy) i mozna raz zdobyta wiedzg
metrologiczng, w zakresie dotyczacym niepewnosci,
rozciagna¢ na wszystkie mierzone obiekty.

Na podstawie wynikéw serii my = 18 pomiaréw,
wykonanych dla pierwszego elementu, uformowano rozktad
a priori (6), ktéry koduje pozyskang informacje¢ do postaci
rozktadu normalnego. Dla pozostatych 99. mierzonych
elementéw wykonano tylko krétkie serie po dwa i po trzy
pomiary. Do analizy wynikéw pomiaréw kazdego elementu
zastosowano formut¢ Bayesa

L(6,06%y)p(6,0%)

2 —
p(elo- |Y) - )

) (14)

gdzie: L(0,0%y) — bayesowska funkcja wiarygodnodci,
p(0,02%) - rozktad Iaczny, niosgcy zakodowang informacje
wstepng o zmiennych losowych Y 1 S (rozklad
a priori), p(8, 2|y) — rozktad a posteriori. Rozktad p(y) w
mianowniku wyrazenia (14) petni role normalizujaca.
Rozktad a posteriori jest rozktadem tacznym dla dwéch
zmiennych losowych - wartodci oczekiwanej i odchylenia
standardowego. W celu otrzymania funkcji gestosci
prawdopodobienstwa a posteriori wytacznie dla nieznanej
warto$ci oczekiwanej 8 stosujemy marginalizacj¢. Catkujac

(14) po wszystkich mozliwych wartosciach zmiennej
losowej o otrzymujemy

p(8ly) = [, p(6,0%|y)do . (15)

Przyktadowe zmarginalizowane rozktady a posteriori
dla siedmiu mierzonych elementéw (7 serii po 2 pomiary)
przedstawiono na rys. 5 i 6. Na rys. 5, na wspSlnym
wykresie zamieszczono rozklady prawdopodobienstwa
a posteriori uzyskane z zastosowaniem informacyjnego
rozktadu a priori (linie ciggte) oraz rozktady uzyskane bez
uwzglednienia dodatkowej wiedzy o menzurandzie (linie
przerywane). Obie grupy wykres6w na rys. 5 s3 rozktadami
t-Studenta, charakteryzujacymi  si¢ rézng liczba stopni
swobody v, =19 (z dodatkowg informacja) i v =1 (bez
dodatkowej informacji).

p(Oly)

0
73.18 732 73.22 73.24 73.26 73.28 733

01fF

Ryb. J. LAl ZHIdIZ0WALIC TUZK1dUy d POSICIIVLL Uld Siculinu
elementéw mierzonych. Linia przerywana —rozktady uzyskane bez
wiedzy apriorycznej (v = 1), linia ciggta — rozktady uzyskane
z uwzglednieniem petnej wiedzy apriorycznej (vp = 19)

p(Aly)

0 =
73.18 73.2 73.22 73.24 73.26 73.28 733

0/fF

Rys. 6. Zmarginalizowane rozktady a posteriori dla siedmiu
elementéw mierzonych. Linia przerywana — rozktady uzyskane bez
wiedzy apriorycznej (v = 1), linia ciggta — rozktady uzyskane
z wykorzystaniem wiedzy apriorycznej tylko w zakresie
niepewnosci pomiaru (vp = 19)

Rys. 6 przedstawia rozklady prawdopodobiefistwa
a posteriori uzyskane z uwzglednieniem dodatkowej
informacji tylko o odchyleniu standardowym (linie ciagte)
oraz rozklady uzyskane bez uwzglednienia dodatkowej
wiedzy (linie przerywane). Do rozpatrywanego zadania
pomiarowego, w ktérym mamy do czynienia z wieloma
obiektami pomiaru, lepiej dopasowany jest wariant
wykorzystujacy  ograniczong informacj¢  aprioryczna,
poniewaz pozwala on na dominacj¢ danych pomiarowych w
rozktadzie a posteriori.

Wykresy z rysunkéw 5 i 6 pokazuja, ze uwzgledniajac
dodatkowa wiedz¢ o pomiarze, otrzymujemy rozktady
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a posteriori bardziej szczupte i pozbawione ,tlustych
ogonéw”, co wynika ze wzrostu liczby ich stopni swobody.

Dla zmarginalizowanych rozkltadéw a posteriori,
uzyskanych z uwzglednieniem wiedzy apriorycznej w
zakresie dotyczacym niepewnoS$ci, wyznaczono estymaty
warto$ci oczekiwanych @

b=, op(6ly)ds, (16)
oraz odchylenia standardowe s wartosci §
oo ~N 2
S5 = Jf_w(e —0)"p(91y)do. (17)

Zgodnie z punktem 4.2.4 przewodnika [1], do
oszacowania niepewno$ci metoda typu A przy krétkich
seriach pomiarowych mozna uzy¢ posiadanej wiedzy
apriorycznej w formie odchylenia standardowego z duzej
préby (ang. ,,pooled standard deviation”), oznaczanego w
przewodniku jako s,. Wyznaczajagc z (17) odchylenie
standardowe z préby s, i postgpujac  zgodnie
z zaleceniem przewodnika, dostajemy wzor roboczy do
obliczen niepewno$ci

—% ™
u—ﬁ—ﬁsg. (18)

Wyniki obliczen warto$ci $rednich wynikéw pomiaréw
i niepewnos$ci standardowych dla siedmiu przyktadowych
elementéw zamieszczono w Tab. 1.

Tabela 1. Wartosci $rednie z seriin = 2 i n = 3 wynikéw
pomiaréw oraz standardowe niepewnos$ci pomiaréw dla elementéw
mierzonych o numerach od 2 do 8

Numer n=2 n=3
elementu y/fF u/aF y/fF u/aF
2 73,2349 9.8 73,2379 7.8
3 73,2333 10 73,2636 7,7
4 73,2411 9,7 73,2487 8,1
5 73,2466 10 73,2461 7,7
6 73,2358 11 73,2468 7,7
7 73,2654 9,7 73,2403 8,9
8 73,2615 9.8 73,2409 7,9
Analiza niepewno$ci z zastosowaniem  statystyki

bayesowskiej, uwzgledniajacej dodatkowa informacje w
postaci rozktadu apriorycznego (6), wymaga mniejszego
nakladu pracy, niz klasyczna realizacja metody typu A.
Na przykilad, podchodzac do przedstawionego zadania
pomiarowego w sposéb tradycyjny wykonujemy 100 serii po
20 pomiaréw, czyli lacznie 2000 pomiaréw. Stosujac
bayesowska analiz¢ niepewnoSci, pierwszy element

mierzymy 18 razy, a 99 pozostatych elementéw po 2 razy.
Lacznie wykonujemy 216 pomiaréw, czyli naklad pracy jest
ponad 9 krotnie mniejszy.

4. PODSUMOWANIE

Konieczno$¢ oceny niepewno$ci pomiaru dla krétkiej
serii pomiarowej jest przypadkiem czesto spotykanym
w praktyce. Rozwiagzaniem tego problemu moze by¢ uzycie
statystyki bayesowskiej uwzgledniajacej dodatkowg wiedze
0o spodziewanym zachowaniu si¢ systemu pomiarowego,
pozyskana w trakcie wczesniejszych pomiardw.

W wyniku takiego podejscia osiaga si¢ trzy cele:
zwickszong liczbe stopni swobody rozktadu a posteriori
i dzigki temu mozliwo§¢ oceny niepewnosci standardowej
dla  najkrétszych  serii  pomiarowych, zmniejszenie
niepewnos$ci pomiaru, oszczedno$¢ naktadu pracy.

Metoda jest uzyteczna do oceny wynikéw pomiaréw
duzej liczby jednorodnych obiektéw o zblizonych
wiladciwos$ciach. Pomiary powinny by¢ wykonywane w tych
samych warunkach.
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COMBINING OF MEASUREMENT DATA WITH ADDITIONAL METROLOGICAL
KNOWLEDGE FOR EVALUATING THE MEASUREMENT UNCERTAINTY

A modus operandi in the expression of uncertainty in measurement is presented. The method uses additional
metrological knowledge for increasing the degrees of freedom of Student-t distribution, obtained as a result of bayesian
analysis of small numer of observations. In consequence, type A uncertainty evaluation in the cases of n =2 and n = 3 is
possible. The method is useful for measurements of homogeneous objects. The constant measurement conditions are

required.

Keywords: standard measurement uncertainty, short measurement series, additional knowledge about measurement process.
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