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Streszczenie

W niniejszej pracy doktorskiej opisano nowe metody estymacji widmowej gestosci mocy nie-
stacjonarnych proceséw stochastycznych. Przedstawione w rozprawie rozwiazania, takie jak dwu-
kierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wykladniczym oraz metoda usredniania modeli
umozliwiaja precyzyjng estymacje charakterystyk widmowych. Przeprowadzone symulacje potwier-
dzity, ze opracowane algorytmy daja zadowalajace rezultaty zaréwno w przypadku tagodnych jak
i gwaltownych zmian wartosci parametrow analizowanego sygnatu.

W opisanych algorytmach zastosowano metody jednoczesnego wyboru rzedu estymowanego mo-
delu oraz pasma estymacji. Obydwie wielko$ci maja bezposredni wplyw na skuteczno$¢ estymacji
zaréwno pod wzgledem jakoSciowym (adekwatnosé) jak i ilosciowym (dokladnosé).

Wyniki eksperymentow potwierdzaja jednoznacznie teze pracy, iz zastosowanie metod adap-
tacyjnego wyboru rzedu modelu oraz pasma estymacji stosowanego w procesie jego identyfikacji
umozliwia zwigkszenie dokladnosci parametrycznej oceny widma chwilowego modelowanego pro-
cesu niestacjonarnego.
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Abstract

This dissertation describes new methods for estimation of the spectral power density of non-
stationary stochastic processes. The solutions presented in the thesis, such as the bidirectional
ladder algorithm with exponential forgetting and the model averaging method, enable precise
estimation of spectral characteristics. The conducted simulations confirmed that the developed
algorithms give satisfactory results both in the case of smooth and abrupt changes of the parameters
of the analyzed signal.

In the described algorithms, the methods of joint selection of the model order and the estimation
bandwidth were used. Both quantities have a direct impact on the efficiency of estimation in terms
of both quality (adequacy) and quantitative (accuracy).

The results of the experiments confirm unambiguously the thesis that application of the methods
of adaptive choice of the model order and the estimation bandwidth used in the identification
process allows one to increase the accuracy of parametric estimation of the instantaneous spectra
of the modeled non-stationary process.
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Notacja

BN T

*

argmin f(x)
argma/(z)
i

diag{x}

tr{A}
det{A}
var{-}
5(w)
E()

f

S(w)
Re{z}
Im{z}
O(x)
P(z)
p(x)

unormowany (bezwymiarowy) czas dyskretny
zbior liczb catkowitych

zbiér liczb rzeczywistych

operator splotu

transpozycja macierzy lub wektora
sprzezenie macierzy lub wektora

sprzezenie hermitowskie macierzy lub wektora

wartos¢ pojedynczej komérki w j-tym wierszu i k-tej kolumnie macierzy

estymaty

usrednianie

warto$¢ x, ktéra minimalizuje funkcje f(x)
warto$é x, ktéra maksymalizuje funkcje f(x)

wartos¢ bezwzgledna

macierz diagonalna, w ktérej wartoéci na gtéwnej przekatnej sg elementami wek-

tora x

$lad macierzy A
wyznacznik macierzy A
wariancja

funkcja delty Kroneckera
wartos¢ oczekiwana
czestotliwosé
unormowana pulsacja
widmowa gestos¢ mocy
cze$¢ rzeczywista liczby x
cze$¢ urojona liczby x
wartos¢ rzedu x
prawdopodobienstwo zdarzenia x

funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa
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AR model autoregresyjny

AR(n) model autoregresyjny rzedu n

MA model $redniej ruchomej

MA(r) model $redniej ruchomej rzedu r
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Rozdzial 1

Wstep

Estymacja struktury korelacyjnej szeregéw czasowych jest jedna z podstawowych metod umoz-
liwiajacych ,zrozumienie” danych doswiadczalnych. Jest ona stosowana w wielu dziedzinach nauki
takich jak telekomunikacja, ekonometria, biologia, medycyna, geofizyka itd. Wiekszo$¢ badanych
sygnaléw mozna potraktowaé jako realizacje niestacjonarnych proceséw stochastycznych. Oceny
ich charakterystyk korelacyjnych dokonuje si¢ zazwyczaj w oparciu o metody estymacji lokalnej, tj.
na drodze analizy krétkich fragmentéw danych wyodrebnionych z badanego sygnatu przy uzyciu
przesuwnego okna o okreslonej szerokosci. W przypadku, gdy badany sygnal spelnia warunki tzw.
lokalnej stacjonarnosci, wlasnoéci procesu moga by¢ réwniez analizowane w dziedzinie czestotliwo-
Sci, w oparciu o charakterystyke znang jako chwilowa widmowa gesto$¢ mocy. Obydwa wymienione
wyzej cele mozna osiagnaé¢ budujac lokalny autoregresyjny model sygnatu.

Identyfikacja modelu autoregresyjnego wymaga podjecia dwoch waznych decyzji. Po pierwsze,
nalezy dokonaé¢ wyboru efektywnej szerokosci lokalnego okna analizy, czyli tzw. pasma estyma-
cji. Optymalizacja pasma estymacji potrzebna jest aby ,zréwnowazy¢” dwie, zachowujace sie w
sposob przeciwstawny, skltadowe sredniokwadratowego bledu estymacji — szerokie pasmo gwaran-
tuje bowiem maty wariancje oszacowan, lecz moze prowadzi¢ do duzych systematycznych bledow
estymacji, zas waskie pasmo powoduje efekt odwrotny. Dlatego w przypadku gdy stopien nie-
stacjonarnos$ci procesu zmienia sie w czasie, pasmo estymacji powinno by¢ dobierane w sposéb
adaptacyjny. Drugim istotnym parametrem jest rzad modelu. Jesli rzad modelu autoregresyj-
nego jest zbyt niski, oparta na tym modelu ocena widmowej gestosci mocy moze nie uwzgledniac¢
pewnych skladowych czestotliwosciowych sygnatu, natomiast przyjecie zbyt wysokiego rzedu moze
spowodowaé wykrycie nieistniejacych sktadowych. Z jakoSciowego punktu widzenia obydwie sytu-
acje sa niezadowalajace. Dlatego, podobnie jak pasmo, rzad modelu powinien by¢ wybierany w
sposob adaptacyjny.

Do chwili obecnej problemy wyboru pasma estymacji oraz rzedu modelu rozpatrywane byly
oddzielnie i rozwiazywane przy uzyciu réznych metod opartych na réznych przestankach staty-
stycznych. W niniejszej pracy doktorskiej skoncentrowano sie na opracowaniu algorytméw estyma-
cji chwilowej widmowej gestosci mocy z wykorzystaniem metod tacznego wyboru pasma estymacji
i rzedu estymowanego modelu.

Cel i teza rozprawy

Celem niniejszej rozprawy bylto opracowanie metod estymacji widmowej gestosci mocy niestacjo-
narnych proceséw stochastycznych z wykorzystaniem podejé¢ umozliwiajacych taczny adaptacyjny
wybor pasma estymacji oraz rzedu modelu autoregresyjnego. Takie metody powinny umozliwia¢
dokladna estymacje charakterystyk widmowych proceséw stochastycznych zaréwno w przypadku
gdy zmieniaja sie one w sposob lagodny jak i gwaltowny. W przypadku wielowymiarowych (wie-
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lokanalowych) proceséw stochastycznych, np. stereofonicznych sygnaléw fonicznych, opracowane
metody powinny byé¢ oparte na lacznej analizie wszystkich kanaléw.

Otrzymane wyniki badan pozwolily na postawienie nastepujacej tezy rozprawy:

Zastosowanie metod adaptacyjnego wyboru rzedu modelu autoregresyjnego oraz pa-
sma estymacji stosowanego w procesie jego identyfikacji umozliwia zwiekszenie do-
kladnosci parametrycznej oceny widma chwilowego modelowanego procesu niestacjo-
narnego.

Do najwazniejszych celow pracy nalezato:

e Zastosowanie nieprzyczynowych algorytmdéw drabinkowych do estymacji widmowej gestosci
mocy.

¢ Opracowanie metod lacznego wyboru rzedu modelu i pasma estymacji.

e Poréwnanie wynikow otrzymanych dla réznych estymatoréw i réznych metod wyboru rzedu
i pasma.

e Symulacyjna i eksperymentalna weryfikacja opracowanych podejsé.

Innowacyjny wktlad autora
Do najwazniejszych elementéw skladajacych sie na oryginalny dorobek autora naleza:

o Wkiad w opracowanie metody estymacji widmowej gestosci mocy opartej na dwukierun-
kowym przetwarzaniu sygnalu niestacjonarnego (patrz rozdzial 7). W ramach tego podej-
$cia zastosowano metode jednoczesnego wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego mo-
delu oparta na zmodyfikowanym kryterium konicowego bledu predykcji Akaikego (patrz pod-
rozdzial 7.1.3) oraz metode oparta na bledach jednokrokowej predykeji (patrz podrozdzial
7.1.4)*. Uzyskane wyniki opublikowano w referatach konferencyjnych [32] oraz [34].

e Wklad w opracowanie metody estymacji widmowej gestosci mocy opartej na usrednianiu
modeli autoregresyjnych (patrz rozdzial 8). W ramach tego podejécia zastosowano metode
jednoczesnego wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego modelu oparta na wspoélczynni-
kach wiarygodno$ci oraz zmodyfikowanym kryterium koncowego bledu predykceji Akaikego*.
Uzyskane wyniki opublikowano w referacie konferencyjnym [24].

o Opracowanie i weryfikacja mieszanych strategii wyboru rzedu i pasma estymacji (patrz pod-
rozdzial 9.2).

o Rozszerzenie techniki dwukierunkowej analizy sygnaltu za pomoca algorytméw drabinkowych
(patrz podrozdzial 7.2) na przypadek wektorowy. Otrzymane wyniki opublikowano w czaso-
pismie z listy JCR [35]).

o Wklad w rozszerzenie metody usredniania modeli autoregresyjnych (patrz podrozdzial 8.2)
na przypadek wektorowy. Otrzymane wyniki opublikowano w raporcie naukowym [23].

Opracowanie efektywnych procedur obliczeniowych, symulacyjne badania poréwnawcze.
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Przeglad tresci rozprawy

Niniejsza praca zostata podzielona na dziesieé¢ rozdziatow.

W drugim rozdziale oméwiono podstawowe pojecia teorii procesow stochastycznych. Opisano
najwazniejsze parametry i charakterystyki zaréwno jednowymiarowych jak i wielowymiarowych
procesow losowych. Rozdzial zamyka opis koncepcji matematycznego modelowania takich proce-
SOW.

W trzecim rozdziale skupiono sie na opisie modelu autoregresyjnego. Przedstawiono najwaz-
niejsze charakterystyki proceséw autoregresyjnych oraz wskazano réznice pomiedzy jednowymiaro-
wymi, a wielowymiarowymi procesami autoregresyjnymi. Opisano rowniez réwnowazne reprezenta-
cje modeli autoregresyjnych. Rozdzial konczy sie przedstawieniem metody maksymalnej entropii.

Czwarty rozdzial zawiera opis metod estymacji widmowej gestoéci mocy procesow stochastycz-
nych. Na poczatku rozdzialu przedstawiono podstawowe informacje dotyczace estymatoréw wid-
mowej gestosci mocy. Przedstawiono popularne miary dokltadno$ci oceny widma oraz opisano okna
czasowe 1 ich wplyw na jako$¢ estymacji. Nastepnie dokonano przegladu popularnych nieparame-
trycznych oraz parametrycznych metod estymacji widma, a takze wskazano ich gléwne wlasnosci.
Na koniec w skrécony sposéb opisano wybrane metody parametryczne dla sygnalu sinusoidalnego.

W najkrétszym, ale nie mniej waznym, piatym rozdziale przedstawiono koncepcje lokalnej
stacjonarnosci proceséw stochastycznych. Teoria ta, opracowana przez Dahlhausa, stanowi baze
dla opracowanych w niniejszej pracy metod estymacji widmowej gesto$ci mocy niestacjonarnych
procesow losowych.

Szosty rozdziat zawiera opis popularnych metod identyfikacji proceséw autoregresyjnych. Szcze-
gbélowo opisane zostaly estymatory Yule-Walkera, rodzina estymatoréw najmniejszych kwadratow
oraz algorytmy drabinkowe. Przedstawiono najwazniejsze wtasnosci opisanych algorytmoéw oraz
dokonano poréwnania niektérych z nich. W rozdziale przedstawiono takze wielowymiarowe odpo-
wiedniki opisanych metod. Rozdzial zamyka opis popularnych metod wyboru rzedu estymowanego
modelu i pasma estymacji.

Gléwna czesé pracy stanowia trzy kolejne rozdzialy. W siddmym rozdziale przedstawiono nowe
podejscie do estymacji widmowej gestosci mocy oparte na dwukierunkowej analizie sygnatu za
pomocg algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym. Popularne metody identyfika-
¢ji niestacjonarnych proceséw stochastycznych wykorzystuja zwykle tylko informacje o przesztych
wartosciach analizowanego sygnatu. Takie podejécie dziala zadowalajaco w przypadku tagodnych
zmian wartoéci parametrow sygnalu, natomiast moze zawodzi¢ w przypadku ich gwaltownych
zmian. Istotna obserwacja jest fakt, iz zmiany wartosci, ktorych nie mozna przewidzie¢ stosujac
lewostronna analize sygnalu, sa zwykle przewidywalne w przypadku analizy prawostronnej. W za-
proponowanej metodzie wykorzystano dwa podejscia do laczenia wynikéw otrzymanych na drodze
analizy dwukierunkowej. W pierwszym z nich usredniano oszacowania wspotczynnikéow autoko-
relacji, natomiast w drugim usredniano oszacowania wspoétczynnikow odbicia. Optymalny wybor
wartosci rzedu estymowanego modelu i pasma estymacji byt dokonywany na podstawie kryterium
koncowego btedu predykcji oraz kryterium opartego na bledach jednokrokowej predykcji. Wariant
metody wykorzystujacy kryterium koncowego btedu predykcji zostal rozszerzony na przypadek
wielowymiarowy.

W rozdziale 6smym opisano metode estymacji widmowej gestosci mocy oparta na uérednianiu
parametréw modeli autoregresyjnych. Kluczowa obserwacja jest fakt, iz usrednianie estymowanych
parametréw dla modeli o réznych rzedach daje lepsze rezultaty, niz wybdr pojedynczego modelu
o konkretnym rzedzie. Usrednianie parametréw modeli moze byé przeprowadzane tylko w przy-
padku estymatoréw o takiej samej pamieci. Wybér optymalnej wartosci pasma estymacji moze
zostaé dokonany w oparciu o zmodyfikowane kryterium koncowego bledu predykcji. Oprocz tego,
mozliwe jest takze zastosowanie techniki lgczenia parametréw uérednionych modeli, otrzymanych
dla réznych pasm estymacji. Metoda zostata rozszerzona na przypadek wielowymiarowy.

Rozdzial dziewiaty zawiera opis scenariuszy symulacyjnych i wynikéw eksperymentéw z uzyciem
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opracowanych metod estymacji widmowej gestosci mocy. Obok otrzymanych wynikéw opisano
réwniez kwestie implementacyjne opracowanych metod.
Rozprawe konczy podsumowanie przedstawionych metod oraz uzyskanych wynikéw.
Rozprawa zawiera dwa dodatki. W dodatku A zamieszczono wyprowadzenia rekurencyjnych
algorytmoéw estymacji, a w dodatku B zamieszczono opis zawartosci pltyty CD zalaczonej do ni-
niejszej rozprawy doktorskiej.
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Rozdziatl 2

Procesy stochastyczne

W niniejszym rozdziale przedstawione zostang podstawowe pojecia teorii proceséw stochastycz-
nych, bedacych uzytecznym narzedziem matematycznym do opisu sygnatéw o charakterze niedeter-
ministycznym. Opisane zostana wielkosci i parametry charakteryzujace procesy losowe. Omoéwione
zostana gléwne wlasnosci i cechy proceséw stochastycznych, do ktérych naleza stacjonarnoéé, er-
godycznosé, zaleznosé oraz korelacja. Szerzej niz pozostate wielkosci opisana zostanie widmowa
gesto$¢ mocy procesu losowego, ktéra jest gléwnym przedmiotem badan zwiazanych z niniejsza
praca. Przedstawione zostang takze wielowymiarowe procesy stochastyczne, ktore stanowia roz-
szerzenie jednowymiarowych proceséw losowych. Modele wielowymiarowe znajduja zastosowanie
w systemach jednoczesnego, wielokanalowego przetwarzania sygnaléw zawierajacych sktadowe lo-
sowe. Do tego typu rozwiazan mozna zaliczy¢ np. sonary, radary czy urzadzenia do pomiardéw
wstrzaséw sejsmicznych [18]. Rozdzial zamyka opis koncepcji matematycznego modelowania sta-
cjonarnych proceséw stochastycznych z wykorzystaniem filtru formujacego.

2.1 Definicja

Procesy stochastyczne (losowe) stanowia rozszerzenie koncepcji zmiennych losowych. Dyskret-
nym rzeczywistym procesem losowym nazywana jest funkcja X (t,§), ktora w kazdej chwili czasu
t, kazdemu zdarzeniu elementarnemu ¢ przypisuje pewna rzeczywista wartosé [25]:

{X(t,6),teT,£cE},
X:T,2 >R,

gdziet € Z=1{...,-1,0,1,...} jest unormowanym (bezwymiarowym) czasem dyskretnym, nato-
miast = jest zbiorem zdarzen elementarnych. Kazdemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadko-
wane jest prawdopodobienstwo jego wystapienia. Kazdy dyskretny proces losowy moze by¢ trakto-
wany jako sekwencja zmiennych losowych odpowiadajaca konkretnemu zdarzeniu elementarnemu &
badz, rownowaznie, jako zbiér wszystkich mozliwych realizacji. Realizacja procesu stochastycznego
nazywany jest szereg czasowy:

2(t) = X(1,6).

Mimo, iz proces stochastyczny jest funkcja dwoch zmiennych, X (¢, ), dla uproszczenia notacji
zaleznosé od zdarzenia elementarnego £ bedzie dalej pomijana. Symbol X (¢) oznaczaé bedzie dalej
proces losowy, natomiast symbol z(t) - jego realizacje.
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2.2 Podstawowe parametry i charakterystyki

Jak wspomniano w poprzednim rozdziale, dyskretny proces stochastyczny moze by¢ traktowany
jako sekwencja zmiennych losowych, tj. w danej chwili czasu ¢, okreslona jest zmienna losowa X (t).

Funkcja opisujaca prawdopodobienstwo tego, ze zmienne losowe X (t1),..., X (t,) przyjmuja
wartosci mniejsze niz okreslone wartoéci x1,...,x,, nazywana jest n-wymiarowa dystrybuanta
F(xl,...,xn;tl,...,tn):

F(z1,... @ity .. tn) = P(X(t1) < 21,..., X(tn) < xy). (2.1)

Funkcja p(z1, ..., Tn; t1, ..., t,) postaci:

8”F($1,...,.’En;t1,...7tn)

p(xlv"wxn;tlv“'vtn) = 8$1 oz ) (22)

przy zalozeniu, ze wszystkie pochodne istnieja, nazywana jest n-wymiarowa funkcjg gestosci roz-
kladu prawdopodobienistwa. Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobiefistwa (2.2) przyjmuje za-
wsze wartosci nieujemne, tj.

P(T1, ey Ty te, oy ty) >0,

a dodatkowo spelnia warunek:

+oo —+oo
/ / P(X1y ey T b1y ey b)) dy - o daey, = 1.
—00 —00

Calka wielokrotna z funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienistwa (2.2), obliczona w granicach od
z; do x; + €4, © = 1,...,n opisuje laczne prawdopodobienstwo tego, ze warto$¢ procesu losowego
X (t) w chwili czasu ¢; mieSci si¢ w przedziale (x1,z1 + €1], wartos¢ X (t) w chwili czasu to miesci
sie w przedziale (29, zo + €2] itd.

Interesujacym przykladem procesu stochastycznego jest tzw. proces gaussowski. Procesem
gaussowskim nazywany jest proces X (t), dla ktérego w kazdej chwili czasu i, k = 1,2,... zmienna
losowa X (t) ma rozklad normalny. Na rysunku 2.1 przedstawiono przykladowe ksztalty funkeji
p(x1, ..., &nit1,. .. ty) oraz F(z1,...,2n;t1,. .., t,) dla przypadku dwuwymiarowego (n = 2), gdy
zmienne losowe maja taczny rozktad normalny.

L ¢! \\*\*&\\‘\
R
220, Yo%ttt teaann
7520007046 60 S e N
S IKERIRESS
SIS

Rysunek 2.1: Przykladowy ksztalt (a) funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa oraz (b)
dystrybuanty dwéch zmiennych losowych o tacznym rozktadzie normalnym, zerowych wartosciach
oczekiwanych i jednostkowej macierzy kowariancji.
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Wartosé oczekiwana jest parametrem okreslajacym warto$¢ procesu X (t) w danej chwili czasu ¢
usredniona po jego wszystkich realizacjach. W ogoélnosci warto$é¢ oczekiwana procesu stochastycz-
nego zmienia sie w czasie. Dla danej chwili czasu t wielkos¢ ta jest zdefiniowana jako:

“+oo

px(t) =E[X(t)] = / xp(x,t) dx. (2.3)

— 0o
Wartosé oczekiwana, inaczej nazywana wartoscia Srednia, jest charakterystyka pierwszego rzedu
lub pierwszym momentem zwyklym.

Parametrem, ktéry charakteryzuje zmienno$é procesu stochastycznego X (t) jest wariancja (mo-
ment centralny drugiego rzedu). W ogélnosci, podobnie jak w przypadku wartosci oczekiwanej,
wielkosé ta jest funkcja czasu t. Wariancja jest zdefiniowana jako $redni kwadrat odchyler wartosci
procesu losowego X (t) od jego wartosci oczekiwanej:

5 9 +oo 9
7)) =B{LXO — ux (@]} = [ [olt) ~ (0] bl o (2.4)

— 00

Funkcja autokorelacji jest wielkoscia opisujaca wewnetrzna zalezno$é procesu losowego obser-
wowanego w dwoch chwilach czasu t oraz t — 7:

+o0 +oo
rx(t,7)=E[X{t)X(t-1)] = /_ /_ z12op(21, 23 t,t — 7) dry das. (2.5)

Obok funkcji autokorelacji, do charakterystyk drugiego rzedu zaliczana jest takze funkcja au-
tokowariancji:

ex(t.7) = B{[X () ~ ux(8)] [X(t —7) — px(t = 7)]}

+oo  ptoo (26)
N /_ /_ [21 — px (B)][w2 — px (t = 7)|p(21, 223t T — 7) day das.

Pomiedzy funkcja autokorelacji (2.5) i funkcja autokowariancji (2.6) zachodzi zwiazek:
ex(t,m)=rx(t,7) — pux (Opx(t—71).
Gdy wartosé oczekiwana procesu jest réwna zero, funkcja autokorelacji jest identyczna z funkcja
autokowariancji:
rx(t,7) =cx(t,7).
Dla 7 = 0, funkcja autokowariancji jest réwna wariancji procesu:

ex (t,0) = 0% (1).

Aby w pelni scharakteryzowaé proces losowy, nalezy podaé jego momenty wszystkich rzedéw.
Wyjatkiem sa procesy gaussowskie, w przypadku ktérych wystarczy znajomosé wartosci oczekiwa-
nej oraz funkcji autokorelacji [36].

W praktycznych rozwiazaniach, jednym z pierwszych etapéw analizy sygnaléow o charakterze
losowym jest usuniecie trendéw, czyli sktadowych systematycznych. Z tego powodu, w niniej-
szej pracy skupiono si¢ na opisie wycentrowanych procesoéw stochastycznych, czyli takich, ktérych
wartosé oczekiwana jest réwna zero.

2.3 Stacjonarnos¢, ergodycznosé, korelacja

2.3.1 Stacjonarno$c¢

Wazna klasa proceséw stochastycznych, odgrywajacych istotna role w analizie i przetwarzaniu
sygnaléw o charakterze losowym, sa procesy stacjonarne. Stacjonarnosé¢ moze by¢ definiowana w
szerszym badz wezszym sensie.
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Proces losowy X (t) jest stacjonarny w wezszym sensie (silna stacjonarnosé), jezeli jego
n-wymiarowa dystrybuanta (2.1) nie zmienia sie w czasie:

F(l’l, ...,ZL’n;tl, ,tn) = F(.Tl, ...,xn;tl —+ T, ...,tn + T), (27)

dla kazdego t1,...,t, € Z, kazdego n > 1 oraz kazdego 7 € Z. Bezposrednio z (2.7) wynika fakt,
iz n-wymiarowa funkcja rozktadu gestoéci prawdopodobienstwa stacjonarnego w wezszym sensie
procesu losowego réwniez nie zmienia si¢ w czasie:

D(T1y ey Ty 1y ey ) = D(T1, ooy T3 1 + Ty ooy by + 7).

Proces losowy X (t) jest stacjonarny w szerszym sensie (slaba stacjonarnosé), jezeli jego wartosé
oczekiwana (2.3) oraz funkcja autokorelacji (2.5) nie zmieniaja sie w czasie:

px(t) = px,
Tx(t, 7') = Tx(’T).

W ogdlnoséci odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.

Dla proceséw stacjonarnych w szerszym sensie, funkcja autokorelacji (2.5) jest funkcja parzysta,
ktorej wartosé zalezy tylko przesuniecia w czasie 7:

rx(r) =rx(—7).
Co wiecej, funkcja autokorelacji (2.5) przyjmuje wartosci najwigksze dla zerowego przesuniecia 7:
rx ()] < rx(0).

Z wlasnosci (2.7) wynika réwniez, ze funkcja autokowariancji zalezy wylacznie od przesuniecia w
czasie T:

Cx(t, T) = CX(T)7

a dodatkowo, wariancja nie jest funkcja czasu i jest rowna co do wartoéci funkcji autokowariancji
dla przesuniecia 7 = 0:

0% (t) = 0% = cx(0).
Ponadto, jezeli proces X (t) jest stacjonarny w szerszym sensie, to jego funkcja autokorelacji jest

funkcja nieujemnie okreélona, tj. dla dowolnej wartosci m, macierz zbudowana z jego m wspol-
czynnikéw autokorelacji spelnia warunek:

rx(0) rx (1) cooorx(m—1)
rx (1) rx(0) cooorx(m—2)
R, — rx(2) rx (1) .oorx(m=3) | > (2.8)
rx(m—1) rx(m—2) ... rx(0)

lub réwnowaznie, transformata Fouriera funkcji autokorelacji jest funkcja nieujemna:

]‘—[Tx(T)} 20

Kazdy proces stochastyczny stacjonarny w wezszym sensie, jest réwniez stacjonarny w szerszym
sensie. Odwrotna implikacja nie jest jednak prawdziwa. Proces losowy, ktérego charakterystyki
zmieniajy sie w czasie, jest nazywany procesem niestacjonarnym.
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2.3.2 Korelacja i zaleznos¢
Proces stochastyczny X (¢), dla ktérego spelniona jest zaleznosé:
Cx(t,t-i-’r) =0,

dla kazdego 7 # 0, nazywa sie wewnetrznie nieskorelowanym. Jezeli dla sekwencji zmiennych
losowych X (t1),..., X (tn) zachodzi warunek:

n

p(-rla-"axn;tlw--vtn) = Hp(xﬂtl)’ (29)
i=1
to zmienne X (¢1), ..., X (t,) sa niezalezne. Kazdy proces stochastyczny, dla ktérego zachodzi waru-

nek niezaleznosci (2.9) jest réwniez wewngtrznie nieskorelowany. W ogdlnym przypadku odwrotna
implikacja nie jest prawdziwa. Jest ona jednak prawdziwa, gdy proces X (t) jest procesem gaus-
sowskim. Jezeli proces X (t) jest sekwencja nieskorelowanych zmiennych losowych, to nazywany
jest szumem biatym.

2.3.3 Ergodycznosé

Aby ustali¢ charakterystyki danego procesu losowego X (t), takie jak warto$é oczekiwana, czy
funkcja autokorelacji, nalezaloby dysponowaé wszystkimi realizacjami procesu X (t). W praktyce
najczesdciej dysponuje sie tylko jedna realizacja, stad charakterystyki procesu stochastycznego mu-
sza zosta¢ okre$lone na podstawie znajomosci pojedynczej realizacji. Wtlasnoscia, ktéra to umoz-
liwia jest ergodyczno$é. Stacjonarny w szerszym sensie proces X (t) jest ergodyczny, jezeli jego
charakterystyki (np. warto$¢ oczekiwana, funkcja autokorelacji, wariancja, itd.) moga by¢ wyzna-
czone na podstawie znajomosci jego pojedynczej realizacji, poprzez zastosowanie usredniania po
czasie, np.

px = lim %Zx(t), (2.10)

N—oc0
t=1

gdzie xz(t) jest realizacja procesu X (t). Jezeli zalezno$é (2.10) zachodzi z prawdopodobieristwem
réwnym 1, to proces jest ergodyczny wzgledem wartoéci oczekiwanej prawie na pewno. W analo-
giczny sposéb mozna zdefiniowaé ergodyczno$é w sensie Sredniokwadratowym. Jezeli dla procesu
stacjonarnego w szerszym sensie zachodzi zalezno$é:

N

rx(r) = lim %Zx(t)x(t—T) (2.11)

N—00
t=1

z prawdopodobienstwem réwnym 1 lub érednio z kwadratem, to proces jest ergodyczny prawie na
pewno lub w sensie $redniokwadratowym, wzgledem momentéw drugiego rzedu.

Warunek konieczny i wystarczajacy ergodycznosci wzgledem wartoéci oczekiwanej stacjonar-
nego w szerszym sensie procesu X (t), o funkeji autokowariancji cx (1), ma postaé [25]:

1 T
lim ;(1 — 5y )ex (1) =0. (2.12)

N—o00

Mozna zauwazy¢, ze funkcja autokorelacji c¢x(7) w formule (2.12) dazy do warto$ci 0 wraz ze
wzrostem wartoéci N. Nalezy pamietaé, ze warunek (2.12) jest w rzeczywistosci postulatem, gdyz
aby go sprawdzi¢, nalezaloby dysponowaé¢ informacja o wartosciach funkcji autokowariancji dla
wszystkich wartosci przesunie¢ 7 =0,1,....
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2.4 Widmowa gestoS¢ mocy

Jezeli sygnal z(t) jest sygnalem deterministycznym o skoriczonej energii, tj. sygnalem spelnia-
jacym warunek:

> 2P(t) < oo, (2.13)

t=—00
jego widmowa gestos¢ energii okreslona jest wzorem:
Ex(w) = [X(w), (2.14)

gdzie X (w) jest transformata Fouriera analizowanego sygnatu:

oo

X(w)y= Y z(t)e 7"

t=—0o0

Widmowa gestosé energii (2.14) okresla rozklad energii sygnalu na poszczegdlne pasma czestotli-
wosci.

Stacjonarne procesy stochastyczne sa sygnatami o nieskoniczonej energii, stad nie spetniaja wa-
runku (2.13), a co za tym idzie nie mozna dla nich zdefiniowaé¢ widmowej gestosci energii. Procesy
te sa za to sygnatami o skoniczonej mocy. Moc stacjonarnego w szerszym sensie ergodycznego
procesu stochastycznego X (t) o zerowej wartosci oczekiwanej zdefiniowana jest jako:

N
1
2 2 : 2
:E{X t}: lim t).
Ox (t) N N ;_1 z=(t)
Dla proceséw stochastycznych, wielkoscig alternatywna do widmowej gestosci energii (2.14) jest

widmowa gestos¢ mocy. Opisuje ona rozklad mocy sygnatu losowego na poszczegdlne pasma cze-
stotliwosci. Widmowa gesto$é mocy procesu stochastycznego X (t) wyraza sie wzorem:

Sx(w)= lim E %ZX(t)e_j“’t , (2.15)

N—00

gdzie w oznacza unormowana pulsacje wyrazong w radianach na préobke (rad/sa):
- <w< . (2.16)

Gdy realizacja procesu losowego jest sygnalem powstalym w wyniku prébkowania sygnatu ciaglego
0 ograniczonym pasmie, wtedy

w =27
fs’

gdzie [ oznacza czestotliwo$é (wyrazona w Hz) a f, jest czestotliwoscia probkowania, ktéra musi
by¢ przynajmniej dwa razy wigksza niz maksymalna czestotliwo$é¢ sktadowych widmowych sygnatu
poddanego procesowi probkowania.

Formuta (2.15) nie jest jedyna definicja S(w). Zgodnie z twierdzeniem Wienera-Chinczyna [25]
widmowa gesto$¢é mocy stacjonarnego w szerszym sensie procesu stochastycznego X (t), moze by¢
zdefiniowana jako transformata Fouriera jego funkcji autokorelacji:

o0

Sx(w) = Z rx(T)e 99T, (2.17)

T=—00
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Definicje (2.15) oraz (2.17) sa réwnowazne, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja autokorelacji procesu
X (t) maleje odpowiednio szybko wraz ze wzrostem przesuniecia T [25], tj.

Moc procesu X (t), réwna jego wariancji, mozna wyznaczy¢ z zaleznoSci:
s
1 2

— Sx(w)dw = o%. (2.18)
2

—T

W celu obliczenia funkcji autokorelacji na podstawie znajomosci widmowej gestosci mocy, nalezy
zastosowaé¢ odwrotng transformate Fouriera:

1 (" ;
rx(7) = 7/ Sx (w)e’ " dw. (2.19)
2r J_,
Widmowa gesto$é mocy Sx (w) stacjonarnego w szerszym sensie procesu stochastycznego X (t)
jest funkcja:
e nieujemny:

Sx(w) =0,
e parzysta:
Sx(w) = Sx(—w),
o okresowa, o okresie réwnym 2m:

Sx(w+ 2km) = Sx(w), k=1,2,....

2.5 Wielowymiarowe procesy stochastyczne

2.5.1 Podstawowe parametry i charakterystyki

Wielowymiarowe (wielokanalowe) procesy stochastyczne sa rozszerzeniem koncepcji jednowy-
miarowych proceséw losowych. m-wymiarowym procesem stochastycznym X (¢) nazywana jest
funkcja postaci:

xty=| - |, (2.20)

gdzie sktadowe X1 (t),..., X, (f) sa procesami stochastycznymi. Proces X;(t), i = 1,..., m nazy-
wany jest czesto i-tym kanalem procesu X (¢). Pojedyncza realizacja procesu losowego X (t) jest
funkcja:

Xl(t?g)
x(t) = X(t,8) = :

Xm(t,8)
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Wartosé oczekiwana m-wymiarowego procesu stochastycznego X (t) jest wektorem wartosci
oczekiwanych poszczegdlnych kanatéw:

E [X1(t)]

W ogélnosci poszcezegdlne kanaly procesu X (¢) moga by¢ od siebie zalezne. Wzajemna zaleznosé
kanaléw X;(t), ¢ =1,...,m opisuje macierz kowariancji:

ok (t) = B [[X() - u(t)] [X() = pa(t)]]

Ug(l (t) Ug(lxz ) ... 0X1Xm (t)
Ug(gxl (t) Ug(z (t) e OX, X, (t) (2.21)

o%x, () 0%, () o ok (1)

gdzie ox,x,(t) (4,7 = 1,...,m, i # j) jest wspdtczynnikiem kowariancji skrognej kanatéw i-tego
i j-tego. Na gléwnej przekatnej macierzy (2.21) znajduja sie wariancje poszczegdlnych kanaléw
X1(t),..., Xm(t) procesu X(t).

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, wielko$ciami, ktére opisuja relacje kanaléw
wielowymiarowego procesu stochastycznego X (¢) w dwéch chwilach czasu t; oraz to sa macierze
wspoélczynnikéw autokorelacji oraz autokowariancji.

Macierz autokorelacji m-wymiarowego procesu stochastycznego X (t) jest zdefiniowana w po-
staci:

Rx(t,7) =E [ X)X (t - 7)}

X, (th) erxz(th) s erXm(ta T)
X, X, (t,T) ?"XQ(t,T) N TXsz(t, 7') (222)
- : : ‘. : ’
TXmX1 (t’T) TXmXa (tv T) s TXm (th)
gdzie rx,x,(t,7) (i,j = 1,...,m, i # j) jest wspélczynnikiem korelacji skro$nej kanaléw i-tego

i j-tego. Na gléwnej przekatnej macierzy (2.22) znajduja sie wspélczynniki autokorelacji poszcze-
golnych kanatéw Xi(t),..., X,,(t) procesu X(t).

Macierz autokowariancji m-wymiarowego procesu stochastycznego X (t) jest zdefiniowana w
postaci:

Cx(t,7) = B[ [X (1) — n(®)] [X(t =) = it = )] "]

ex, (6,7)  exixo(tT) L exix,, (6 T)
cxox, (7)) ex(tT) L exox, (8 T) (2.23)
CXle(taT) CXmXQ(t,T) me(tﬂ')
gdzie cx, x,(t,7) (1,5 =1,...,m, i # j) jest wspélczynnikiem kowariancji skroénej kanatéw i-tego

i j-tego. Na gléwnej przekatnej macierzy (2.23) znajduja sie wariancje poszczegdlnych kanaléw
X1(t),..., X;n(t) procesu X(t).
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowych proceséw losowych, jezeli proces X(t) jest wy-
centrowany, tj.
125 (t) = 0m7
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gdzie 0, jest m-wymiarowym wektorem zerowym, to zachodzi zwiazek:
CX(ta T) = RX (ta T)'

Dodatkowo, jezeli m-wymiarowy proces X(t) jest stacjonarny, tj. jego wszystkie kanaly
X1(t),...,X.m(t) sa procesami lacznie stacjonarnymi, to zaréwno sekwencja macierzy autokore-
lacji jak i sekwencja macierzy autokowariancji sa funkcjami przesuniecia czasowego 7:

CX(t,T) = CJX(T)7
Rx(t,’r) = Rx(T),
T=0,1,...,

a oprécz tego zachodza zaleznosci:

Jezeli proces X (t) jest m-wymiarowym stacjonarnym szumem bialym, to jego macierze auto-
kowariancji Cx (1) dla przesuniecia czasowego T # 0 sa macierzami zerowymi o wymiarach mxm.

2.5.2 Widmowa gesto$¢é mocy

Analogicznie do definicji (2.17), widmowa gesto$é mocy m-wymiarowego, dyskretnego, sta-
cjonarnego w szerszym sensie procesu stochastycznego X(t) jest definiowana jako transformata
Fouriera jego (macierzowej) funkeji autokorelacji:

Sx(w)= Y Rx(r)e . (2.24)

T=—00

W celu obliczenia funkcji autokorelacji na podstawie znajomosci widmowej gestosci mocy, nalezy
zastosowaé¢ odwrotng transformate Fouriera:

1 (" ;
Rx(r)=— Sx(w)e’“ T dw.

—T

Wielkos$é Sx (w) moze byé przedstawiona w postaci:

Sx,(w)  Sx,x,(w) ... Sx,x,, (W)
Sx,x, (W) Sx,(w) ... Sx,x,, (W)

Sx(w) = | Sxsxi(@) Sxox, (@) -0 Sxpx, (W) | (2.25)
Sx.xi (@) Sxox@) ... Sx. ()

Macierz (2.25) nazywana jest macierza wielowymiarowej widmowej gestosci mocy. Na jej gtéwnej
przekatnej znajduja sie widma wlasne kanaléw Xi(¢),..., X,,(¢) procesu X(t). Pozostale ko-
morki macierzy zawieraja widma wzajemne, tj. Sx,x,;(w) (4,7 = 1,...,m, i # j) oznacza widmo
wzajemne kanalow i-tego i j-tego. Widma wzajemne kanaléw wielowymiarowego procesu stocha-
stycznego moga przyjmowaé wartosci zespolone. Widmowa gesto$é mocy Sx (w) wielowymiarowego
procesu stacjonarnego X (t) jest nieujemnie okreslona macierza hermitowska [18], co oznacza, ze
jest ona réwna swojemu hermitowskiemu sprzezeniu (sprzezeniu polaczonemu z transpozycja):
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Dla kazdej pary kanatéw X;, X; (4,5 =1,...,m, i # j) z macierzy Sx(w) mozna wyodrebni¢
macierz postaci:

SXi(w) SXin (w)
SXsz‘ (w) SXj (w) ’

ktéra jest nazywana macierza koherencji (ang. coherence matriz [18]). Na macierz te skladaja sie:
widmo wlasne kanatu i-tego Sx,(w), widmo wiasne kanatu j-tego Sy, (w) oraz widma wzajemne
Sx,x; (W) 1 Sx;x,(w), przy czym

Wielkosé

SXi X (w)

N VSx,x, (W) /Sx, x, (W)

nosi nazwe funkcji koherencji. Wielko$ciami powiazanymi z widmowa gestoscia mocy dwuwymia-
rowego procesu stochastycznego sa dodatkowo widmo amplitudowe koherencji (ang. Coherence
Magnitude Spectrum):

ox,x; (W)

MSCx (w) =|¢x,x, ()]

oraz widmo fazowe koherencji (ang. Coherence Phase Spectrum):

CPSx (w) = arctg

Im{¢x,x,}
Re{dx,x,} |

Wartosci MSCx (w) leza pomiedzy 0 (dla pulsacji, dla ktérych nie wystepuje koherencja pomiedzy
kanatami) i 1 (dla pulsacji, dla ktérych kanaly sa koherentne). Z tego powodu, funkcja MSCx (w)
moze by¢ wykorzystywana jako miara spéjnosci okre$lonej pary sygnatéw dla okreélonej pulsacji w.
Pierwotnie, funkcja ta stuzyta do detekcji zaleznych sktadowych sygnaléw wystepujacych w réznych
kanatach. Wielko$¢é CPSx (w) okresla przesuniecie fazowe sygnatu pochodzacego z jednego kanalu,
wzgledem sygnalu pochodzacego z kanatu drugiego [18].

2.6 Modelowanie proceséw stochastycznych

Zgodnie z twierdzeniem Wolda [28], kazdy dyskretny proces stochastyczny stacjonarny w szer-
szym sensie moze by¢ wyrazony w postaci:

oo

y(t) = hw(t—i)+((t), t=...,-1,0,1,..., (2.26)
=0

gdzie ((t) jest liniowo przewidywalnym procesem deterministycznym, ktérego przyszle wartosci
moga zostac¢ oszacowane z zerowym bledem, na podstawie znajomoéci jego przeszlego przebiegu.
Drugi skladnik formuly (2.26) jest procesem niedeterministycznym, ktérego wspdlezynniki h; spel-
niaja warunki:

ho =1, ihf < o0,
1=0

za$ v(t) jest szumem bialym, o zerowej wartosci oczekiwanej i stalej wariancji:
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o jezeli i=0

Elv(t)v(t —1)] = { ()U jezeli i #£0

Zgodnie z formulg (2.26) kazdy niedeterministyczny proces stochastyczny stacjonarny w szerszym
sensie moze by¢ potraktowany jako wynik filtracji szumu biatego za pomoca przyczynowego filtru
formujacego postaci:

H(g™) =3 hig™, (2.27)

gdzie symbol ¢~ jest operatorem jednokrokowego opéznienia w dziedzinie czasu:
g y(t) =yt - 1).

Filtr (2.27) jest opisany za pomoca nieskoniczonej liczby wspélczynnikéw, co jest niepraktyczne z
punktu widzenia identyfikacji. Gdy zamiast tego filtru zdefiniowany zostanie filtr o skonczonym
rzedzie, wéwezas, w zaleznoéci od struktury H(g~'), mozna uzyskaé¢ rézne modele procesu sta-
cjonarnego. Jednym z modeli, ktory zyskal duza popularno$¢ w dziedzinie identyfikacji jest tzw.
model autoregresyjny.
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Rozdziat 3

Procesy autoregresyjne

W rozdziale przedstawiona zostanie idea szeroko stosowanego modelu autoregresyjnego. Opi-
sane zostana najwazniejsze charakterystyki proceséw autoregresyjnych, takie jak funkcja autoko-
relacji czy widmowa gesto$¢ mocy. Zestawione zostang takze réwnowazne reprezentacje modeli
autoregresyjnych wraz z algorytmami konwersji pomiedzy nimi. W rozdziale przedstawiona zosta-
nie takze koncepcja wielowymiarowych autoregresyjnych proceséw stochastycznych, ktora stanowi
rozszerzenie idei jednowymiarowych proceséw autoregresyjnych. Opisane zostana wielkosci cha-
rakteryzujace wielowymiarowe procesy AR, a takze wskazane zostang réznice pomiedzy jednowy-
miarowymi, a wielowymiarowymi procesami autoregresyjnymi. Rozdzial zamyka oméwienie me-
tody maksymalnej entropii, opisujacej rozwigzanie problemu ekstrapolacji nieskonczonej sekwencji
wspotezynnikéw autokorelacji na podstawie znajomoéci skonczonego zestawu danych.

3.1 Model autoregresyjny procesu stacjonarnego

3.1.1 Postaé modelu autoregresyjnego

Modelem autoregresyjnym rzedu n nazywa sie taki model, w ktérym wartosé sygnatu y(t) w
danej chwili czasu t jest wyrazona jako wazona suma n przesztych probek sygnatu oraz pewnego
sktadnika losowego:

y(t) = Z ainy(t — i) + vn(t), (3.1)

gdzie wagi aj p, ...,y Nazywane sa wspdlczynnikami autoregresji, a v(¢) jest szumem biatym o
zerowej wartosdci oczekiwanej i okreslonej wariancji:

E[o(t)] =0, E[*(t)] = pn.
Sygnal v(t) nazywany jest czesto szumem tworzacym.
Proces autoregresyjny jest obserwowany na wyjsciu liniowego filtru formujacego (2.27) o trans-
mitancji:
1 1
A7) 1- Z?:1 Wing "

przy pobudzeniu szumem biatym. Filtr H(g™?) jest filtrem wielobiegunowym (ang. all-pole filter).
Wielomian A(g~!) nazywany jest wielomianem charakterystycznym, a réwnanie

H(g ") = (3-2)

Al =1=) aing " =0, (3.3)
=1
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nosi nazwe réwnania charakterystycznego. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym stabilnosci

procesu autoregresyjnego rzedu n jest umiejscowienie wszystkich zer wielomianu charakterystycz-
-1 . . . , . -1 .

nego A(q™1), tj. wszystkich biegunéw filtru formujacego H (g~ ') wewnatrz okregu jednostkowego

na plaszczyznie zespolone;j:

lgel <1,  k=1,...,n, (3.4)

gdzie zmienne qy, ..., q,, oznaczaja pierwiastki wielomianu charakterystycznego A(¢~'). Na ry-
sunku 3.1 przedstawiono schemat blokowy filtru (3.2) [18].

O v

Rysunek 3.1: Schemat blokowy filtru (3.2) [18].

3.1.2 Funkcja autokorelacji procesu autoregresyjnego

Charakterystyki drugiego rzedu stacjonarnego procesu autoregresyjnego zaleza jedynie od war-
tosci wspdtczynnikéw autoregresji ai n,...,an,, Oraz wariancji szumu tworzacego p,. Warto$é
oczekiwana sygnatu y(¢) jest réwna 0, stad funkcja autokorelacji i funkcja autokowariancji sa iden-
tyczne.

Kiedy warunek stabilnosci (3.4) jest spelniony, funkcja autokorelacji procesu AR(n) w stanie
ustalonym przyjmuje postac:

Ely(t)y(t —7)] = r(7). (3.5)

Po przemnozeniu obu stron réwnania (3.1) przez y(t — 7) i wyznaczeniu wartosci oczekiwanych
otrzymuje sie:

Ely(y(t =) = > ainPly(t = y(t = )] + Efp@)y(t - 7).

Poniewaz zmienna losowa v(t) jest nieskorelowana z przeszlymi wartosciami sygnatu y(t—1), i > 0,
drugi skladnik po prawej stronie réwnania jest rowny zero dla 7 > 0, co daje:

r(r) = ainr(r —i). (3.6)
i=1

Dla 7 = 0 otrzymuje sie

E[v®)y(t)] = pn-
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Ponadto, z uwagi na to, ze r(7) = r(—7),

r(0) = Zaimr(—i) + pn = Zaimr(i) + pn. (3.7)

Dla kazdego 7 > n réwnanie (3.6) stanowi rekurencyjna formule pozwalajaca na obliczenie r(7)

na podstawie znajomosci n poprzednich wartosci (7 — 1),...,7(7 — n). Warunki poczatkowe
mogg by¢ zdefiniowane jako funkcje wspélezynnikéw autoregresji aj p, ..., an,n. Zaréwno wartosci
wspOlczynnikéw r(0),...,r(n) jak i warto$¢ wariancji szumu tworzacego p, moze byé¢ obliczona
poprzez rozwigzanie uktadu rownan liniowych odpowiadajacych 7 =0,1,..., n:
r(0) r(1) ry(2) ... r(n) ain Pn
r(1) r(0) ry(1) ... r(n—1) asn 0
. = . . . . e (3-8)
r(n) rln—1) r(n—2) ... r(0) ann 0

Roéwnania (3.8) stanowia zmodyfikowana wersje réwnan Yule-Walkera [28]. Moga one zostaé
uzyte do rozwiazania problemu odwrotnego: obliczenia wspélczynnikéw autoregresji na podsta-
wie znanych wspdlczynnikéw autokorelacji i znanej wariancji szumu tworzacego. Zgodnie z (3.8)
istnieje jednoznaczny zwigzek pomiedzy tymi dwoma zestawami wspdlczynnikdw.

3.1.3 Widmowa gestoS¢ mocy procesu autoregresyjnego

Zgodnie z definicja (2.17) widmowa gesto$é mocy dyskretnego, stacjonarnego procesu autore-
gresyjnego rzedu n moze by¢ obliczona jako transformata Fouriera jego funkcji autokorelacji. Teo-
ria proceséw stochastycznych pokazuje jednak, ze podobnie jak funkcja autokorelacji, widmowa
gesto$é mocy procesu AR(n) moze zostaé wyznaczona na podstawie znajomosci wspdlczynnikéw
autoregresji ai n,...,0n,n Oraz wariancji szumu tworzgcego py,.

Jezeli filtr formujacy (2.27) zostanie pobudzony szumem bialym o widmowej gestosci mocy
Sy(w), wtedy widmowa gesto$é mocy sygnatu y(t) obserwowanego na jego wyjéciu moze byé wy-
razona wzorem:

S(w) = |H(e™7*)[2Sy(w),
gdzie w jest unormowang pulsacja. Jako, iz widmowa gesto$é mocy szumu bialego ma postacé:
Sy (w) = Pn;

widmowa gestos¢ mocy procesu autoregresyjnego rzedu n wyraza sie wzorem:

_ Pn . Pn
Slw) = |[A(e=3@)|2 |1 — S e Iwif2 (3.9)

Rysunek 3.3 (a) przedstawia przykladowa posta¢ widmowej gestosci mocy procesu AR(4). Cecha
charakterystyczna struktury S(w) proceséw autoregresyjnych jest obecno$é¢ szczytéw rezonanso-
wych. 7 tego powodu modele autoregresyjne stosowane sg czesto do analizy proceséw o widmie
bogatym w takie sktadowe.
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W) 1 W)
— H(q) .
S(w) S(o) = |H(e™)2S ()

Rysunek 3.2: Zwiazek pomiedzy widmowymi gestosciami mocy sygnaléw na wejsciu i wyjsciu filtru
formujacego [42].

Rysunek 3.3: Przyblizony zwiazek pomiedzy (b) polozeniem biegunéw filtru formujacego (3.2) na
plaszczyZnie zespolonej oraz (a) ksztaltem widmowej gesto$ci mocy procesu autoregresyjnego.
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Istnieje bezposredni zwiazek pomiedzy liczba i potozeniem szczytow rezonansowych wystepu-
jacych w widmie procesu AR(n), a liczba i polozeniem biegunéw filtru formujacego (3.2):

o Kazda para biegunéw zespolonych sprzezonych ¢; = r;e/%, ¢}
jeden szczyt rezonansowy.

= r;e 7% moze generowaé

o Pulsacja, dla ktérej wystepuje szczyt rezonansowy jest w przyblizeniu rowna argumentowi
danego bieguna.

o Wysoko$¢ wzgledna szczytu rezonansowego jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci bie-
guna od okregu jednostkowego.

Wymienione zasady moga zostaé¢ wykorzystane do jakosciowej oceny ksztaltu widmowej gestosci
mocy procesu AR(n). Nalezy jednak stosowaé je z nalezyta ostroznoscia, gdyz np. kilka pierwiast-
kéw zespolonych, potozonych w niewielkich odlegltoéciach od siebie, moze generowaé¢ pojedynczy
szczyt rezonansowy. Niezaleznie jednak od rozkladu biegunow, liczba szczytéw rezonansowych nie
moze przekraczaé liczby rownej potowie rzedu modelu.

3.1.4 Roéwnowazne reprezentacje procesu autoregresyjnego
Wspélezynniki autoregresji oraz wariancja szumu tworzacego:

Pr, = {al,n7 o 7an,n7pn}

nie stanowia jedynej mozliwej reprezentacji procesu autoregresyjnego rzedu n. Obok nich, kazdy
stacjonarny proces AR(n) moze by¢ zdefiniowany za pomoca sekwencji wspélczynnikéw autokore-
lacji:

R, ={r(0),r(1),...,7(n)}.
Trzecia reprezentacje stanowi wariancja sygnalu y(t) i zestaw wspélczynnikéw odbicia:
Qn ={r(0),k1,...,kn},
gdzie

Wspodlezynniki odbicia nazywane sa takze czastkowymi wspotczynnikami autokorelacji. Reprezen-
tuja one unormowang korelacje pomiedzy warto$ciami sygnatlu AR(n) dla przesuniecia czasowego
roéwnego 7, po usunieciu korelacji dla przesunieé¢ rownych 1,...,7 — 1. Chcac obliczy¢ czastkowy
wspoélezynnik korelacji pomiedzy probkami sygnatu y(t) oraz y(t — 7) nalezy wyznaczy¢ wielkosci:

T—1
yr(t) = Z Qi r—1y(t — i),
i—1

T—1
@\b(t - 7—) - Z ai,'rfly(t -7+ Z)?
i=1

gdzie y¢(t) jest predyktorem ,w przéd”, a yp(t — 7) jest predyktorem ,tyl”. Zadanie sprowadza sie
do rozwigzania rownan Yule-Walkera:

r(0) r(1) U ) 071 r(1)

r(1) r(0) oo r(r=3) agr—1 r(2)

r(2) r(1) ceoor(r=14) Q3,1 _ r(3)
rro2) r(r—1) ... (0 Oy ta r(r—1)
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Dysponujac wyznaczonymi parametrami oy r—1, ..., 0,1 -1, szukany wspétczynnik odbicia mo-
zemy obliczy¢ za pomoca wzoru:
E[(y(t) = g: ) (y(t —7) = Gt — 7))]

ky = .
Vvar [y(®) — G5 ()] Jvar [y(t = 7) — Gt — 7)]

Model autoregresyjny, opisany za pomocg wspolczynnikéw ki, ..., k, jest stabilny wtedy i tylko
wtedy gdy wspoélczynniki odbicia spelniaja warunek:

kil <1, i=1,....n. (3.10)

Reprezentacje P,,, Q,, oraz R,, sa rbwnowazne w tym sensie, ze majac jeden zestaw parametrow,
mozna obliczy¢ pozostate dwa stosujac przeksztatcenia:

P,=U[R,], R,=U'[P,],
Q, =WI[P,], Po=W1[Q,].

Przeksztalcenia U [R,,] oraz V! [R,] moga zostaé zrealizowane poprzez rozwiazanie réwnan Yule-
Walkera [40]:

r(0) r(1) .. r(n—1) ain r(1)
r(1) r(0) oo r(n—2) az,n r(2)
r(2) r(1) .. r(n—23) asy | — | r(3)

: : - : : : (3.12)
rln—1) r(n—2) ... r(0) Ann r(n)

pn =1(0) — Z a; nr(1).
i=1

Rozwigzanie réwnan (3.12) moze zostaé¢ wyznaczone przy uzyciu algorytmu Levinsona-Durbina
[40]. Metoda ta jest rekursywna wzgledem rzedu, co oznacza, ze pozwala na otrzymanie rozwigzan

dla kolejnych rzedéw modeli réwnych odpowiednio 1, ... n:
fori=1,...,ndo
po =1(0)
. i—1
b — (i) — Zj:l aji—1r(i = j)
’ Pi—1
Qi = Ki

] ] (3.13)
forj=1,...,i—1do

Qi = Qi1 — kii—ji1
end
pi = [1 = Kk]pi
end

Przeksztalcenia V [Q,,] oraz W~ [Q,] moga zostaé¢ zrealizowane za pomoca nastepujacego al-
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gorytmu [12]:
fori=1,...,ndo
pi=(1— kg)ﬂz’—l
ai; =ki

forj=1,...,i—1do

Qi = aj -1 — ki@i—ji1 (3.14)
end
r(i) = apr(i—1)
1=1

end

z warunkiem poczatkowym pg = 7(0).

Aby stacjonarny proces autoregresyjny rzedu n mégl zostaé scharakteryzowany za pomocg

reprezenacji P,, Q, oraz R,, musza by¢ spelnione nastepujace wzajemnie réwnowazne warunki
[18]:

o Wielomian charakterystyczny A(g~!) spetnia warunek stabilnoéci (3.4).
o Wspdlezynniki odbicia k1, ..., k, spelniaja warunek stabilnosci (3.10).

¢ Dla kazdego n > 0 macierz

rx(0) rx (1) rx(n)
Tx(l) Tx(O) Tx(n—l)

R, — rx(2) rx (1) oo rx(n—2) (3.15)
rx(n) rx(ﬁ— 1) ... rX.(O)

jest dodatnio okreélona.

3.2 Wielowymiarowe procesy autoregresyjne

3.2.1 Wielowymiarowy model autoregresyjny

Wielowymiarowym stacjonarnym sygnalem autoregresyjnym rzedu n jest sygnal postaci [18]:

Y(t) = [yl (t)7 ce ’ym(t)]Ta

ktory spelnia réwnanie:

n
y(t) = Z ALyt —i) + v (t). (3.16)
i=1
Skladowe y1(t), ..., ym(t) nazywane sa czesto kanalami sygnalu y(t), natomiast wielkoSci:
7,Mn 7,Mn
aly’ ... aiy
Ai,n: y i=1,...,n
an a3l
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sa macierzami wspolczynnikéw autoregresji o wymiarach mxm, a v,,(t) jest m-wymiarowym szu-
mem bialym o macierzy kowariancji réwnej:

E[v,(t)vy, ()] = py,-

Kazdy model wielowymiarowego procesu stochastycznego z czasem biegnacym ,,w przéd” po-
siada réwnowazny model z czasem biegnacym ,w tyt” [20]:

y(t) = Biny(t+1i) +n,(t), (3.17)
i=1
gdzie wielkosci:
Bi,n = : , t=1,..0n
L b,

sa macierzami wspo6lczynnikéw autoregresji o wymiarach mxm, a n,,(t) jest m-wymiarowym szu-
mem bialym o macierzy kowariancji réwnej:

Eln, ()n, (H)] = 0.

W przeciwienistwie do jednowymiarowych proceséw AR (m = 1), model z czasem ,w przéd” rézni
sie od modelu z czasem ,w tyl”, tj.

Ai,n#Bi,n7 7;:17"'7’”7
pn 7é On,

ale zachodzi zwiazek:

det [p,,] = det [o4,] .

Wielomian charakterystyczny wielowymiarowego modelu autoregresyjnego (3.16) ma postaé:

det{Alg™']}, (3.18)
gdzie
Al ' =1, - Z Aing . (3.19)

Wielomian charakterystyczny (3.18) moze réwniez zostaé¢ wyrazony za pomoca macierzy wspol-
czynnikéw autoregresji By ..., By p:

det{A[g~"]} = det{B[g" ']},

gdzie
B¢ '|=1, - ZBi,nqi-
i=1

Model (3.16) jest stabilny gdy wszystkie zera wielomianu charakterystycznego leza wewnatrz
okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej, tj.

lgr] < 1, k=1,...,n, (3.20)

gdzie zmienne q1, ..., q,, 0znaczaja pierwiastki wielomianu charakterystycznego.
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3.2.2 Funkcja autokorelacji i widmowa gesto$s¢ mocy wielowymiarowego
procesu autoregresyjnego

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, funkcja autokorelacji stacjonarnego wielowy-
miarowego procesu AR(n) jest zalezna tylko od warto$ci macierzy wspdlczynnikéw autoregresji
Ai,,..., A, , oraz macierzy kowariancji szumu tworzacego p,,. Kiedy warunek stabilnosci (3.20)
jest spelniony, funkcja autokorelacji wielowymiarowego stacjonarnego procesu autoregresyjnego
przyjmuje postac:

Ely(t)y” (t - 7)] = R(r) = R"(-7).

R(7) mozna przedstawié¢ w postaci macierzowej (2.22).

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, funkcja autokorelacji wielowymiarowego procesu
AR(n) spelnia zaleznosé:

R(r) = Z A R(T —1). (3.21)

Rekurencyjna zaleznosé (3.21) pozwala obliczyé R(7) dla 7 > n, przy warunkach poczatkowych
R(0),...,R(n) [40].

Macierze wspétczynnikéw autoregresji Ay ,,..., A, , oraz macierz kowariancji szumu tworza-
cego p,, sa ze soba powigzane za pomoca wielowymiarowych réwnan Yule-Walkera:

R(O) R(1) ... R@)
RT(1) R(0) ... Rn-1)

M, —A, ... —A,]| RT@ R . R=2) | _p 0 ... 0, (322
RT) R7(n—1) ... R

gdzie R(0),R(1),...,R(n — 1),R(n) sa macierzami wspélczynnikéw autokorelacji. Rdéwnanie
(3.22) dla wspélczynnikéw By ,,, ..., B, , przyjmuje postaé:

R(O) R() ... R(n)
R7(1) R(0) ... Rn—1)

[-B.n ... —Bi, L] R”(2) R”T(1) ... R(n-2) =00 ... o,
RT(n) R'(n—1) ... R(0)

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, widmowa gesto$¢ mocy wielowymiarowego pro-
cesu autoregresyjnego rzedu n moze by¢ zapisana w postaci macierzowej (2.25)

S(w) =A™ e ], AT [e], (3.23)

gdzie Ale=7] jest reprezentacja wielkoéci (3.19) w dziedzinie czestotliwoéci. Wielkosé (3.23) moze
zostaé réwniez przedstawiona przy uzyciu macierzy wspotczynnikéw autoregresji By p,..., By pn:

)

S(w) =B e 7*]o,B T [e’v].

3.2.3 Roéwnowazne reprezentacje wielowymiarowego procesu autoregre-
syjnego

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowych proceséw AR, kazdy wielowymiarowy proces
autoregresyjny rzedu n moze by¢ zdefiniowany za pomoca trzech alternatywnych reprezentacji.
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Pierwsza z nich stanowi zestaw macierzy wspotczynnikéw autoregresji oraz macierz kowariancji
szumu tworzacego:

Prn={pp:A1n, - Ann}
lub réwnowaznie:
Pr={0n,Bin,...,Bun}
Druga to sekwencja macierzy wspotczynnikéw autokorelacji:
R, ={R(0),R(1),...,R(n)}.

Obok reprezentacji P,,, P, oraz R, wielowymiarowy stacjonarny proces AR(n) moze by¢ scha-
rakteryzowany za pomoca zestawu macierzy wspélczynnikéw:

Qn == {R(O), I(l7 e ,I{n}7
gdzie R(0) jest macierza kowariancji sygnalu y(¢):

R(0) = E[y(t)y”" (1)),

a wielkosci Ky, ..., K,, majace sens unormowanych czastkowych macierzy wspolczynnikow auto-
korelacji sygnatu y(t), nazywane sa macierzami unormowanych wspétczynnikéw odbicia. Wielo-
wymiarowy model autoregresyjny jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy macierze wspolczynnikow
odbicia spelniaja warunek:

Smax [Ki] < 1, 1=1,...,n, (3.24)

gdzie spmax(X) oznacza maksymalna warto$é osobliwg macierzy X, tj. maksymalna wartos¢ wlasna
macierzy XX”. Reprezentacje P,, P}, Q, oraz R, sa réwnoznaczne w tym sensie, ze majac dany
jeden zestaw parametréw, mozna obliczyé pozostale dwa stosujac przeksztalcenia (3.11).

Przeksztalcenia U [R,,] oraz V™! [R,] moga zosta¢ zrealizowane poprzez rozwiazanie réwnan
Yule-Walkera dla sygnatu wielowymiarowego. Réwnania (3.22) moga zostaé rozwiazane za pomoca
algorytmu Whittle’a-Wigginsa-Robinsona (WWR), ktéry stanowi wielowymiarowe rozszerzenie al-
gorymu Levinsona-Durbina [40]:

fori=1,...,ndo

_1
Ki=p; 3 Viio;
i—1

U; =R(i) - ZAj,i—lR(i —7)

T
2
1

i=1
Vi = UZU:jl

W, = U;TFP;—11

A=V,

B _w, (3.25)

forj=1,...,i—1do
Aji=Aji1—ViBiji
Bji=Bji-1—WiA;_;i1

end

pi = pi1 — ViU

o;=0i-1— W;U;

end
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z warunkami poczatkowymi p, = o9 = R(0) oraz Vo = R(1). Pierwiastek kwadratowy z macierzy
X zdefiniowany jest jako dowolna macierz kwadratowa spelniajaca warunek:

X3 [X%}T - X.

Dodatkowo, stosowana jest notacja:

X7 = (x2)7,
X7 = (X7)71,
X7 = (X7)!

Przeksztalcenia V' [Q,,] oraz W1 [Q,,] moga zostaé zrealizowane za pomoca wielowymiarowego
rozszerzenia algorytmu (3.14):

fori=1,...,ndo

1
_ 3
Vi=p Ko, 3

[N

1 T _1
W,=0/,K;p;, 3
A, =V;
B, =W,
forj=1,...,i—1do
A=A, 1 —V:Bi_ji
Bji=Bji1—W;A;_j;1
end
1 1 T 1
pz? = ngfl{]:m - KZKZ }2
1 T 1
=07 {In - K; K;}?

(3.26)

S ol

o
R(i) =Y A;;R(i—j)
j=1
end

1 1
z warunkami poczatkowymi pj = o = Rz (0).
Aby wielowymiarowy stacjonarny proces autoregresyjny rzedu n moégl zostaé scharakteryzo-
wany za pomoca reprezenacji P, Py, Q, oraz R,, musza by¢ spelnione ponizsze, réwnowazne
warunki [18]:

o Wielomian charakterystyczny (3.18) spelnia warunek stabilnosei (3.20).
o Macierze wspélezynnikéw odbicia Ky, ..., K, speklniaja warunek stabilnosci (3.24).

e Dla kazdego n > 0 macierz

R(0) R(1) R(n)
R7(1) R(0) R(n—1)
RT(2) RT(1) R(n—2)
R7(n) R7(n—1) R(0)

jest dodatnio okreslona.
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3.3 Zwigzek pomiedzy modelem autoregresyjnym a metoda
maksymalnej entropii

Metoda obliczania widmowe]j gesto$ci mocy na podstawie znajomosci wspélczynnikow auto-
korelacji (2.17) zaklada, ze znane sa wszystkie elementy nieskoniczonej sekwencji r(0),7(1).... Z
oczywistych powodéw taka sytuacja nie ma miejsca w praktyce. Jezeli skoniczona liczba wspotezyn-
nikéw autokorelacji 7(0),...,7(n) jest znana, istnieje nieskoniczenie wiele mozliwych ekstrapolacji
wspolezynnikéw r(n + 1), 7(n + 2) ..., czemu odpowiada nieskoniczenie wiele mozliwych charakte-
rystyk widmowych S(w).

Problem okreslenia ksztaltu widmowej gestosci mocy sprowadza sie wiec do odpowiedniego
wyboru ekstrapolowanych wspélczynnikéw tak, aby zagwarantowaé dodatnia okreslonosé funkcji
autokorelacji. W pracy [6] postulowano, ze wspdlczynniki r(n + 1), r(n 4+ 2), ... powinny zostaé
dobrane sg w taki sposéb, aby zmaksymalizowaé¢ entropie szeregu czasowego scharakteryzowa-
nego przez otrzymana w wyniku takiego rozszerzenia sekwencje wspotczynnikéw autokorelacji. W
takich okolicznosciach, wartosci szeregu czasowego beda maksymalnie nieprzewidywalne sposréd
wszystkich szeregéw czasowych okreslonych przez znane wartoéci wspolczynnikéw autokorelacji dla
przesuni¢é od 0 do n [18].

Wskaznik entropii dla proceséw losowych o rozkladzie normalnym jest proporcjonalny do

/ " IS () oo, (3.27)

—T

gdzie Syem(w) jest widmowa gestoscia mocy. Wielkosé Symm(w) moze zostaé obliczona jako
argument, dla ktérego formuta (3.27) przyjmuje warto$é maksymalna, przy czym spelniony jest
warunek:

s

Syem (w)e?“Fdw = r(k), (3.28)

—T

dla 0 < k < n. Rozwigzanie problemu mozna znalez¢ stosujac np. metode mnoznikéw Lagrange’a.
Wtedy widmowa gestos$é mocy przyjmuje taka sama postaé jak (3.9), tj.

Pn
= — 2
S(w) |1 — Z?:l ai,neijwl‘Q (3 9)

W pracy [6] pokazano, ze procesem, ktéry maksymalizuje entropie jest proces autoregresyjny,
tzn. ekstrapolowane wspotczynniki autokorelacji dla przesunie¢ wigkszych od n sg ze soba powia-
zane zalezno$ciami opisanymi przez réwnania Yule-Walkera (3.12).

Dla wielowymiarowych proceséw losowych formula (3.27) oraz warunek (3.28) przyjmuja po-
staci odpowiednio:

/Tr Indet [SMEM(w)] dw

—T

oraz

/ Snem (w)e?“Fdw = R(k),

—Tr
gdzie Syem(w) jest widmowa gestoscia mocy, a macierze R(k), 0 < k < n, sa macierzami wspo6l-
czynnikéw autokorelacji wielowymiarowego procesu stochastycznego [6].
Najwieksza zaleta metody maksymalnej entropii jest mozliwosé wyznaczenia widmowej gestosci

mocy na podstawie znajomos$ci skoniczonej liczby wspélczynnikéw autokorelacji, dzieki czemu moze
by¢ ona stosowana w praktycznych rozwigzaniach.
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Metody estymacji widmowej
gestoSci mocy stacjonarnych
procesow stochastycznych

Wprowadzenie

Zgodnie z twierdzeniem Wienera-Chinczyna (2.17) widmowa gesto$é mocy stacjonarnego w
szerszym sensie procesu stochastycznego jest zdefiniowana jako transformata Fouriera jego funkcji
autokorelacji. Wynika stad, iz teoretycznie, problem estymacji widmowej gestosci mocy sprowadza
sie do estymacji nieskonczonej sekwencji wspétczynnikéw autokorelacji, do czego z kolei niezbedna
jest znajomosé wszystkich wartosci sygnatu o nieskoniczonym czasie trwania. W praktyce nie dys-
ponujemy taka informacja. Zwykle dokonuje sie oszacowania widmowej gestoéci mocy na podstawie
znajomosci segmentu danych pomiarowych o skoniczonej dlugosci.

Zasadniczo, metody estymacji widmowej gestosci mocy dziela sie na dwie grupy: metody niepa-
rametryczne (klasyczne) oraz metody parametryczne. Metody klasyczne polegaja na oszacowaniu
widmowej gestosci mocy bazujac bezposrednio na dostepnych wartosciach sygnatu. Opieraja sie
one na obliczaniu transformaty Fouriera. W przeciwienstwie do estymacji parametrycznej, podej-
Scie klasyczne nie zaklada z géry struktury modelowanego procesu.

W metodach parametrycznych, na podstawie danych pomiarowych budowany jest model, ktéry
dostarcza informacji o charakterystyce badanego sygnalu. Oznacza to, ze problem estymacji wid-
mowej gestosci mocy sprowadza sie do wyznaczenia oszacowan parametréw charakteryzujacych
zatozony model. Jezeli model jest adekwatny, to metody parametryczne pozwalaja uzyskaé¢ wy-
sokiej jakosci oszacowania. Jezeli natomiast zalozona struktura procesu jest nieprawidlowa, to
stosowanie metod parametrycznych moze prowadzi¢ do otrzymania blednych oszacowan. Przykta-
dowo, jezeli rzeczywista widmowa gestos¢ mocy danego procesu zawiera okreslong liczbe szczytow
rezonansowych, a zalozony model pozwala na wystepowanie ich dwukrotnie mniejszej liczby, to uzy-
skane oszacowanie widmowej gesto$ci mocy bedzie niekompletne, tzn. oszacowanie bedzie zawierato
maksymalnie taka liczbe szczytéw rezonansowych, na jaka pozwala model. Metody parametryczne
cechuje wieksza dokladnos¢ estymacji oraz wieksza rozdzielczos¢ w poréwnaniu do metod niepa-
rametrycznych zwlaszcza w przypadku, gdy liczba analizowanych danych jest mata. Poza tym,
liczba parametréw potrzebnych do wyznaczenia widma jest zdecydowanie mniejsza niz w ujeciu
klasycznym [42].
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4.1 Estymatory widmowej gestosci mocy - podstawowe in-
formacje

Jedna z miar efektywnosci estymatora jest blad sredniokwadratowy (ang. Mean Squared Error).
Niech S(w) oznacza oszacowanie wartosci S(w). Z definicji blad $redniokwadratowy estymatora
S(w) wyraza sie wzorem:

MSE [§(w)} —E [(§(w) ~Sw))?]. (4.1)

Im mniejsza jest warto$¢ bledu sredniokwadratowego, tym estymator daje doktadniejsze oszacowa-
nia rzeczywistych parametréw. Jezeli wraz ze wzrostem liczby dostepnych danych blad sredniokwa-
dratowy estymatora dazy do zera w okreslonym sensie probabilistycznym (z prawdopodobienstwem
1 lub $rednio z kwadratem):

lim MSE [§(w)} —0,

N—o0

to estymator jest nazywany zgodnym. Stosujac oznaczenie:
Sw)=E [?(w)}
oraz dokonujac prostych przeksztalcen formuly (4.1) mozna otrzymac:
MSE [$(w)] = E [[5(w) = 8(w) + 5(w) — S(w)] 1

=E ::§(w) - S(w)}2 +2 {§(w) - S(w)} {S'(w) - S(w)} + [S(w) B S(w)r}

—E ::§(w) . S(w)} 2] YE [2 [§(w) - S(w)] [S
jako, ze wielkoé¢ S(w) — S(w) nie ma charakteru losowego otrzymujemy:

MSE [()] = B |[$) - 5] | + 28 [8(0) - )] [56) - 5] +

— 5 [[8) - 5] | +2[56) - 56)] [5) - 5] + [5(6) - 5] "

co w rezultacie daje:

gdzie wielkosé:
~ ~ _ 2
var [S(w)} =E HS(w) - S(w)] ] (4.3)
jest wariancja estymatora S (w), natomiast wielkos¢:
B [?(w)} —5w) - SW)=E [?(w) - S(w)} (4.4)
nazywana jest jego obciazeniem. Estymator jest nieobciazony, jezeli warto$¢ obciazenia jest réwna
zero. Jezeli obciazenie przyjmuje wartosci rozne od zera, wtedy estymator jest nazywany obciazo-

nym. Formula (4.2) pokazuje, ze dokladno$é estymatora zalezy tylko i wylacznie od jego wariancji
oraz obcigzenia.
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Wskaznik jakosci Q [:S'\ (w)] estymatora S(w) jest definiowany jako [18]:
var [§ (w)}

o~ 2 '
[E [S(W)H

Wskaznik jakosci Q {g (w)} opisuje w rzeczywistosci odwrotnoéé¢ stosunku sygnatu do szumu SNR,

Q[Sw)] =

(ang. Signal-to-Noise Ratio), ktéry odnosi sie bezposrednio do jakosci oszacowania ksztaltu wid-
mowej gestosci mocy. Jezeli Q [:5‘\ (w)} przyjmuje warto$ci duzo mniejsze niz 1, wtedy oszacowania
widma cechuja sie gtadkim ksztaltem o niewielkich fluktuacjach (malej wariancji). Z kolei wartosci
wskaznika jakosdci duzo wieksze od jednoéci Swiadcza o niskiej jakosci estymaty, o duzej wariancji.

Obok wariancji, obciazenia i wskaznika jakosci, istotnym parametrem estymatoréw widmo-
wej gestosci mocy jest rozdzielczosé. Rozdzielczosé estymatora to wielko$¢é mowiaca o tym, jaka
jest najmniejsza warto$¢ réznicy czestotliwosci, dla ktérej cechy widma moga by¢ wiarygodnie
odtworzone przez estymator. Przykladowo, jezeli rozdzielczo$é danego estymatora S(w) wynosi
Aw [§ (w)] = 0.1 rad/sa, a widmo rzeczywiste zawiera dwa szczyty rezonansowe na czestotliwo-

Sciach odpowiednio w = 1.5 rad/sa oraz w = 1.55 rad/sa, to estymator nie bedzie w stanie dobrze
estymowaé ich ksztaltu - w miejsce dwoch szczytéw rezonansowych pojawi sie jeden.

Stosowanie metod parametrycznych nie zwalnia z koniecznoéci znajdowania kompromiséw. O
ile rozdzielczos¢ estymatoréw w podejsciu parametrycznym jest zwykle bardzo duza, a wariancja
widma estymowanego niewielka, nalezy znalez¢ kompromis pomiedzy zlozonoscia modelu (liczba
parametréw), a precyzja odwzorowania estymowanej charakterystyki. Przykladowo, jezeli widmo
rzeczywiste zawiera szczyty rezonansowe o matlej wysokosci, rozszerzenie modelu o dodatkowe
parametry moze spowodowaé znaczny wzrost zlozonosci obliczeniowej procesu estymacji, przy nie-
wielkim zysku doktadnosci oszacowania.

4.1.1 Miary oceny dokladno$ci oszacowania widma

Miara oceny doktadno$ci oszacowania widmowej gestosci mocy jest wielkos¢, ktora reprezentuje
stopien podobienstwa pomiedzy rzeczywista, a estymowang widmowa gestoscia mocy. Miara ta
przyjmuje nieujemne wartosci, ktére sg adekwatne do stopnia znieksztalcenia, tj. dla oszacowan
wysokiej jakoSci miara przyjmuje niewielkie, a dla duzych znieksztalceni - duze wartosci [17]. Do
czesto stosowanych miar zalicza si¢ $redniokwadratows miare logarytmiczna oraz miare Itakury-
Saito.

Sredniokwadratowa miara logarytmiczna

Sredniokwadratowa miara logarytmiczna (ang. Mean-Squared Log measure) dana jest wzorem:

dvs, = E {2177 /7r [lnS(w) - lng(w)}2 dw}

2
el L [ ws@]
- 2w/w[ §(w)] !

Mozna dostrzec podobienstwo pomiedzy postacia $redniokwadratowej miary logarytmicznej,
a zaleznoScia opisujaca mechanizm reakcji ludzkich zmystéw (np. stuchu) na bodZce zewnetrzne.
Zgodnie z prawem Webera-Fechnera [44] intensywno$é wrazenia (reakeji na bodziec) jest propor-
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cjonalna do wzglednej zmiany wielkoéci bodzca. Zaleznos$é ta moze by¢ zapisana w postaci:
| b

=cln—

p by’

gdzie p jest miarg intensywnosci bodzca, b jest wielkoScia bodZca, by jest wielkoscia referencyjna
bodzca, a ¢ pewna stala wartoscia.

Wersja dysy, dla sygnatow wielowymiarowych jest zdefiniowana jako:

dust, = F {;ﬁ / i [In(dets () - 1n(det§(w))]2dw}

2
_pl L / detS@ g,
2r J | detS(w)
Miara Itakury-Saito

Miara Itakury-Saito (ang. Itakura-Saito distortion) wyraza sie wzorem [17]:

N RN E N
dis = E 27r/4 [§(w) 1§(w) 11d . (4.5)

Rozszerzona wersja dig dla sygnalow wielowymiarowych nazywana jest miara wzglednej entropii
(ang. Relative Entropy Rate) [15] i wyrazona jest za pomoca formuly:

T J—x

1 " ~ ~ ~
drpr = B {4 / {tr [(S(w) - S(w))s—l(w)} “In [det(s<w)s—1(w))H dw} . (4.6)
W pracy [17] pokazano, stosujac rozwiniecie w szereg:
1
u=e" l—Hnu—l—i(lnu)Q—i—...,

ze w przypadku jednowymiarowym miara Itakury-Saito jest proporcjonalna do sredniokwadratowej
miary logarytmicznej:

1
dis = ngSL

4.2 Estymacja wspoélczynnikéw autokorelacji

Oszacowanie wspOlczynnikéw autokorelacji stanowi podstawe estymacji widmowej gestosci mocy
procesow stochastycznych, zaréwno przy wykorzystaniu podejécia klasycznego jak i niektorych me-
tod parametrycznych.

Niech sygnal y(t) bedzie realizacja ergodycznego, stacjonarnego w szerszym sensie procesu
stochastycznego. Zakladajac, ze wartosci y(t) znane sa dla chwil czasut = 1,..., N, wspdlczynniki
autokorelacji sygnaltu y(t) moga by¢ oszacowane za pomoca estymatora:

1 N
() =+ D_u®yt—7). (4.7)
t=1

Oszacowanie funkeji autokorelacji (4.7) moze by¢ przedstawione w postaci:
. 1 «—
)=+ > yOwty(t —T)w(t — 1), (4.8)

t=—o0
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gdzie w(t) sa wspo6lczynnikami okna prostokatnego:

|1 jezeli 1<t<N
w(t) = { 0 jeseli t<llubt>N (4.9)
Po obliczeniu wartosci oczekiwanej wyrazenia (4.8) otrzymuje sie:
N 1 &
E [f(1)] = v > E[y®yt— )] wt)w(t —7)
t=—00
~ L S wiw - (4.10)
N t=—o0
= (),
gdzie wielko$é
ro(T) = Y w(t)w(t—7)
t=—00
jest funkcja autokorelacji okna (4.9) i przyjmuje wartosci:
[ N—|7| jezeli |7|<N -1
rw(T) = { 0 eseli || >N—1 (4.11)

Funkcja (4.11) jest nazywana oknem Bartletta. Podstawiajac wielko$é (4.11) do formuty (4.10)
otrzymuje sie:

N-7|
r

E ()] = ~-r(7) jezeli || <N -1 . 419
[7(r)] { 0 jezeli |r| >N —1 (4.12)

Wyrazenie (4.12) pokazuje, ze estymator (4.7) jest estymatorem obciazonym. Niemniej jednak,
jest on asymptotycznie nieobciazony, gdyz:

lim E [F(1)] =r(7).

N—oc0
Wartosé funkcji autokorelacji sygnalu moze by¢ réwniez oszacowana za pomoca estymatora:

N

") =5 > yyt—7). (4.13)

Postepujac analogicznie jak w przypadku estymatora obciazonego mozna pokazaé, ze estymator
(4.13) jest estymatorem nieobciazonym. Dla malych wartosci 7 oba estymatory daja zblizone
wartosci. Niemniej jednak, dla duzych wartosci przesuniecia 7, w przypadku zastosowania estyma-
tora nieobcigzonego $redniokwadratowy blad estymacji wspoélezynnikéw autokorelacji 7(7) moze
przyjmowa¢ duze wartodci, co nie ma miejsca przy zastosowaniu estymatora obciazonego. Wynika
z tego, ze wraz ze wzrostem przesuniecia 7, estymator obciazony daje doktadniejsze oszacowa-
nia 7(7) niz estymator nieobciazony. Kolejna istotna zaleta estymatora obciazonego jest fakt, iz
gwarantuje on dodatnia okreslono$¢ macierzy ztozonej z oszacowan wspotczynnikéw autokorelacji
(3.15). Takiej gwarancji nie daje estymator nieobciazony. Wladciwos$é ta ma szczegdlne znaczenie
w zastosowaniach, w ktérych brak dodatniej okreslonosci funkcji autokorelacji moze prowadzi¢ do
otrzymania ujemnych oszacowan widmowej gestoéci mocy. Wymienione cechy estymatora obciazo-
nego sprawiaja, ze jest on znacznie czedciej stosowany w praktycznych aplikacjach, niz estymator
nieobcigzony.
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Wariant wielowymiarowy

Postaé estymatoréw (4.7) i (4.13) moze zostaé rozszerzona dla sygnaléw wielowymiarowych.
Jezeli sygnal y(t) o dlugosci N jest realizacja ergodycznego, stacjonarnego w szerszym sensie wie-
lowymiarowego procesu stochastycznego, to oszacowania macierzy wspotczynnikéw autokorelacji
moga zostaé wyznaczone za pomoca estymatora obciazonego:

N
~ 1
R(r) =+ > oyy (-7, (4.14)
t=1
lub estymatora nieobciazonego:
1 N
S T,
R(7) = t;Hy(t)y (t—7). (4.15)

4.3 Okna czasowe i ich wplyw na wyniki estymacji

Istotnym elementem metod estymacji widmowej gestosci mocy sa okna czasowe. Oknem cza-
sowym nazywana jest sekwencja wspoélezynnikéw (funkcja) o skoriczonej dlugosdci. Zwykle okna
czasowe sa symetryczne, a ich wspolczynniki przyjmuja wartoéci w przedziale od 0 do 1. Dla okien,
ktorych dhugosé jest liczba nieparzysta, o$ symetrii wyznacza $rodkowy wspélczynnik okna. Dla
okien, ktérych dhugosé jest liczba parzysta, os symetrii znajduje sie pomiedzy dwoma centralnymi
wspoélczynnikami okna.

Okienkowaniem okreslane jest zwykle mnozenie wartosci sygnatu przez wspolczynniki okna.
Jezeli dany jest sygnal y(t), t = 1,..., N oraz funkcja okna w(t), to sygnal poddany okienkowaniu
dany jest wzorem:

Yu(t) = w(t)y(t).
Poniewaz mnozeniu w dziedzinie czasu odpowiada splot w dziedzinie czestotliwoéci, to:
Y (w) = W(w) Y (w),

gdzie Y (w), Yy, (w) sa transformatami Fouriera sygnaléw y(t) oraz y.,(t), a W(w) jest transformata
Fouriera funkcji okna w(t). Operator ,*” oznacza operacje splotu. Splot dwéch funkcji f(t) oraz
g(t) jest zdefiniowany jako:

et = 3 Fiet =)= > f(t—0)a0)

i=—00 i=—00

Okienkowaniu moga by¢ réwniez poddane wspélczynniki autokorelacji. Efektem wazenia pro-
bek sygnalu jest redukcja obciazenia estymatora. Gdy wspoélczynniki okna sa mnozone przez
wspotezynniki autokorelacji redukowana jest wariancja estymatora.

Funkcja okna w dziedzinie czestotliwosci W (w) jest zazwyczaj charakteryzowana przez dwa
parametry:

o szerokos¢ listka gltownego,

o maksymalng wysokosé listkéw bocznych.

Szerokos¢ listka gléwnego jest to taka warto$é czestotliwosci, dla ktérej wysokosé listka gléwnego
maleje o 3 dB w stosunku do jego wysokosci maksymalnej. Wielko$é ta ma bezposredni wplyw
na rozdzielczo$é estymatora widmowej gestosci mocy. Im mniejsza szerokosé listka gtéwnego, tym
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wigksza rozdzielczo$¢ w dziedzinie czestotliwosci. Niezaleznie jednak od ksztaltu okna, zwickszenie
liczby danych pomiarowych zawsze powoduje poprawe rozdzielczosci. Maksymalna wysoko$¢ list-
kéw bocznych zwiazana jest z tzw. przeciekiem widma. Przeciek widma jest efektem objawiajacym
sie przenikaniem mocy sygnalu z pasm czestotliwoéci o wiekszej mocy do pasm, gdzie moc sygnaltu
jest niewielka badz zerowa. Efekt przecieku widma zostal przedstawiony na rysunku 4.2, gdzie jako
przyktad wykorzystano okno prostokatne. Im mniejsza warto$¢ maksymalnej wysokosci listkdw
bocznych, tym mniejszy stopien przecieku widma. Nie jest mozliwe zmniejszenie szerokosci listka
gléwnego przy jednoczesnej redukcji maksymalnej wysokoéci listkow bocznych. Poprawa jednego
parametru zawsze wiaze sie z pogorszeniem drugiego. Dokonujac wyboru ksztaltu okna, nalezy
zatem znalez¢ kompromis pomiedzy rozdzielczoscia, a poziomem tlumienia przecieku widma. Na
rysunku 4.3 przedstawiono ksztalty typowych okien czasowych stosowanych w praktyce wraz z ich
charakterystykami czestotliwosciowymi. W tabeli 4.1 zestawiono wartosci ich parametrow.

OB g ——————————————————

Thumienie listkow bocznych

o

Wi

Szerokost listka giownego)

Listek glowny Listek boczny

Rysunek 4.1: Charakterystyka czestotliwo$ciowa przykladowego okna z zaznaczonymi parametrami
charakteryzujacymi okno.

= 3
0 =
w 0 wo
t w
(a) (b)
s 3
\-/S 0 \_/3
s =
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t w
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Rysunek 4.2: Tlustracja efektu przecieku widma na po zastosowaniu okna prostokatnego na sygnale
sinusoidalnym o pulsacji wg. (a) Oryginalny sygnal sinusoidalny. (b) Charakterystyka amplitudowa
sygnalu oryginalnego. (c¢) Sygnal okienkowany za pomoca okna prostokatnego. (d) Charaktery-
styka amplitudowa po zastosowaniu okna prostokatnego.
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Rysunek 4.3: Przyktadowe funkcje okien o dtugoéci N = 51, przedstawione zaréwno w dziedzinie
czasu jak i czestotliwodci. (a-b) Prostokatne. (c-d) Bartletta. (e-f) Hamminga. (g-h) Hanninga.
(i-j) Blackmana. (k-1) Nuttalla. (m-n) Gaussa. (o-p) Czebyszewa.
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Szerokosé listka Tlumienie
Okno gléwnego listkéw bocznych

[rad/sa] [dB]
Prostokatne L8 -13
Bartletta 251 -26
Hamminga 281 -42
Hanninga % -31
Blackmana % -59
Nuttalla 31 -92
Gaussa G -44
Crzebyszewa (8 = 60) S -60

Tablica 4.1: Parametry przyktadowych okien o dtugosci N.

Okno prostokatne cechuje niewielka szerokosé¢ listka giéwnego. Jest ona najmniejsza co do
wartosci spoérdéd okien zestawionych w tabeli 4.1. Z drugiej strony okno prostokatne posiada
najmniejsza warto$¢ tlumienia listkow bocznych. Okno Bartletta ma dwukrotnie szerszy listek
glowny niz okno prostokatne o tej samej dlugosci, ale znacznie lepiej redukuje efekt przecieku
widma. Tlumienie listkéw bocznych dla tego okna przyjmuje wartosé -26 dB. Szerokosci listkéw
gtéwnych okna Hamminga i okna Bartletta maja w przyblizeniu ta sama wartosé, przy czym okno
Hamminga posiada duzo mniejsza maksymalna wysokosé listkow bocznych. Okno Hanninga ma
ksztalt zblizony do ksztaltu okna Hamminga lecz cechuje sie gorszymi warto$ciami parametrow.
Szerokos¢ listka gtownego okna Blackmana jest wieksza niz okien Hamminga i Hanninga lecz okno
to lepiej redukuje efekt przecieku widma. Okna Nuttalla i Gaussa maja podobny ksztalt, jednak
okno Nuttalla posiada znacznie nizszy poziom tlumienia listkow bocznych. Okno Czebyszewa
cechuje identyczna wysoko$é¢ wszystkich listkow bocznych. Parametr 5 stuzy do okreslania poziomu
ttumienia listkow bocznych.

4.4 Metody nieparametryczne

W zastosowaniach nieparametrycznych metod estymacji widmowej gestosci mocy parametry
rozdzielczosci czestotliwodel Aw [§ (w)} oraz wskaznika jakoéci Q |S(w)| sa ze sobg bezposrednio
zwigzane. Niech N oznacza dlugos$é¢ segmentu danych. Jezeli jest spelniony warunek:

Aw [§ (o.))}

2T

N > 1,
wtedy przyblizony zwiazek parametrow N, Aw [3\ (w)} oraz Q [g (w)} moze by¢ opisany za pomoca
formuty [18]:
N Aw [§ (w)}
Q [S(w)} N—f 2~ 1. (4.16)

™
Zaleznosé (4.16) pokazuje, ze nie mozna jednoczesnie osiagnaé¢ duzej rozdzielczosci (malej wartosci
Aw [§ (w)}) oraz wysokiej jakosci estymaty (malej wartosci Q {S’\ (w)} ). Przykladowo, jezeli poza-
dana wariancja estymatora S (w) ma mie¢ warto$¢ réwna dziesiatej czesci jego wartosci oczekiwanej,

wtedy Q [g(w)} = 0.1, a osiagalna rozdzielczo$¢ Aw [§(w)} ~ & - 21 rad/sa. Stosowanie metod
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nieparametrycznych wiaze sie zatem ze znalezieniem kompromisu pomiedzy jakoScia oszacowania
a rozdzielczoScia estymatora [18].

Periodogram

Metoda periodogramu opiera sie na definicji widmowej gestosci mocy (2.17). Niech sygnal y(t)
bedzie realizacja ergodycznego, stacjonarnego w szerszym sensie procesu stochastycznego o wid-
mowej gestosci mocy S(w). Zakladajac, ze wartosci y(t) znane sa dla chwil czasu t = 1,..., N,
wspOlezynniki autokorelacji sygnalu y(t) moga by¢ oszacowane za pomoca estymatora obciazo-
nego (4.7). Wykorzystujac wlasno$é parzystosci funkcji autokorelacji, po obliczeniu transformaty
Fouriera otrzymuje sie formule:

Sp(w)= Y F(r)e . (4.17)

Wielkosé (4.17) bywa w literaturze nazywana korelogramem [42]. Obok formuty (4.17) perio-
dogram moze zostaé wyrazony jako funkcja wartodci sygnatu [37]:

2
N

Sp(w) = % > yte et . (4.18)
t=1

Periodogram zapewnia wysoka rozdzielczo$é¢ estymacji dla odpowiednio dtugich segmentéw da-
nych, aczkolwiek jest to estymator o niskiej jakosSci estymacji ze wzgledu na duza wariancje. Dodat-
kows wada metody jest fakt, iz zwiekszenie liczby prébek sygnalu nie redukuje wariancji oszacowa-
nia. Poza tym, warto$¢ wskaznika jakosci nie zalezy od dlugosci segmentu danych, co potwierdza
niskia jako$¢ estymacji [42]. Z drugiej strony jednak, periodogram jest estymatorem asymptotycz-
nie nieobciazonym [37] co powoduje, ze zwiekszenie liczby danych pomiarowych zmniejsza warto$é
obciazenia. Oprécz tego periodogram nie jest estymatorem zgodnym [42].

Zmodyfikowany periodogram

Zmodyfikowany periodogram jest nieparametryczna metoda estymacji widmowej gesto$ci mocy
oparta na metodzie periodogramu (4.18), w ktérej stosowane jest okno czasowe inne niz prosto-
katne. Jezeli y(t) jest stacjonarnym sygnatem losowym o dlugosci N, a w(t) funkcja okna czasowego
réznego od prostokatnego, to definicja zmodyfikowanego periodogramu wyrazona jest za pomoca
wzoru:

2

N
Su() = 5| S e ()e | | (419)
gdzie
1 N
U=+ > wi(h). (4.20)

Dla U = 1, zmodyfikowany periodogram przyjmuje identyczna postaé jak periodogram (4.18).

Podobnie jak periodogram, zmodyfikowany periodogram jest estymatorem asymptotycznie nie-
obciazonym. Ksztalt okna czasowego w(t) nie ma wplywu na warto$é¢ wariancji, stad wariancja
zmodyfikowanego periodogramu jest w przyblizeniu réwna wariancji periodogramu, co oznacza,
ze zmodyfikowany periodogram nie jest estymatorem zgodnym. Zastosowanie okna o ksztalcie
innym niz prostokatne pozwala na uzyskanie kompromisu pomiedzy rozdzielczoscia, wysokoScia
listkéw bocznych oraz efektem przecieku widma. Rozdzielczo$¢ zmodyfikowanego periodogramu
jest zwiazana z ksztaltem zastosowanego okna czasowego [37]. Przykladowe wartosci rozdzielczosci
dla réznych okien czasowych zostaly zestawione w tabeli 4.1.
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Metoda Bartletta

W celu redukcji wariancji periodogramu stosuje si¢ technike polegajaca na podziale analizo-
wanego sygnalu na segmenty o réwnej dlugosci. Nastepnie, dla kazdego segmentu obliczany jest
periodogram, a otrzymane wyniki zostaja usrednione. Opisana metoda nosi nazwe¢ metody Bar-
tletta.

Jezeli y(t) jest fragmentem realizacji stacjonarnego sygnatu losowego o dlugosci N, to moze on
zostaé podzielony na D segmentéw danych o dlugosci P kazdy (N = PD). Niech sygnal postaci:

yi(t) =y [(i —1)P +1],
t=1,...,P
i=1,...,D,

bedzie i-tym segmentem sygnatu y(t). Dla kazdego i-tego segmentu mozna wyznaczy¢ periodogram
Sy, (w). Po uérednieniu periodograméw otrzymanych dla wszystkich segmentéw y;(t) otrzymuje sie
oszacowanie widmowe]j gestosci mocy [42]:

Sp(w) = S, (). (4.21)

i=1

ol =

Estymator Bartletta jest estymatorem obciazonym. Podobnie jednak jak w przypadku perio-
dogramu, jest on takze estymatorem asymptotycznie nieobciazonym. Wariancja estymatora maleje
do zera wraz ze wzrostem liczby segmentéw D co oznacza, ze jest on estymatorem zgodnym.

7 powodu, iz przedstawiona metoda polega na oszacowaniu widmowej gesto$ci mocy na pod-
stawie znajomosci segmentéw o stalej dtugosci P, rozdzielczodé estymatora wynosi [37]:

Aw {§B(W):| = % = lefﬂ-

rad/sa. (4.22)

Wraz ze wzrostem liczby segmentéw D, maleje wariancja estymatora Sg (w). Z drugiej strony,
formuta (4.22) pokazuje, iz wraz ze wzrostem liczby segmentéw maleje (pogarsza sie) rozdzielczo$é
czestotliwodei, ktéra jest D-krotnie wieksza, niz rozdzielczosé periodogramu. Stosowanie metody
Bartletta wiaze sie wiec z odpowiednim wyborem dlugosci segmentu P lub réwnowaznie, liczby
segmentow D.

Metoda Welcha

Zmodyfikowang wersja metody Bartletta jest metoda Welcha. Modyfikacja dotyczy dwdch
aspektéw. Po pierwsze, segmenty, na ktére dzielony jest analizowany sygnal, moga na siebie
nachodzié¢. Stosowanie nachodzacych na siebie segmentéw pozwala na uzyskanie ich wiekszej liczby,
w poréwnaniu z metoda Bartletta. Dzieki temu redukowana jest wariancja estymatora. Druga
modyfikacja jest mozliwo$¢ stosowania okna innego niz prostokatne. Wazenie segmentéw sygnaltu
przed obliczeniem periodograméw powoduje redukcje obciazenia estymatora oraz zmniejsza efekt
przecieku widma kosztem rozdzielczoéci. Zalecane jest stosowanie okna Hanninga, o poziomie
nakladania segmentéw réwnym 50% [18].

Estymator Welcha jest estymatorem obcigzonym. Podobnie jednak, jak w przypadku metody
Bartletta, jest on takze estymatorem asymptotycznie nieobciazonym [37].

Analiza wariancji estymatora Welcha jest trudnym zadaniem. Niemniej jednak, mozna empi-
rycznie pokazadé, ze jej warto$¢ jest mniejsza niz wariancja estymatora Bartletta [42]. Rozdzielczo$é
estymatora Welcha jest $cisle zwiazana z ksztaltem zastosowanego okna czasowego.
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Metoda Daniella

Duza wariancja periodogramu (4.18) moze zostaé¢ zredukowana poprzez zastosowanie usred-
niania oszacowania widmowej gestoéci mocy wokél danej czestotliwosci w. Opisana metoda nosi
nazwe metody Daniella [42].

Jezeli Sp (w) jest periodogramem stacjonarnego sygnatu losowego y(t) o dlugosci N, to oszaco-
wanie widmowej gestosci mocy dla i-tej czestotliwosci przyjmuje postac:

R 1 i+D R
Sp(w) =5 ),
gdzie
2 .
wi:%ﬂ;:O,l,...,N—l, (4.23)

a D okredla liczbe punktéw wokdl czestotliwosci w;. Wartoéé N powinna byé duzo wieksza niz war-
tos¢ N, a warto$¢ D powinna byé¢ odpowiednio mala, aby rzeczywista wartos¢ widmowej gestosci
mocy mogta by¢ uznana za stala w sasiedztwie czestotliwosci w;.

Metoda Blackmana-Tukeya

Metoda Blackmana-Tukeya opiera si¢ na definicji korelogramu (4.17). Jezeli y(t) jest stacjo-
narnym sygnalem losowym o dlugosci IV, to estymator Blackmana-Tukeya przyjmuje postac:

P—1

Skt (w) = Z w(T)7(T)e 99T,

T=—(P-1)

gdzie wielkosci 7(7) sa oszacowaniami wspdlczynnikéw autokorelacji sygnatu y(t), natomiast wiel-
kosci w(7) sa wspolezynnikami okna o dlugosci P. Zastosowanie wazenia oszacowan wspélczynni-
kéw autokorelacji powoduje redukeje wariancji estymatora §BT (w) w odniesieniu do periodogramu.
Wraz ze wzrostem dlugosci okna P maleje wariancja i maleje (pogarsza si¢) rozdzielczo$é oszacowa-

nia widmowej gestosci mocy. Wartos¢ wariancji estymatora Spr(w) jest proporcjonalna do wartosci

P . . s s . ;o1 . . . s .
> & jego rozdzielczod¢ jest proporcjonalna do wartosci 5. Odpowiedni dobér wartosci parametru

P jest zatem zwiazany z kompromisem pomiedzy wariancja, a rozdzielczoscia estymatora §BT(w)
[42].

W pracy [42] pokazano, ze estymator Welcha przyjmuje forme podobna do estymatora Blackmana-
Tukeya.

4.5 Metody parametryczne

4.5.1 Proces $redniej ruchomej (MA)

Kiedy filtr formujacy (2.27) przyjmuje postaé filtru o skoriczonej odpowiedzi impulsowej:
r .
Hg ) =Clg ) =1+ cirg ™, (4.24)
i=1
to sygnal obserwowany na jego wyjéciu jest opisany za pomoca formuly:

y(t) = Z cipv(t — i) +o(t), (4.25)
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tj. warto$¢ sygnatu y(t) w chwili czasu ¢ jest wazona suma wartosci szumu tworzacego v(t) przesu-
nietych w czasie. Wagi ¢1,r,. .., ¢ sg wspdlczynnikami filtru (4.24), natomiast v(¢) jest szumem
bialym o zerowej wartoéci oczekiwanej i okreslonej wariancji p,:

E[v(t)] =0,
E[v(t)] = p,-
Proces (4.25) nazywany jest procesem S$redniej ruchomej (ang. Moving Average). Parametr r

nazywany jest rzedem procesu. Proces $redniej ruchomej rzedu r zapisuje sie w skroconej formie
jako MA(r). Na rysunku 4.4 przedstawiono schemat blokowy filtru (4.24) [18].

v(t) | . B
q q L 111

1

y(®)
Rysunek 4.4: Schemat blokowy filtru (4.24) [18].

Filtr (4.24) nie ma biegunéw, stad jest on zawsze filtrem stabilnym. Ze wzgledu na obecnosé
zer, warunkiem minimalnofazowosci filtru (4.24) jest polozenie wszystkich zer wielomianu C'(g1)
wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej.

Proces $redniej ruchomej jest wynikiem pobudzenia filtru formujacego (4.24) szumem biatym,
stad widmowa gesto$¢ mocy procesu MA(r) wyraza si¢ wzorem:

2

S(w) = ‘C’(e_j“’)‘2 pr=|1+ ZT: cire ¥ pp. (4.26)
i=1

Oszacowanie widmowej gestosci mocy procesu $éredniej ruchomej moze zosta¢ wyznaczone za
pomocy formuly (4.26) po zastapieniu wielkosci p, oraz ¢; , ich oszacowaniami:

2

Sw) =1+ Ce | b,
=1

Przyktadowe metody estymacji parametréow procesu $redniej ruchomej zostaly przedstawione m.
in. w pracy [13].

Rysunek 4.5 (a) przedstawia przykladowa postaé¢ widmowej gestosci mocy procesu MA(4).
Charakterystyki widmowe proceséw $redniej ruchomej sg bogate w doliny antyrezonansowe, stad
modele te sa czesto stosowane do analizy proceséw o widmie bogatym w takie sktadowe.
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Rysunek 4.5: Przyblizony zwiazek pomiedzy (b) polozeniem zer filtru formujacego (4.24) na plasz-
czyZnie zespolonej oraz (a) ksztaltem widmowej gestosci mocy procesu éredniej ruchomej.

Ksztalt widma procesu MA(r) jest bezposrednio zwigzany z polozeniem zer filtru formujacego

Clqg™1):

« Kazda para zer zespolonych sprzezonych ¢; = r;e/% | ¢f = r;e”7% moze generowaé jedna
doline antyrezonansows,.

o Pulsacja, dla ktérej wystepuje dolina antyrezonansowa jest w przyblizeniu réwna argumen-
towi danego bieguna.

o Glebokos¢ wzgledna doliny antyrezonansowej jest odwrotnie proporcjonalna do odleglosci
zera od okregu jednostkowego.
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4.5.2 Proces mieszany autoregresji-Sredniej ruchomej (ARMA)

Procesem stanowiacym kombinacje procesow autoregresyjnego oraz $redniej ruchomej jest pro-
ces ARMA (ang. AutoRegressive Moving Average), nazywany modelem mieszanym autoregresji-
Sredniej ruchomej. Jest on opisany za pomoca formuty:

y(t) = Z a; ny(t —1i) + Z cirv(t —1) + v(t), (4.27)

tj. warto$é sygnalu y(¢t) w chwili czasu t jest wazona suma wartoéci sygnatu y(t) przesunietych
w czasie, powiekszonych o wazona sume wartosci szumu tworzacego v(t) przesunietych w czasie.
Szum tworzacy v(t) ma zerowa wartos¢ oczekiwana i dana wariancje pn . Wagl a1 n,. .., 0nn S
wspoélczynnikami autoregresji, natomiast wagi ¢; , ..., ¢, s wspétczynnikami Sredniej ruchomej.
Jezeli wszystkie wspo6lezynniki autoregresji sa réwne zero, to proces (4.27) przyjmuje postaé procesu
$redniej ruchomej. Dla wartosci wspétezynnikéw cq ., ..., ¢, réwnych zero proces (4.27) jest
procesem autoregresyjnym. Modelowi ARMA (n,r) odpowiada filtr formujacy postaci:

H(qil) — C(qil) —_ 1 + E::l ciﬁq_i
A(q_l) ]- - Z?:l ai,nqii ’

Ze wzgledu na obecnos¢ biegunéw w transmitancji, warunkiem koniecznym i wystarczajacym sta-
bilnoéci filtru (4.28) jest polozenie wszystkich jego biegunéw tj. wszystkich zer wielomianu A(g~?!)
wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej. Ze wzgledu na obecnosé¢ zer, warun-
kiem minimalnofazowosci filtru (4.28) jest polozenie wszystkich zer wielomianu C(¢~1) wewnatrz
okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej. Na rysunku 4.6 przedstawiony jest schemat
blokowy filtru formujacego (4.28):

(4.28)

V(D) [

1

1

[yl

Q' —— ¢’

Rysunek 4.6: Schemat blokowy filtru (4.28) [18].

Proces mieszany autoregresji-Sredniej ruchomej jest wynikiem pobudzenia filtru formujacego
(4.28) szumem bialym, stad widmowa gestos¢é mocy procesu ARMA (n,r) wyrazona jest za pomoca
WZOTU:

2

S

2
2pnr - ‘
[Ale=) "

1+ 300y cope
| ! 5 P (4.29)

_ n . —jwi
|1 > i1 Gine ™ |

S(w) =
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Oszacowanie widmowej gestosci mocy procesu mieszanego autoregresji-Sredniej ruchomej moze
zostaé wyznaczone za pomoca formuly (4.29) po zastapieniu wielkosci py, r, a;p 0Oraz ¢; , ich osza-
cowaniami:

1 T - —jwi 2
S ’ +> . Cire |

S(w)

~

—— 2 Pn,r-
’1 - i ai,ne_]mf
Przyktadowe metody estymacji parametréw procesu mieszanego autoregresji-éredniej ruchomej zo-
staly przedstawione m. in. w pracy [13].

Rysunek 4.7 (a) przedstawia przyktadowa postaé widmowej gestosci mocy procesu ARMA(4, 4).
Charakterystyki widmowe proceséw mieszanych autoregresji-Sredniej ruchomej sa bogate zaréwno
w szczyty rezonansowe jak i doliny antyrezonansowe.

S(w)

Rysunek 4.7: Przyblizony zwiazek pomiedzy (b) polozeniem zer i biegunéw filtru formujacego
(4.28) na plaszczyZnie zespolonej oraz (a) ksztaltem widmowej gestodci mocy procesu mieszanego
autoregresji-Sredniej ruchomej.
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Dysponujac jednym z modeli AR, MA lub ARMA o skoniczonej liczbie wspélezynnikdéw, mozemy
otrzymac pozostale dwa modele. Proces ARMA lub AR o skoniczonym rzedzie moze zostaé¢ przed-
stawiony za pomocg modelu éredniej ruchomej o nieskonczonym rzedzie. Z kolei proces ARMA
lub MA o skoniczonym rzedzie moze zostaé¢ przedstawiony za pomocg modelu autoregresyjnego o
nieskonczonym rzedzie. Wladciwosci te pozwalaja na uproszczenie identyfikacji parametréow tych
modeli. Przykladowo, estymacja parametréw procesu MA moze zostaé przeprowadzona dwueta-
powo. W pierwszym etapie mozna wykorzystaé¢ algorytm estymacji parametréw AR, a nastepnie
dokonaé¢ konwersji parametrow autoregresji na parametry sredniej ruchomej. Oprécz tego, czesto
ksztalt estymowanej widmowej gestosci mocy moze zosta¢ odwzorowany za pomoca réznych mo-
deli. W takich sytuacjach, zgodnie z zasada oszczednosci, nalezy unikaé estymacji nadmiernych
parametréw modelu [18]. Zbyt wysoki rzad modelu moze prowadzi¢ do wystapienia w widmie es-
tymowanym dodatkowych sktadowych, ktore nie wystepuja w widmie rzeczywistym, a dodatkowo,
wraz ze wzrostem liczby estymowanych parametrow roénie zlozono$é obliczeniowa algorytmow
identyfikacji.

4.5.3 Wielowymiarowe procesy MA i ARMA

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego (4.25), mn—wymiarowy proces Sredniej ruchomej
rzedu r jest opisany za pomoca formuty:

T
y(t) = Z C,v(t—1)+v(t), (4.30)
i=1
gdzie macierze:
7,7 1,7
1 e Cim
Cir= , t=1,...,r
Cirﬂ Chtm

sa macierzami wspélezynnikéw Sredniej ruchomej o wymiarach mxm, a v(t) jest m-wymiarowym
szumem bialym o macierzy kowariancji réwnej p,.:

E[v(OvT (1)) = p

.

Model (4.30) jest minimalnofazowy, jesli wszystkie pierwiastki wielomianu:

det [C(qfl)} = det | L, + Z Cig™ (4.31)

i=1

leza wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej. Widmowa gesto$¢ mocy wielo-
wymiarowego procesu MA(r) dana jest wzorem:

S(w) =C(e™¥)p,CT (e7%). (4.32)

Oszacowanie widmowej gesto$ci mocy wielowymiarowego procesu sredniej ruchomej moze zostaé
wyznaczone za pomoca formuly (4.32) po zastapieniu macierzy p, oraz C;, ich oszacowaniami:

T

s T
/S\(W) =L, + Z éi,reijwi ﬁr L, + Z ai,rejuﬂ-
=1 =1

Podobnie jak w przypadku wielowymiarowych proceséw autoregresyjnych i éredniej ruchomej,
m-wymiarowy sygnal ARMA (n,r) przyjmuje postaé:

y() =Y Ainy(t—i)+ Y Ci,v(t—i)+v(t), (4.33)

i=1 i=1
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gdzie macierze A, , sa macierzami wspoétczynnikéw autoregresji, C; , s macierzami wspétczynni-
kéw $redniej ruchomej o wymiarach mxm, natomiast v(¢) jest m-wymiarowym szumem bialym
o macierzy kowariancji p,, .. Model (4.33) jest stabilny, gdy wszystkie pierwiastki wielomianu
det [A(q_l)] leza wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej. Model (4.33) jest
minimalnofazowy, gdy wszystkie pierwiastki wielomianu det [C (q_l)] leza wewnatrz okregu jed-
nostkowego na plaszczyznie zespolonej [18].

Widmowa gesto$é mocy wielowymiarowego procesu ARMA (n,r) dana jest wzorem:
S(w) =A™ (e7)C(e)p,, LT (M)A (). (4.34)
Oszacowanie widmowej gesto$ci mocy wielowymiarowego procesu ARMA (n, ) moze zostaé wy-
znaczone za pomocg formuly (4.34) po zastapieniu macierzy P Ain oraz C; . ich oszacowaniami:
-1

n T
Sw)={In—> A;ne /™ L.+ Y Cipe | p,,x
i=1 i i=1

T -T

T n
2 O jwi § A jwi
Im + Ci,rej Im — Aime]
i=1 i=1

4.5.4 Metody parametryczne dla sygnatu sinusoidalnego

Interesujaca grupe parametrycznych metod estymacji widmowej gesto$ci mocy stanowia me-
tody, w ktérych sygnal jest opisany za pomoca modelu sinusoidalnego:

y(t) = z(t) +o(t), a(t) = En: a;el it (4.35)
i=1

W modelu (4.35) z(t) jest sygnalem sinusoidalnym, wspdlczynniki «; sa amplitudami, parametry
w; oznaczaja pulsacje, ¢; sa przesunieciami fazowymi, a v(t) szumem bialym o zerowej wartosci
oczekiwanej i wariancji p,. W ogdlnosci sygnal z(t) moze przyjmowaé wartosci zespolone. Z
oczywistych powodéw taka sytuacja nie ma miejsca w praktycznych zastosowaniach. Zalozenie
to ma na celu uwzglednienie w modelu zaréwno sktadowych sinusoidalnych jak i cosinusoidalnych
modelowanego sygnalu. Przyjmuje sie, ze w; € [—m, 7] oraz «; > 0. Dodatkowo, zaklada sie,
ze przesuniecia fazowe ¢; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, o rozkladzie réwnomiernym w
przedziale [—m, 7.

Widmowa gesto$é mocy sygnaltu y(t), zdefiniowanego za pomoca modelu (4.35) ma postac:

S(w) =21 afd(w — w;) + pn, (4.36)
i=1

gdzie §(w—w;) jest funkcja delty Kroneckera. Widmowa gestosé mocy (4.36) zawiera sktadowa stala
o wartoéci réwnej wariancji szumu tworzacego oraz n impulséw o wysokosciach 2ra?, i =1,...,n,
rozmieszczonych na czestotliwosciach w;. Rysunek 4.8 przedstawia przykladowy ksztalt widma
(4.36).
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2
2Wu2

2Wui

S(w)

27l

Rysunek 4.8: Przykladowy ksztalt widma (4.36).

Ze wzgledu na specyficzny ksztalt charakterystyki, problem estymacji widmowej gestosci mocy
(4.36) sprowadza sie do estymacji czestotliwosci wy, . .., w,. Dysponujac informacja o wartosciach
czestotliwosei w;, @ = 1,...,n, sygnal y(¢) mozna zapisa¢ w postaci:

y(t) = Bt (),
=1

gdzie

Bi = et
Wyznaczenie wartosci parametréw [3;, a co za tym idzie, parametréw «; oraz ¢;, sprowadza sie do
rozwiazania problemu regresji liniowej [42].

Ze wzgledu na specyficzny ksztalt, charakterystyka widmowa (4.36) moze zostaé¢ zamodelowana
za pomocg modelu autoregresyjnego, ktérego widmowa gestos¢ mocy jest bogata w szczyty rezo-
nansowe. 7Z tego powodu, metody estymacji widma oparte na modelu sinusoidalnym nie zostalty
opisane w niniejszej pracy w szczegdlowy sposodb. Niemniej jednak, ze wzgledu na to, ze metody
te moga by¢ wykorzystywane w praktycznych rozwiazaniach jak np. systemy nawigacji [42], ich
krotki przeglad moze stanowié interesujaca dygresje.

Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéw

Wyznaczenie parametréw modelu sinusoidalnego (4.35) moze zostaé zrealizowane poprzez mi-
nimalizacje funkcji:

N n
flw, o, @) = Z y(t) — Zaiej(wit+Wi) , (4.37)
t=1 i=1
gdzie

w=|wy...wy,
o = [ozl...an],

e =[p1.. pul.

Ze wzgledu na nieliniowo$¢ funkcji f(w, o, ¢), jej minimalizacja jest nazywana nieliniowa me-
toda najmniejszych kwadratow.
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Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéw zstala opisana m. in. w pracy [42]. Metoda ta
cechuje sie duza dokladnoscig estymacji. Trudno ja jednak zastosowa¢ w praktyce, gdyz maksyma-
lizowana funkcja posiada wiele maksimow lokalnych i jedno ostro zarysowane maksimum globalne.
Z tego powodu algorytm szukania & wymaga precyzyjnej inicjalizacji. Niestety nie istnieje zadna
metoda gwarantujaca znalezienie @ w poblizu maksimum globalnego analizowanej funkcji, dlatego
tez stosowanie tej metody w praktyczych rozwiazaniach nie jest zadaniem trywialnym [42].

Metody oparte na rozkladzie wedlug wartosci osobliwych

Do metod estymacji parametréw modelu sinusoidalnego (4.35) naleza metody oparte na roz-
kladzie macierzy autokorelacji wedlug wartosci osobliwych (ang. Singular Value Decomposition).
Zaliczaja si¢ do nich metoda MUSIC (ang. MUltiple SIgnal Classification) oraz metoda Pisarenki.

Macierz autokorelacji sygnatu y(t) ma postaé:

r(0) r(1) r(m—1)
r(1) r(0) r(m—2)
R, — r(2) r(1) r(m —3) 7
T(m.— 1) r(m.— 2) . r(O)

gdzie m jest dodatnia liczba calkowita. W ogdlnosci parametr m moze przyjmowaé duze wartosci.
Nalezy jednak pamieta¢, aby warto$¢ m nie byla zblizona do dlugosci sygnatu N. W przeciw-
nym wypadku wartosci oszacowan wspélczynnikéw autokorelacji nie bylyby wiarygodne. Wraz ze
wzrostem wartos$ci parametru m rosnie ztozonos$¢ obliczeniowa opisanej metody. Z drugiej strony,
im wieksza warto$¢ m, tym wieksza dokladnosé estymacji czestotliwosci. Stad, odpowiedni dobér
wartosci m polega na znalezieniu kompromisu pomiedzy doktadnosScig estymacji, a ztozonoscia
obliczeniowa. Zaréwno metoda MUSIC jak i metoda Pisarenki zostaly opisane m. in. w pracy
[42].

4.5.5 Estymator minimalnowariancyjny

Obok parametrycznych metod opartych na modelu sinusoidalnym, interesujaca metoda estyma-
cji widmowej gestosci mocy jest estymacja minimalnowariancyjna. Estymator minimalnowarian-
cyjny MV (ang. Minimum Variance estimator) w rzeczywisto$ci nie jest prawdziwym estymatorem
widmowej gestosci mocy z dwoch powoddw:

e obszar pod krzywa widma MV nie jest rowny mocy analizowanego sygnatu,

o wynik odwrotnej transformaty Fouriera z funkcji widmowej gestoéci mocy MV nie odpowiada
sekwencji wspotczynnikéw autokorelacji uzytej do obliczenia widma.

Niemniej jednak, minimalnowariancyjna widmowa gesto$¢ mocy opisuje wzgledy rozklad mocy
sygnalu na poszczegdlne pasma czestotliwosci. Jednag z zalet estymatora MV jest wystepowanie
szczytow rezonansowych w estymowanym widmie, ktérych wysoko$é jest liniowo proporcjonalna
do wysokosci tych skladowych w widmie rzeczywistym [18].

Istnieje bezposredni zwiazek pomiedzy minimalnowariancyjnym, a autoregresyjnym estymato-
rem widmowej gesto$ci mocy. Zwiazek ten jest opisany rownaniem:

1 " 1
Smv (n,w) iz:; Sar (i, w)’

(4.38)

gdzie Syv(n,w) jest estymatorem minimalnowariancyjnym rzedu n, natomiast Sar(i,w) jest es-
tymatorem autoregresyjnym rzedu i. Zwiazek (4.38) jest prawdziwy przy zalozeniu, ze wspol-
czynniki autoregresji a;; sa réwne 1 dla wszystkich rzedéw 0 < i < n. Rozdzielczo$¢ estymatora
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minimalnowariancyjnego jest mniejsza w poréwnaniu do estymatora autoregresyjnego, ale wigksza
niz rozdzielczosé klasycznych metod estymacji. Z drugiej strony, w przypadku duzych segmentow
danych, estymator minimalnowariancyjny cechuje mniejsza wariancja niz estymator autoregresyjny
o tym samym rzedzie [18].
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Rozdzial 5

Lokalnie stacjonarne procesy
stochastyczne i estymacja ich
widmowej gestosci mocy

W ogolnosci nie istnieje zadne uniwersalne uogdlnienie widmowej gestosci mocy dla procesow
o parametrach zmiennych w czasie. Rozszerzenie koncepcji widmowej gestosci mocy na procesy
niestacjonarne poprawnie opisuje rozklad chwilowej mocy tylko w niektérych przypadkach. Za-
réwno nieparametryczne, jak i parametryczne metody estymacji widmowej gestosci mocy zostaly
rozszerzone dla wybranych klas niestacjonarnych proceséw stochastycznych. Do pierwszej grupy
metod mozna zaliczy¢ analize widmowa Wigner-Ville’a [22]. Autoregresyjna estymacja zmiennej w
czasie widmowej gesto$ci mocy, oparta na teorii lokalnie stacjonarnych proceséw stochastycznych
[8]-[11] nalezy do drugiej grupy.

5.1 Chwilowa widmowa gesto$¢ mocy

W pracy [19] postulowano pozadane wlasnodci zmiennej w czasie widmowej gestosci mocy
S(t,w) proceséw niestacjonarnych. Do najwazniejszych z nich mozna zaliczyé:

e S(t,w) jest rzeczywista funkcja czasu t i czestotliwodci w, catkowicie okreslong przez chwilowa
funkcje autokorelacji (¢, 7).

o Wielkosci S(t,w) oraz r(t, ) laczy relacja jeden do jednego.
o Ksztalt S(t,w) nie zmienia sie w czasie ¢, jezeli proces X (t) jest stacjonarny.
o Jezeli proces X (t) jest ztozony z segmentéw stacjonarnych, np.

f Xa(t) jezeli t<O
X“)_{ Xo(t) jeseli ¢>0

to widmowa gesto$é mocy S(t,w) jest réwniez zlozona z fragmentéw, w ktérych jej ksztalt
nie zmienia sie.

o Zasadniczo S(t,w) morze zostaé oszacowana na podstawie znajomosci pojedynczej (nieskon-
czonej) realizacji procesu X (¢).

e S(t,w) przyjmuje wartosci nieujemne.
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o Chwilowa moc procesu X(t) w danej chwili czasu ¢, opisana za pomoca funkcji S(t,w),
przyjmuje skonczona wartosé, tj.

/ S(t,w)dw < oco.

5.2 Widmo Wignera-Ville’a

Chwilowa widmowa gesto$¢ mocy niestacjonarnego procesu losowego moze by¢ wyrazona w
postaci:

S(t,w) = B [W(t,w)] , (5.1)

gdzie W (t,w) jest transformata Wignera-Ville’a [5]:
W(t,w) = Z x(t+ g)z(t - %)eij‘”,

T=—00

a z(t) jest realizacja niestacjonarnego procesu stochastycznego X (t). W literaturze wielkosé (5.1)
jest nazywana widmem Wignera-Ville’a, a takze chwilowa lub ewolucyjna widmowa gestoscia mocy.

W praktyce stosuje sie czesto wazona wersje transformaty Wigera-Ville’a (ang. windowed
Wigner-Ville distribution) [5]:

2 2 (5.2)

gdzie w(7) jest funkcja okna.

Przy zalozeniu, ze transformata W, (¢, w) jest lokalnie ergodyczna w przedziale [t — %, t+ %} ,

gdzie A > 0 jest wielkosScia niezalezng od ¢, oszacowanie S (t,w) moze zostaé¢ wyznaczone za pomoca
formuty:

A2

Stw) = > )Wyt +i,w),
i=—A/2

gdzie (i) > 0 oznaczaja wagi spelniajace warunek:

A)2

> =1,

i=—A/2

a wielkosé Ww(t, w) jest lokalna ocena wazonej transformaty Wignera-Ville’a [5]:

Ay /2
7% T T\ —jwr
W (t,w) = __ZA: /2w(7)x(t+§)x(t— 5)6 ot

gdzie A, > 0.

Chwilowa widmowa gestos¢é mocy (5.1) spelnia zaleznos$c¢ [36]:

% /ﬂ S(t,w)dw = B[ X2(1)] . (5-3)

—Tr
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Formula (5.3) pokazuje, ze S(t,w) reprezentuje rozklad chwilowej wartosci $redniokwadratowej
procesu X (t) w chwili czasu t. Niemniej jednak, w przeciwienistwie do (2.17) chwilowa widmowa
gestos¢ mocy (5.1) moze przyjmowaé wartosci ujemne. Poza tym, S(t,w) jest wielkoScia, ktéra w
praktyce nie moze zostaé¢ zmierzona w sposéb bezposredni. Z tych powodéw, nie mozna oczekiwac,
ze dla kazdego przypadku wielkosé (5.1) dostarcza prawidlowej informacji o rozkladzie chwilowej
mocy procesu losowego na skladowe czestotliwosciowe [36].

5.3 Lokalna stacjonarnosc¢

Niech y(t) bedzie niestacjonarnym procesem autoregresyjnym rzedu n, opisanym za pomoca
modelu:

V(O = 3 aun(y(t = 1) + va(t) = GF(0(0) + va(0),

var [va ()] = pa (),

(5.4)

gdzie
arn(t)
en(t) =
an,n(t)
Ponadto, niech ¢ (¢),. .., g, (t) beda zerami wielomianu charakterystycznego:

Algh) =1- Zai,n(t)q‘i = 0. (5.5)

Zalézmy, ze dyskretne trajektorie {6, (t), pn(t), t € Z} moga zosta¢ potraktowane jako wynik
prébkowania ciaglych trajektorii {6.(s), pc(s), s € R}:

On(t) = GC(S)IS:tAa pu(t) = pc(8)|szm7 (5.6)

gdzie A oznacza okres prébkowania. Dodatkowo, zalézmy, Zze wszystkie zera wielomianu charak-
terystycznego (5.5) leza wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej:

>0, VteZ, |ut)<l-¢ i=1,....n (5.7)

oraz funkcja p.(s) jest ograniczona, a takze szybko$¢ zmian wektora parametréw 6.(s) jest ograni-
czona, tj. funkcja 6.(s) spelnia warunek Lipschitza ze stala cy:

[10c(s1) = Bc(s2)|

|s1 — s2]

SUDg, 45, < ¢p < 0. (5.8)

Rodzina proceséw losowych otrzymanych dla réznych wartosci parametru A, a dodatkowo spelnia-
jacych warunki (5.7) oraz (5.8) nalezy do klasy lokalnie stacjonarnych proceséw losowych, opisanych
w pracach [8]-[11].

Podobnie jak w przypadku stacjonarnych proceséow autoregresyjnych, procesy lokalnie stacjo-
narne posiadaja reprezentacje widmowa. W szczegdlnosci, przy spelnionych zalozeniach (5.7) oraz
(5.8) chwilowa widmowa gesto$¢ mocy lokalnie stacjonarnego procesu stochastycznego, opisanego
za pomoca modelu (5.4) jest wyrazona za pomoca formuly:

_ Pn(t)
S(t,w) = TS aun()e 7P (5.9)
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i jest jednoznacznie zdefiniowana w przeskalowanej dziedzinie czasu (A — 0). Jednoznacznosé ta
nie jest gwarantowana w nieprzeskalowanej dziedzinie czasu (A = const.).

Oszacowanie wielko$ci S (t,w) moze zostaé otrzymane poprzez zastapienie wielkosci p,, (t) oraz
a; n(t) w formule (5.9) ich oszacowaniami:

q ﬁn(t)
t = ——.
S( 7w) ‘1 o 22;1 ai,n(t)eﬂ‘*”F

Nie zagltebiajac sie w szczegdtowe elementy teorii lokalnie stacjonarnych proceséw stochastycz-
nych mozna powiedzieé¢, ze w przedstawionym ujeciu segment czasowy o okreslonej dtugosci jest
prébkowany na coraz bardziej zageszczonej siatce punktéw (A — 0) co sprawia, ze liczba prébek
rosnie. Pozwala to na zdefiniowanie i zastosowanie pewnego rodzaju asymptotycznych wlasnosci
(ang. infill asymptotics). Chwilowa widmowa gesto$¢ mocy (5.9) moze by¢ interpretowana jako
widmowa gesto$é mocy procesu stacjonarnego {yo(7), 7 € Z} ,stycznego” do procesu {y(7), € Z}
w punkcie t.

Na potrzeby niniejszej pracy proces spelniajacy warunki (5.7) oraz (5.8) bedzie nazywany pro-
cesem lokalnie stacjonarnym. Nalezy jednak pamigtaé, ze taka terminologia jest pewnego rodzaju
skrotem myslowym, gdyz lokalna stacjonarnosé jest wltasnoécia asymptotyczna, prawdziwa tylko
wtedy, gdy A — 0, tj. formalnie Zaden proces stochastyczny odpowiadajacy skonczonej wartosci
parametru A nie moze by¢ nazywany procesem lokalnie stacjonarnym.

5000

Rysunek 5.1: Przykladowy ksztalt zmiennej w czasie charakterystyki widmowej procesu stocha-
stycznego.
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Metody identyfikacji proceséw
autoregresyjnych

Wprowadzenie

Ze wzgledu na korzystne wlasnoéci, parametryczna estymacja widmowe]j gestoéci mocy za po-
moca modeli autoregresyjnych zyskala duzg popularno$é¢ w praktycznych rozwiagzaniach. Charak-
terystyki widmowe zawierajace waskie szczyty rezonansowe sa czesto spotykane w praktycznych
zastosowaniach.

Proces estymacji parametréw sygnalu o zalozonym modelu jest nazywany identyfikacja parame-
tryczna. Identyfikacja procesu autoregresyjnego opisanego réwnaniem (3.1) polega na oszacowaniu
wartosci wspdétczynnikéw autoregresji na podstawie znajomosci wartosci fragmentu pojedynczej re-
alizacji y(t) procesu autoregresyjnego. Formula opisujaca model autoregresyjny rzedu n (3.1) moze
zostaé zapisana w postaci:

y(t) = ng;(t)an +un(t),

gdzie @, (t) jest wektorem regresji:

y(t—1)
QOH(t) = 9
y(t —n)
a 0, jest wektorem parametréw:
ain
0, =
Gn,n

6.1 Metoda Yule-Walkera

Réwnania Yule-Walkera (3.12) przedstawiaja zwiazek pomiedzy wspdtezynnikami autokorelacji,
a wspotczynnikami autoregresji i wariancjg szumu tworzacego. Moga one zosta¢ zapisane w postaci:

Rngn =Tp,
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gdzie R,, jest macierza opisana zaleznoscia (3.15) oraz

Metoda Yule-Walkera polega na rozwiazaniu réwnan Yule-Walkera, po zastapieniu prawdzi-

wych wartosci ich obciazonymi oszacowaniami (4.7):
R0, =Tp.

W ogdlnosci oszacowania wspdlczynnikéw autokorelacji 7(0),...,7(n) moga zostaé¢ uzyskane za
pomocy estymatora obciazonego (4.7) lub nieobciazonego (4.13). Uzycie estymatora obciazonego
(4.7) gwarantuje uzyskanie stabilnego modelu autoregresyjnego. Takiej gwarancji nie daje za-
stosowanie estymatora nieobciazonego (4.13). Stabilno$é¢ modelu jest istotnym wymaganiem w
rozwiazaniach wykorzystujacych modele autoregresyjne. Obok estymacji widmowej gestosci mocy,
jednym z takich zastosowan jest kodowanie predykcyjne LPC (ang. Linear Predictive Coding).
Uzycie niestabilnego modelu powoduje, ze odpowiedz modelu narasta do nieskonczonosci w sposéb
niekontrolowany. Bezposrednie rozwiazanie rownan Yule-Walkera przyjmuje postac:

~ S
0, =R, T,

Dysponujac oszacowaniami wspélczynnikéw autokorelacji 7(0), ..., 7(n) oraz oszacowaniami para-
metréw autoregresji @1 p, . . . , an,, 0SZacowanie wariancji szumu tworzacego p,, mozemy wyznaczy¢
korzystajac z formuty:

P =7(0) = @ (i).
i=1

Gdy charakterystyki analizowanego sygnalu zmieniaja siec wolno w czasie, woéwczas lokalne
oszacowania parametréw modelu mozna obliczy¢ za pomoca formuly:

0.(t) = R, L ()Fa(1),

gdzie elementami macierzy f{; L(t) oraz wektora T,(t) sa lokalne oszacowania wspélczynnikow
autokorelacji r(¢t,7), 7=0,1,...,n.

Algorytm Levinsona-Durbina

Zlozonos¢ obliczeniowa bezposredniego rozwigzania réwnan Yule-Walkera dla modelu rzedu
n wynosi O(n3) operacji zmiennoprzecinkowych (ang. flops). W praktycznych zastosowaniach
zwykle nie dysponuje si¢ informacja o rzeczywistym rzedzie modelowanego procesu. Czesto pro-
cedura estymacji wspotczynnikéw autoregresji zostaje przeprowadzona dla modeli réznych rzedow
n=1,...,max. W takich przypadkach, ztozono$¢ obliczeniowa bezposredniego rozwiazania réw-
nani Yule-Walkera wynosi O(nf,,.,) operacji. Gdy maksymalny rzad estymowanego modelu jest
wysoki (np. nmax = 100), istotna role moze odgrywaé redukcja zlozonosci obliczeniowej algo-
rytmu estymacji. Jednym z algorytmoéw rozwiazania rownan Yule-Walkera, wymagajacym mniej-
szej liczby operacji dominujacych jest algorytm Levinsona-Durbina.

Dzieki wykorzystaniu faktu, iz macierz wspdélczynnikéw autokorelacji R,, wystepujaca w row-
naniach Yule-Walkera jest symetryczna macierza Toeplitza, ztozono$é obliczeniowa algorytmu
Levinsona-Durbina wynosi O(n2,,, ). Jest to algorytm rekursywny wzgledem rzedu, tzn. dla okre-
Slonego maksymalnego rzedu estymacji nmax pozwala on na obliczenie wspélczynnikéw modeli

rzedéw n = 1,2, ... Nmax [42]. Réwnania algorytmu Levinsona-Durbina zostaly zawarte w roz-
dziale 3 (patrz (3.13)).
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Zwiazek réwnan Yule-Walkera ze $redniokwadratowym bledem jednokrokowej pre-
dykcji

Istnieje zwiazek pomiedzy rownaniami Yule-Walkera, a sredniokwadratowym bledem jednokro-
kowej predykcji. Niech y(t) bedzie procesem autoregresyjnym rzedu n. Wtedy wartos$é jednokro-
kowej predykeji g(t|t — 1) jest oszacowaniem wartosci sygnaltu y(t) na podstawie znajomosci jego
n poprzednich wartosci:

g(tlt — 1) = ¢ (H)0a(t — 1).

Btad jednokrokowej predykcji jest zdefiniowany jako:

e(t) = y(t) —y(tlt - 1).

Btlad éredniokwadratowy jednokrokowej predykcji wyraza si¢ wzorem:

2
B [(0)] = B |[4(0) - w00 (¢ - 1] (6.1
i jest réwny co do wartosci wariancji szumu tworzacego:

E [ﬁ(t)] — pult).

W pracy [42] pokazano, ze wektor parametréw 6,,(t), ktéry minimalizuje wielko$é (6.1) przyjmuje
postac:

0,(t) = R (t)r, (1), (6.2)

n

a Sredniokwadratowy btad jednokrokowej predykcji przyjmuje wartosé:
pn(t) =7(t,0) = Y ain(t)r(t,i). (6.3)
i=1

Réwnania (6.2) oraz (6.3) sa de facto rozwigzaniem réwnan Yule-Walkera (3.12), co pokazuje,
ze moze byC ono interpretowane jako rozwiazanie problemu minimalizacji bltedu jednokrokowej
predykeji [42].

6.2 Estymatory najmniejszych kwadratéow

Obok metody Yule-Walkera, jedna z metod estymacji parametréw modelu autoregresyjnego,
rozwigzujacg problem minimalizacji bledéw jednokrokowej predykcji jest metoda najmniejszych
kwadratéw (ang. Least Squares). Oszacowanie parametréw autoregresji na podstawie sygnalu y(t)
o dlugoéci N za pomoca metody najmniejszych kwadratéw polega na znalezieniu takiego wektora
parametréw 6, (t), ktéry minimalizuje funkcje kosztéw J(6,,):

0,(t) = arg r%in J(0,), (6.4)

n

gdzie

-+
|
—

I =3 [ute—i) — oLt —6,] (6.5)

%

Il
o

przy zalozeniu, ze probki sygnatu y(t) dla chwil czasu ¢ < 1 oraz t > N przyjmuja zerowe wartosci.
Rozwiazanie problemu (6.4) mozna znalezé poprzez przyréwnanie gradientu funkeji kosztéw J(6,,)
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do wektora zerowego o dlugosci n:

9J ()
Vo. J0n)ls, 5.0 = 3¢, ottt
i (6.6)
=2 |> pnlt— i)l (t—i) | On(t) =2 | Yyt —i)pn(t —i) | = 0,.
i=0 =0

Macierz Zf;é on(t — i)l (t — i) nazywana jest macierza regresji. Zakladajac, ze macierz regresji
nie jest macierza osobliwa, tj.

t—1
det | S pult — )Tt — )| #0, (6.7)
=0

rozwiazanie réwnania (6.6) przyjmuje postaé:

Bu(t) = |Sont =0T - )| Syt —igntt—i)| - (6.5)
i=0 =0

Warunek (6.7) jest inaczej nazywany warunkiem identyfikowalnosci sygnalu AR(n). Oszacowa-
nie wariancji szumu tworzacego moze zosta¢ wyznaczone poprzez usrednienie kwadratéw bledow
resztowych:

~
|
Ju

[utt =) — oL~ 0.0)] (69)

S

ﬁn (t) =

I
<)

%

Dla duzych wartosci dtugosci segmentu danych, estymatory Yule-Walkera i najmniejszych kwa-
dratéw daja poréwnywalne wyniki. Dla segmentéw o niewielkiej dlugodci, estymatory te moga
dawaé znaczaco rézniace sie oszacowania parametréw autoregresji. Co wiecej, w przeciwienstwie
do metody Yule-Walkera, nie ma gwarancji, ze model autoregresyjny otrzymany za pomoca metody
najmniejszych kwadratéw bedzie stabilny [42].

Zwigzek z metoda Yule-Walkera

Istnieje zwiazek pomiedzy metoda najmniejszych kwadratow, a metoda Yule-Walkera. Niech
y(t) bedzie sygnalem stacjonarnym o dlugosci N. Rozwazmy analize sygnalu y.(¢) powstatego
poprzez dodanie n zer na poczatku oraz na koricu sygnatu y(¢), tj.

y:(0) =y.(-1)=...=y.(1—=n) =0,
(N+1)=y.(N+2)=... =y, (N +n)=0.
Stosujac algorytm najmniejszych kwadratéw, macierz regresji przyjmuje postac:

N+n

PIRACEAD) (6.10)

Wartosé pojedynczej komérki w j-tym wierszu i k-tej kolumnie macierzy (6.10) przyjmuje wartosé:

N+n N+n N
Yoealden(@)| =D wt—dyt—k) =D yls)yls— i k),
i=1 = s=|j—k|+1

co pokazuje, ze algorytm Yule-Walkera zastosowany do identyfikacji sygnatu stacjonarnego daje
takie same rezultaty jak algorytm najmniejszych kwadratéw zastosowany do identyfikacji tego
samego sygnatu, po dodaniu n zer na jego poczatku oraz koncu.
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Algorytm RLS

Ze wzgledu na konieczno$é odwracania macierzy regresji, stosowanie estymatora najmniejszych
kwadratéw dla sygnaléw o dtugim czasie trwania wiaze sie z duza zlozonoscia obliczeniowa. Znacz-
nie mniejsza zlozonos¢ obliczeniowa posiada rekurencyjna wersja algorytmu najmniejszych kwa-
dratéw - algorytm RLS (ang. Recursive Least Squares).

Rekurencyjny algorytm najmniejszych kwadratow jest opisany za pomoca ponizszych formut:

e(t) = y(t) — o ()8 (t — 1),

P —1)pa(l)
K0 = TP - Den ()

- Pt — 1), ()T (1P (t — 1)
PO =P—1) == TPt - ond)

(6.11)

>

z warunkami poczatkowymi:

gdzie 6 jest stala o duzej wartosci (np. 6 = 10*). Macierz P(t) jest odwrotnoécia macierzy regresji:

-1

t
T
P(t) = | > enlt)en (t)
i=1
Oszacowanie wariancji szumu tworzacego moze zosta¢ wyznaczone stosujac rekursje:

pulty = 20 (6.12)

gdzie
e2(t)
L+l ()Pt —1)en(t)’

przy warunku poczatkowym s(0) = 0. Wyznaczenie zestawu réwnan (6.11)-(6.13) znajduje sie¢ w
dodatku A.

s(t)=s(t—1)+

(6.13)

6.2.1 Wazone estymatory najmniejszych kwadratéw

Zmodyfikowana wersja metody najmniejszych kwadratéw sa wazone estymatory najmniejszych
kwadratéw WLS (ang. Weighted Least Squares) [28]. Pozwalaja one zredukowaé¢ wplyw przesztych
wartosci sygnalu na oszacowania parametréw modelu w danej chwili czasu.

Jezeli y(t) jest niestacjonarnym sygnalem AR(n), to estymator WLS minimalizuje funkcje kosz-
tow J(0):

8, = arg min J(6,,), (6.14)
gdzie

t—1

T0) = S wli) [yt i) = oE (= 0]

@
Il
<
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Parametry w(0), ..., w(t—1) sa wsp6lczynnikami wazacymi (wsp6lczynnikami okna) spelniajacymi
warunki:

w(0)=1>w(l)>... >0,

Z w(i) < oo.

=0

(6.15)

Analogicznie do estymatora najmniejszych kwadratéw, rozwiazanie problemu (6.14) mozna
znalezé poprzez przyréwnanie gradientu funkceji (6.14) do wektora zerowego. Wektor parametréw
minimalizujacy funkcje kosztéw (6.14) estymatora WLS przyjmuje postaé:

()= | w0k =a)| S w@u-dealt-a| . (©616)

Warunek identyfikowalnosci sygnatu AR(n) przyjmuje postac:

t—1

det | > w(i)pn(t —i)on(t—i)| #0.

=0

Wartosci wspétezynnikéw wazacych w(0), ..., w(t — 1) okredlaja tzw. pamieé estymatora, czyli
stopien wplywu przesztych probek sygnatu na oszacowania parametréw sygnalu w danej chwili
czasu. Pamieé¢ estymatora ma bezposredni wplyw na jako$é¢ éledzenia zmian wartosci parametréow
[28]. Estymatory o krétkiej pamieci cechuja sie malym obciazeniem (szybka reakcja na zmiany)
oraz duza wariancja (mala dokladno$é estymacji). Z kolei estymatory o dlugiej pamieci cechuja
sie duzg dokladnoscig estymacji kosztem wolnej reakcji na zmiany warto$ci parametrow.

W praktyce stosuje sie zwykle dwa rodzaje funkcji wazacych: okno prostokatne oraz okno
wykladnicze. W przypadku okna prostokatnego o dlugosci N:

wiiy= [ 1 derell0<i<N
10 jezeli i<Olubi>N ~

do procesu identyfikacji parametrow w danej chwili czasu branych pod uwage jest N ostatnich
prébek sygnalu y(t). Rozwiazanie to nazywane jest estymatorem najmniejszych kwadratéw z
przesuwnym oknem SWLS (ang. Sliding Window Least Squares).

Zastosowanie okna wykladniczego:

w(i) =X, 0<A<1,

powoduje stopniowe zmniejszanie wplywu starszych probek sygnalu na estymacje parametrow
w danej chwili czasu. Opisany algorytm nazywa sie estymatorem najmniejszych kwadratéw z
zapominaniem wykladniczym EWLS (ang. Ezponentially Weighted Least Squares), a parametr A
nazywany jest stala zapominania.

Estymator SWLS

Estymator SWLS o dlugosci okna N przyjmuje postac:

-1

N-1 N-1
On(t,N) = | D onlt — i)k (t — 1) Dyt —denlt—i)] - (6.17)
=0 i=
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Analogicznie do formuly (6.9), oszacowanie wariancji szumu tworzacego moze zostaé wyznaczone
za POIMOCy, WZOru:

2

N—
7%2[ t—i)— oI (t—i)f,(t, N)| . (6.18)
=0

Estymator SWLS moze zosta¢ przedstawiony w postaci rekurencyjnej. Stosujac notacje:
-1

N—-1
Q(tvN) - Z @n(tii)wg(tfi) )

i*(]

N 1
a(t, N) = | Yyt —i)en(t —i) |,
z:O

estymator (6.17) moze zostaé¢ zapisany jako:
0u(t,N) = Q (1, N)a(t, N).

Procedura rekurencyjna estymatora SWLS sklada sie z dwéch krokéw. Najpierw, zestaw danych
uzyty do estymacji wektora parametrow jest rozszerzany o kolejna prébke sygnatu:

Q(t,N +1) = Q(t — 1,N) + ¢u(t)py (1),
a(t,N+1) =q(t—1,N) +y(t)en(t), (6.19)
O(t,N+1)=Q '(t, N+ 1)q(t, N + 1).

W drugim kroku nastepuje usuniecie ,najstarszej” probki sygnatu y(t), wchodzacej w sklad prze-
dziatu analizy:

q(t,N) =q(t, N +1) —y(t = N)en(t = N), (6.20)
On(t,N) = Q7' (t, N)a(t, N).
Ze wzgledu na koniecznoé¢ odwracania macierzy regresji algorytm SWLS cechuje duza zlozonosé
obliczeniowa. Obok réwnan (6.19) i (6.20) estymator SWLS moze zostaé przedstawiony w postaci
rekurencyjnej, w ktérej nie jest wymagane odwracanie macierzy regresji. Wyprowadznie algorytmu
SWLS w takiej wersji podano miedzy innymi w pracy [28], a jego pierwszy krok opisuja réwnania:
e(t) = y(t) — @y, (1)0n(t — 1, N),
Pt —1,N)pn(t)

k(t, N+1) = )
L+l ()Pt — 1( N)@n()) TR L) (6.21)
Pt,N+1)=P(t—1,N)— 15 T (P — 1, N (D) ,
0,(t, N +1)=0,(t —1,N) + k(t, N + 1)e(¢),
gdzie
P(t,N) =Q '(t,N).
Drugi krok algorytmu opisany jest za pomoca réwnan:
V(t) = y(t - N) - @Z(t - N)§7L(t7 N + 1)7
P(t,N+1)p,(t—N)
k(t,N) = ,
1—¢I'(t—N)P({t,N+1)p,(t —N) (6.22)

P(it,N)=P@EN+1)+ ST — NYP(LN + Dont —N)

(t N + 1), (t — N)pl(t — N)P(t, N + 1)
n(t—
0,(t,N) = 0,(t, N + 1) — k(t, N)v(t).
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Wyprowadzenie réwnan (6.21) i (6.22) opiera sie na wykorzystaniu wzoru Shermana-Morrisona
(A.6).

Oszacowanie wariancji szumu tworzacego (6.18) réwniez moze zostaé wyznaczone za pomoca
dwuetapowego algorytmu rekurencyjnego [28]. Stosujac oznaczenie:

(t, N)

s
An tyN = P
pn(t,N) N

gdzie

N—

st N) = 3 [olt =)~ oE - 0.6, N)]

7=

=

pierwszy krok procedury przyjmuje postaé:

(1)
L+l ()Pt — 1, N)pn(t)
W drugim kroku nastepuje usuniecie ,najstarszej” probki sygnatu y(t):

V3(t)
1— It —N)P(t,N+ 1), (t—N)’

s(t,N+1) =s(t—1,N) +

s(t, N)=s(t,N+1)—

Estymator EWLS

Estymator EWLS o stalej zapominania A przyjmuje postac:

-1

t—1 t—1
Ou(t) = | DNt —ien(t =) [Y_ Nyt —ealt—1)] - (6.23)
i=0 1=0
Wariancja szumu tworzacego moze byé wyznaczona za pomoca formuly:
= R 5
Pult) = 7= SN {y(t — i) =Tt~ i)en(t)} : (6.24)

®) =
gdzie wielkosé L(t) nazywana jest efektywna szerokoscia okna lub efektywna liczba obserwacji:

L(t) = % (6.25)

Podobnie jak estymatory LS oraz SWLS, estymator EWLS moze zosta¢ przedstawiony w postaci
rekurencyjnej, co znacznie zmniejsza jego zlozonosé obliczeniowa. Rekurencyjna postacé estymatora
EWLS przedstawiona jest za pomoca rownan:

(1) = y(t) — ST (OBl — 1),

P D)
K0 = ST 0P Ven)

_ 1 P(t — D)on(t)pl (t)P(t — 1)
PO =X P - TPt - pa |

0,(t) = 0,(t — 1) + k(t)e(t),

(6.26)

z warunkami poczatkowymi:
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gdzie 6 jest stala o duzej wartosci (np. 6 = 10*). Macierz P(t) jest odwrotnoécia macierzy regresji:
—1
t—1

P() = | 3 Nopa(t — )T (¢ — i)

=0

Rekurencyjny algorytm wyznaczania wariancji szumu tworzacego (6.24) przyjmuje postaé:

pn(t) = T (627)

gdzie
Ae2(t)
A+l (Pt —1)en(t)

Wyprowadzenie réwnan (6.26)-(6.28) jest analogiczne do wyprowadzenia réwnan (6.11)-(6.13)
i moze by¢ znalezione w pracy [21].

s(t)y=As(t—1)+ (6.28)

Poréwnanie estymatoréw WLS

Istnieje mozliwo$é poréwnania zaréwno wlasciwodci statycznych (np. estymacja parametréw)
jak i dynamicznych (np. $ledzenie parametréw) wazonych estymatoréw najmniejszych kwadratéw
o réznych ksztaltach okien. Wielkosci, ktére to umozliwiaja to efektywna szeroko$¢ okna L(t)
i réwnowazna szeroko$é¢ okna M (t), zwana tez réwnowazna liczba obserwacji.

Efektywna szeroko$¢ okna dana jest wzorem:

t—1

L(t) = Y- w(i).

=0

Stosujac wazenie, Srednia energia (moc) segmentu danych o dlugosci ¢ jest réwna $redniej energii
segmentu danych o dlugosci L(t) bez stosowania wazenia [28]. Dla estymatora SWLS o dlugosci
okna N warto$¢ L(t) wynosi:

LSWES(¢) = min(t, N).

Dla okna wykladniczego (estymator EWLS) efektywna szeroko$é okna dana jest wzorem (6.25).

Roéwnowazna szerokos$é okna M (t) jest zdefiniowana jako:
2
=1 .
{Zizo w(z)}
=1 N
> im0 w2(9)

Wielko$é ta ma wplyw na dokladno$é estymacji parametréw zgodnie z zaleznoscia [28]:

M(t) =

on(t) [B [o()"(0)] |
M(t)

cov]Bwrs ()] =

Dla estymatorow SWLS i EWLS réownowazna szeroko$¢ okna przyjmuje postaci odpowiednio:

MSWES(#) = min(t, N),
1+

MEWLS(t) — . \
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Wazone estymatory najmniejszych kwadratéw o takiej samej wartosci parametru M (t) sa row-
nowazne z punktu widzenia doktadnosci estymacji parametréw. Analiza poréwnawcza statycznych
i dynamicznych wlasnosci estymatorow WLS o réznych ksztaltach okien ma sens wtedy i tylko
wtedy, gdy sa one scharakteryzowane przez te sama réwnowazna szeroko$¢ okna. W pracy [28]
pokazano, ze jezeli spelnione sa warunki stacjonarnosci oraz parametry procesu sa estymowane za
pomoca algorytméw WLS o takich samych réwnowaznych liczbach obserwacji M (t), to estymatory
te cechuja sie podobnymi wlasciwosciami statystycznymi, a $cislej ich macierze kowariancji btedéw
estymacji sg w przyblizeniu rowne:

cov[fewLs (t)] ~ cov[fswrs(t)].

W pracy [28] pokazano réwniez, ze estymatory EWLS charakteryzuja sie lepszymi wlasnosciami
Sledzacymi w poréwnaniu do estymatoréw SWLS. Obszerna analize wlasciwosci statycznych i dy-
namicznych wazonych estymatoréw najmniejszych kwadratéw mozna znalezé w pracy [28].

6.3 Algorytmy drabinkowe

Algorytmy drabinkowe (ang. ladder/lattice algorithms) stanowia klase estymatoréw, ktére po-
dobnie jak algorytmy najmniejszych kwadratéw, minimalizuja funkcje kosztéw (6.5). Z tego po-
wodu mozna powiedzie¢, ze algorytmy drabinkowe stanowia pewna forme algorytméw najmniej-
szych kwadratow. Ze wzgledu na niska zlozono$¢ obliczeniowa, algorytmy te naleza do grupy tzw.
»szybkich” metod estymacji [13].

Algorytmy drabinkowe pozwalaja na otrzymanie wspélczynnikéw odbicia estymowanego mo-
delu. Rysunek 6.1 przedstawia strukture algorytmu drabinkowego [13].

£o(t)

y(t) ealt)

7]77,(75)

Rysunek 6.1: Struktura algorytmu drabinkowego [13].

Algorytmy drabinkowe sa rekursywne zaréwno wzgledem czasu jak i rzedu, tj. estymujac model
rzedu n otrzymuje si¢ réowniez modele rzedow n — 1,n — 2,...,1. Oznacza to, ze zwigkszenie
rzedu estymatora polega na dodaniu kolejnej sekcji do struktury przedstawionej na rysunku 6.1,
bez ingerencji w zadng z istniejacych. Dodatkowo, algorytmy drabinkowe maja dobre wlasnosci
numeryczne, dzieki czemu sa odporne na bledy zaokraglen [12]. Wymienione cechy sprawiaja, ze
algorytmy drabinkowe stanowia interesujace rozwiazania problemu estymacji widmowej gestosci
mocy.

W ogblnoéci algorytmy drabinkowe mozna podzieli¢ na dwie grupy: unormowane oraz nieunor-
mowane. Algorytmy nieunormowane cechuja sie zwykle wigksza ztozonoécia obliczeniowa i wigksza
liczba wyliczanych zmiennych, niz algorytmy unormowane. Z drugiej strony nieunormowane al-
gorytmy drabinkowe posiadaja wlasnosci, ktore mogg by¢ korzystne w niektorych zastosowaniach
(np. brak koniecznosci obliczania pierwiastka kwadratowego z macierzy w wielowymiarowej wersji
estymatora). Z kolei w unormowanych algorytmach drabinkowych zmienne wyjsciowe przyjmuja
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wartoéci z przedziatu od -1 do 1. Oznacza to, ze model otrzymany w wyniku zastosowania unor-
mowanego algorytmu drabinkowego jest zawsze stabilny [14]. Unormowany algorytm drabinkowy
opisany jest za pomoca zestawu réwnan [13]:

p(t) =p(t —1) +¢*(t)

%u>nawz§2)

for i =1,...,min{n,t} do

Filt) = e @mioa(t = 1) + kit = 1)y /T -2 (01— n2 1 (t 1)
ei1(t) = Ri(®mia(t = 1) (6.29)
L= R2(0y/1 -2, (1 - 1)

o~

_ nia(t—1) — ki(t)eia(f)
1—E2(t)y /1 — €2 (1)

Ei(t) =

ni(t)

end

z warunkami poczatkowymi:

80(0) = 770(0) = 07
ki(0)=0, i=1,...,n,
p(0) =4,

gdzie J jest mala liczba dodatnia.

Unormowane algorytmy drabinkowe pozwalaja na otrzymanie unormowanych wspotczynnikéw
odbicia, podczas, gdy wersje nieunormowane umozliwiajg wyznaczenie dwbch zestawéw nieunor-
mowanych wspélczynnikéw odbicia. Zardéwno zwiazek pomiedzy unormowanymi i nieunormowa-
nymi wspolczynnikami odbicia jak i nieunormowany odpowiednik algorytmu (6.29) moze zostaé
znaleziony w pracy [12]. Dysponujac zestawem unormowanych wspélezynnikéw odbicia, po za-
stosowaniu przeksztalcenia (3.14) mozemy otrzymaé wektor parametréw modelu autoregresyjnego
i wariancje szumu tworzacego.

Podobnie jak w przypadku estymatoréw najmniejszych kwadratéow, w algorytmach drabinko-
wych mozna zastosowaé¢ okna wazace w celu zmniejszenia wplywu starszych prébek sygnatu na
oszacowania parametréw w danej chwili czasu. Gdy stosowane jest okno prostokatne, mamy do
czynienia z algorytmem drabinkowym z przesuwnym oknem (ang. Sliding Window Lattice Algori-
thm) [13]. Minimalizuje on funkcje kosztéw:

N —

T = 3 [yt =) — ol 0]

=0

Ju

gdzie N jest dlugoscia okna. Unormowany algorytm drabinkowy z przesuwnym oknem o dlugosci
N opisany jest za pomoca formut:
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p(t) =p(t —1)+y*(t) —y*(t— N — 1)

&0(t) = () = y;’z)
y(t —N)
go(t) =no(t) = Vol

fori=1,...,min{n,t} do

Ra(t) = g [Rilt = 1), -1(t = 1), &1(0)]

Rilt) = £ [Ralt = 1), it = 1), 810)]

Et) = £ [Ea (), a 6 — 1), ) (6:30)
Bilt) = £ [Bioa(t = 1), &1 (6), Fat)|

Ei(t) = £ [Eia (0,1 (= 1), Ra(0)]

i(t) = £ [iea(t = 1), &1 (0), Fat)|

end

¢ U — wv
(wow) = = e
glu,v,w) = V1 —w?uy/1— 02 +wv

z warunkami poczatkowymi:

gdzie ¢ jest mala liczba dodatnia.

Gdy zamiast okna prostokatnego uzyte zostanie okno wykladnicze, to otrzymany zostaje algo-
rytm drabinkowy z zapominaniem wykladniczym (ang. Ezponentially Weighted Lattice Algorithm)
[13]. Unormowany algorytm drabinkowy z zapominaniem wykladniczym, o stalej zapominania A,
minimalizuje funkcje kosztéw:

2
Z)\l[ gon(tfz)tﬁ)}
i jest opisany za pomoca réwnan (6.29) z ta réznica, ze pierwsze réwnanie przyjmuje postac:
p(t) = Ap(t — 1) + y*(t).

W pordéwnaniu do rekursywnego algorytmu najmniejszych kwadratéw, algorytmy drabinkowe
cechuja sie mniejsza zlozonoscig obliczeniowa. Estymujac model rzedu n, w kazdej chwili czasu
algorytm RLS wymaga wykonania liczby operacji proporcjonalnej do n? podczas, gdy w przypadku
algorytméw drabinkowych liczba operacji jest proporcjonalna do n [12].
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6.4 Wielowymiarowe metody identyfikacji proceséw auto-
regresyjnych

Jezeli sygnal y(t) jest wielowymiarowym stacjonarnym sygnalem autoregresyjnym rzedu n, to
model (3.16) mozna zapisaé¢ w postaci:

y(t) = ¥, (1)0, + va(t), (6.31)
gdzie

U, (t) =L ® ¢, (t) = diag{e,, (1), ..., ¢, ()},

©,,(t) jest wektorem regresji o wymiarze mnx1:

pult) = [y7 =1,y ()]

a 0, jest wektorem parametréw o wymiarze m2nx1, otrzymanym poprzez wektoryzacje macierzy
[A1n] .- |Apn :

0 = vec{[|A1]... |Ann|]T}

_ 1,n 1,n n,n n,n 1,n 1,n n,n n,n
= {al’l N ¢ T % 1 7...7a1m,...7a,,;1,...,an;m,...,am’h...,am’m}

Symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera dwéch macierzy /wektoréw.

W przypadku, gdy sygnal y(¢) jest sygnalem niestacjonarnym, to model (6.31) przyjmuje po-
stac:

y(t) = W (£)0(t) + Vi (). (6.32)

6.4.1 Metoda Yule-Walkera

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, metoda Yule-Walkera stosowana w kontekscie
stacjonarnych sygnaléw wielowymiarowych polega na rozwigzaniu wielowymiarowej wersji réwnan
Yule-Walkera (3.22). Z punktu widzenia identyfikacji, interesujacym algorytmem rozwiazania réw-
nan (3.22) jest algorytm Whittle’a-Wigginsa-Robinsona (WWR), bedacy rozszerzeniem algorymu
Levinsona-Durbina [40]. Algorytm WWR dany jest za pomoca zestawu réwnan (3.25). Istotna
cecha algorytmu WWR jest fakt, iz otrzymany model jest zawsze stabilny.

6.4.2 Estymatory najmniejszych kwadratow

Jezeli sygnal y(t) jest m-wymiarowym, niestacjonarnym sygnalem autoregresyjnym rzedu n, o
dhugoséci N, to analogicznie do przypadku jednowymiarowego, wielowymiarowa metoda najmniej-
szych kwadratéw t polega na znalezieniu w kazdej chwili czasu wektora macierzy parametréw 0., (t)
minimalizujacego funkcje kosztdw:

0,.(t) = argmin J(6,,),

n

gdzie

~
|
—

J(0,) = [y(t ) el i)en} ! [y(t ) et — i)en} .

%

Il
=]
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Wielowymiarowy estymator najmniejszych kwadratéw w chwili czasu ¢ przyjmuje postac:

-1

t—1 t—1
0.() = | > W, (t— i) (t —1) S oW, (t—i)y(t—i)| . (6.33)
1=0 =0

Oszacowanie macierzy kowariancji szumu tworzacego p,,(t) w chwili czasu t moze zosta¢ wyzna-
czone za pomoca formuty:

[yt i)~ ®T( = B, 0)] [yt — i) - ®T( - 0Ba(0)]

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia wielowymiarowej
wersji algorytmu RLS.

Wielowymiarowy algorytm RLS

Analogicznie do wersji jednowymiarowej (6.11), wielowymiarowy algorytm RLS jest opisany za
pomocy ponizszych formut:

e(t) = y(t) — ¥} (H)0,(t - 1),
P(t)=P(t—1)—P(t — 1)¥,(t) [Im + Ol HP(t - 1), (1) B vIHP(t—1), (6.34)

~

n(t) = en(t - 1) + P(t)‘I’n(t)E(t)7

D)

z warunkami poczatkowymi:

/én(o) = 0m2n7
P(0) = 61,2,

gdzie 0 jest stala o duzej wartosci (np. § = 10*). Macierz P(t) jest odwrotnoécia macierzy:

-1

t
P(t)=|> W, ()T (1)
i=1
Wyznaczenie réwnan (6.34) znajduje sie w dodatku A.

Wazone estymatory najmniejszych kwadratéw

Wielowymiarowy estymator WLS minimalizuje funkcje kosztéw J(6,,):

J(0,) = 3 w(i) [y(t R i)Gn]T [y(t e i)en} . (6.35)

i

I
o

Parametry w(0),...,w(t — 1) sa wspélczynnikami okna spelniajacymi warunki (6.15). Wektor
parametréw minimalizujacy funkcje kosztéw (6.35) przyjmuje postaé:

-1

0,(t) = z_: w(i) W, (t — )BT (¢ — i) Z_:w(i)\Iln(t — i)yt —1)
1=0 =0
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SWLS

Wielowymiarowy estymator SWLS o dlugosci okna N przyjmuje postac:

-1
0,(tN)= | Y @, (t—i)®](t—1) > W, (t—i)y(t—i)| . (6.36)
i=0 =0

Oszacowanie macierzy kowariancji szumu tworzacego moze zosta¢ wyznaczone za pomoca wWzoru:

iy

N—
PultN) = 5 3 [yl =) = WE = 00 V)] [y =) — W0 = B0 (t, V)

1=

T

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, wielowymiarowy estymator SWLS moze zostaé
przedstawiony w postaci rekurencyjnej. Stosujac notacje:

(N-1

Qt,N)= D>, (t—i)¥y(t—i)|

=0

N-1

q(t,N) =
_'L:O

estymator (6.36) moze zostaé zapisany jako:

-~

6(t,N) =Q '(t,N)q(t, N).

Procedura rekurencyjna estymatora SWLS sktada sie¢ z dwéch krokéw. Najpierw, zestaw danych

uzyty do estymacji wektora parametrow jest rozszerzany o kolejna probke sygnalu wielowymiaro-
wego:
Q(t, N +1) = Q(t — 1, N) + T, (t) T (1),
q(t,N+1) =q(t = L, N) + ¥, (t)y(t), (6.37)
O(t,N+1)=Q '(t, N+ Da(t, N +1).

W drugim kroku nastepuje usuniecie ,najstarszej” probki sygnatu y(t), wchodzacej w sklad prze-
dziatu analizy:

Q(t7N) Q(t’N+1)_‘I’n(t_N)‘I’£(t_N),
a(t,N)=q(t, N +1) — ¥, (t — N)y(t — N), (6.38)
0(t,N) = Q 1(t,N)q(t,N).

Rekursywny algorytm SWLS moze zosta¢ opisany za pomoca zmodyfikowanych rownan wielo-
wymiarowej wersji algorytmu RLS. Zaleta takiego rozwiazania jest redukcja zlozonosci obliczenio-
wej. W takiej formie, pierwszy krok algorytmu SWLS przyjmuje posta¢ formut:

e(t) = y(t) — ¥ (1)8,(t — 1, N),
P(t,N +1)=P(t—1,N) — P(t — 1, N)®,(¢t) [Im TP — 1, N) (1) x
WPt~ 1, N),
~9

0,(t,N+1) =6, (t —1,N) +P(t, N + 1), (t)e(t).
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Drugi krok algorytmu jest opisany za pomocg réwnan:

v(t)=y(t—N)— Ol ({t— NG, (t,N +1),
P(t,N)=P(t,N+1)+P(t,N +1)¥,(t — N) [Im — Ol (t— N)P(t, N+ 1)¥,(t — N) T
It - N)P(t,N +1),

0,(t,N) = 0,(t, N + 1) — P(t, N)¥, (t — N)u(t).

EWLS

Wielowymiarowy estymator EWLS o stalej zapominania \ przyjmuje postac:

—1

t—1 t—1
0.(1) = | D N®, (t —i) T (t —i) SN, (E—d)y(t—i)| . (6.39)
i=0 =0

Oszacowanie macierzy kowariancji szumu tworzacego moze byé¢ wyznaczone za pomoca formuty:

Pl = 115 S [yt = = 8a0)] [yie - - T - 08.(1)] .

gdzie wielko$é L(t) jest efektywna szerokoscia okna (6.25).

Stosujac oznaczenia:

oraz zauwazajac, ze:

Q(t) = AQ(t — 1) + W, ()T (1),
q(t) = Aq(t — 1) + ¥, (t)y(1),

wielowymiarowy estymator EWLS (6.39) moze zostaé¢ przedstawiony w postaci rekurencyjnej:
e(t) = y(t) =, (10, (t — 1),

—1
[P(t —1) = P(t - )T, O)TTOP(t — 1) AL, + T ()P (t — 1)%@)} } ,

z warunkami poczatkowymi:

/B\n (O) = 0p2p,
P(0) = 6L,2,,,

gdzie d jest stala o duzej wartosci (np. § = 10%).
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6.4.3 Algorytmy drabinkowe

Wielowymiarowa wersja unormowanego algorytmu drabinkowego (6.29) jest opisana za pomoca
zestawu réwnan [13]:

P(t)=P(t—1)+y(t)y" (t)

eo(t) = mo(t) = P(t) "2y (1)
fori=1,...,min{n,t} do

Ri(t) = [T — eca(0e7 (0] Rult = 1) [Tyt = Dy (6= 1)] " +
g1 (t)m_,(t—1)

©lN

_ _ 1 _ (6.40)

Lo~ Ki(t = DRI (= 1)] 7 i1 (0) = Ki(t = m,_y (= 1)

El(t) =
\/1 =i (t =1,y (t—1)

[Im Kt - DRT(t — 1)} o [nH(t 1) —Ki(t—1ei(t — 1)}

n;(t) = T
VI—el(t—Delt—1)
end

z warunkami poczatkowymi

60(0) = 770(0) = O,
Ki(0) = Opsm, i=1,...,n,
P(0) = 4L,
gdzie ¢ jest malg liczba dodatnia.

Wielowymiarowa wersja unormowanego estymatora drabinkowego z przesuwnym oknem (6.30)
o dhugosci N jest opisana za pomoca formut:

Pt)=Pt—1)+y(t)y (t) —y(t—N-1)y" (t—N-1)
Eo(t) = o (t) = P(t) " 2y(t)

Eo(t) = no(t) = P(t) 2y(t— N)

fori=1,...,min{n,t} do

() = G [t = 1), 77, (£ = 1), &1 (1)

Ki(t) = F [Ki(t =107, (t = 1).810)|

=
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z warunkami poczatkowymi:

€0(0) = 1o(0) = €0(0) = 7y(0) = O,
K;(0) = Ki(0) = Oposm, i=1,...,10,
P(0) = 6L,

gdzie § jest matlg liczbg dodatnia.

Wielowymiarowa wersja unormowanego estymatora drabinkowego z zapominaniem wykladni-
czym, o stalej zapominania A jest opisana za pomoca réwnan (6.40), z ta réznica, ze pierwsze
réwnanie przyjmuje postac:

P(t) = \P(t — 1) +y(t)yT (t).

6.5 Metody wyboru rzedu modelu oraz pasma estymacji

W procesie identyfikacji niestacjonarnych proceséw stochastycznych wartosci dwéch istotnych
parametréw musza zosta¢ odpowiednio dobrane. Tymi parametrami sg rzad estymowanego modelu
oraz szerokos¢ okna analizy danych, nazywana pasmem estymacji. Rzad estymowanego modelu
(czyli liczba parametréw opisujacych model autoregresyjny) jest bezposrednio zwiazany z ksztaltem
widmowej gestoéci mocy. Jezeli rzad modelu jest zbyt niski (rzad niedoszacowany), estymowana
charakterystyka widmowa moze nie zawiera¢ istotnych sktadowych, znajdujacych sie w charakte-
rystyce rzeczywistej. Z kolei jezeli rzad modelu jest zbyt wysoki (przeszacowany), w estymowanym
widmie moga wystepowaé dodatkowe sktadowe, ktore nie wystepuja w widmie rzeczywistym. Na
rysunku 6.2 przedstawiono przyktadowe charakterystyki widmowe, otrzymane w przypadku niedo-
szacowania i przeszacowania rzedu modelu.

Odpowiedni wyboér pasma estymacji pozwala na uzyskanie kompromisu pomiedzy obciazeniem,
a wariancja estymowanych wartoéci parametréw modelu. Przykladowo, gdy parametry sygnatu
zmieniaja sie w sposéb gwaltowny, niewielka warto$¢ pasma estymacji powoduje, ze estymowane
wartosci cechuja sie malym obciazeniem, ale za to duzg wariancja. Gdy pasmo estymacji przyjmuje
duza wartosc¢, efekt jest przeciwny. Na rysunku 6.3 zobrazowano opisana sytuacje. Gdy stopien
niestacjonarnosci zmienia sie¢ w czasie, rozsadnym rozwiazaniem wydaje si¢ wybor zaréwno rzedu
modelu jak i pasma estymacji w sposéb adaptacyjny.

Problemy wyboru pasma estymacji oraz rzedu estymowanego modelu zwykle rozpatrywane
byly oddzielnie. Do najpopularniejszych metod wyboru rzedu estymowanego modelu naleza me-
tody oparte na kryterium informacyjnym Akaikego (AIC, ang. Akaike Information Criterion) [1],
kryterium konicowego bledu predykcji (FPE, ang. Final Prediction Error) [4], kryterium Schwa-
rza (BIC, ang. Bayesian Information Criterion) [39] oraz kryterium Rissanena [38]. Rozszerzone
wersje AIC oraz BIC dla sygnaléw niestacjonarnych zostaly opisane w pracach [26] oraz [29].

(@ (b) (©

Rysunek 6.2: (a) Przykladowa rzeczywista widmowa gestosé mocy oraz jej estymata, gdy rzad
modelu jest (b) niedoszacowany oraz (c) przeszacowany.
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Rysunek 6.3: Przykladowa trajektoria sledzenia wartosci parametru w przypadku jej skokowej
zmiany, gdy pasmo estymacji ma (a) duza oraz (b) mala wartosé.

W przeciwienstwie do problemu wyboru rzedu modelu, wybér pasma estymacji jest problemem
zbadanym w znacznie mniejszym stopniu. Jedna z metod, ktéra zyskala uwage w ostatnich la-
tach jest metoda oparta na analizie przedzialéw ufnosci ICI (ang. Intersection of the Confidence
Intervals) [16].

6.5.1 Metody wyboru rzedu modelu
Kryterium informacyjne Akaikego

Kryterium informacyjne Akaikego zostalo zaproponowane w pracy [1]. W przypadku sygnatéw
stacjonarnych kryterium przyjmuje postac:

AIC,, = Nlnp,, + 2n — min,

gdzie N jest dlugodcig segmentu danych, n jest rzedem estymowanego modelu, a p,, jest oszaco-
waniem wariancji szumu tworzacego.

Opisana w pracy [29] rozszerzona wersja kryterium AIC dla sygnaléw niestacjonarnych przyj-
muje postac:

AIC, (t) = L(H)Inp,(t) + — min, (6.41)

gdzie L(t) jest efektywna, a M (t) réwnowazna szeroko$cia okna.

Jedna z istotnych wlasciwosci kryterium AIC jest fakt, iz wykazuje ono tendencje do przesza-
cowywania rzedu modelu, tj. jezeli ng oznacza rzeczywisty rzad modelu, to w warunkach stacjo-
narnosci prawdopodobienstwo wyboru rzedu n > ng nie dazy do zera wraz ze wzrostem liczby
realizacji. Niemniej jednak kryterium AIC sprawdza sie bardzo dobrze jesli chodzi o odrzucanie
modeli o rzedach nizszych niz ng [1].

Wielowymiarowa wersja kryterium (6.41) przyjmuje postaé:

2nm?2L(t)

MAIC(t) = L(t)n [detp, ()] + =7

— min,

gdzie p,, (t) jest oszacowaniem macierzy kowariancji szumu tworzacego m-wymiarowego sygnalu
autoregresyjnego.
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Kryterium koncowego bledu predykcji

Kryterium koricowego bledu predykeji [4] jest zdefiniowane nastepujaco:

FPE, = E{ [g(t) - ¢n(t)§nr } — min, (6.42)

gdzie §(t) jest zestawem danych niezaleznym od danych, na podstawie ktérych przeprowadzona
zostala identyfikacja modelu 6,,.

Wielko$é (6.42) moze zostaé wyrazona za pomoca formuly:
1+ 2

T

FPE,, = Prn — min,

a jej rozszerzenie dla sygnaléw niestacjonarnych [29] przyjmuje postac:

1 + _n__
FPE,(t) = 1_7M£ﬁn(t) — min. (6.43)
M (D)

Wielowymiarowa wersja kryterium (6.43) wyrazona jest wzorem [2]:

1+ mn_ ™
MFPE, (t) = 1_1\,{};)] detp,, () — min.
M(0)

Kryterium Schwarza

Bayesowskie kryterium informacyjne Schwarza dla sygnaléw stacjonarnych [39] jest opisane za
pomoca formuty:

BIC,, = %lnﬁn + glnN — min.
W pracy [26] zostalo opisane kryterium BIC dla sygnaléw niestacjonarnych:
BIC,,(t) = ?mﬁn + glnL(t) — min. (6.44)
Wielowymiarowa wersja kryterium (6.44) przyjmuje postaé:

2
m;z InL(t) — min.

MBIC,,(t) = %t)ln [detp,,] +

Kryterium Rissanena

Zaproponowane w pracy [38] kryterium MDL (ang. Minimum Description Length) dla sygnaléw
stacjonarnych wyrazone jest za pomoca wzoru:

MDL,, = Nlnp,, + nlnN — min. (6.45)
Obok kryterium (6.45), Rissanen zaproponowal réwniez kryterium PLS (ang. Predictive Least
Squares) oparte na sumie kwadratéw bledéw jednokrokowej predykeji:

N

PLS, = Y [y(t) = Gu(tlt — 1)]” — min,
t=n-+1

gdzie

~

Un(tlt = 1) = @y ()0 (t — 1).
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6.5.2 Metody wyboru pasma estymacji
Metoda oparta na analizie przedzialéw ufnosci

Metoda oparta na analizie przedzialéw ufnosci zostala opisana m. in. w pracy [41]. Zostala
ona opracowana dla przypadku estymacji skalarnego parametru 6(t). W kontekscie wyboru pasma
estymacji metoda ta polega na znalezieniu takiej wartosci pasma x, aby zminimalizowa¢ $rednio-
kwadratowy blad estymacji:

o~

E[o() - 07lm(t)]2 s min,

gdzie é\nm(t) jest oszacowaniem parametru 6(¢) dla pasma estymacji .

Niech K bedzie zbiorem mozliwych wartosci pasma estymacji:
K= {K?s|/€s =akKs—1, s=1,..., Smax}a

gdzie o > 1, kg > 0 oraz ks > Kks—1. W ogdlnym przypadku optymalna warto$é pasma estymacji
Kopt Nie jest réwna zadnej wartoéci ze zbioru K. Niech x4+ € K bedzie wartoscia pasma estymacji
zblizona do wartosci optymalnej Kopt, tj.

Rgt+ =~ Ropt-
Wartosé kg+ moze zostaé¢ zapisana w postaci:
kst = &P Ropt,

gdzie p przyjmuje wartos$¢ bliska zeru.

Niech B(t, ks) bedzie obciazeniem estymatora an‘s(t). Nieobciazone oszacowanie

~

9n|s(t) - B(t7 KJS)

jest zlokalizowane wokdl prawdziwej wartosci 6(t), stad mozna zapisaé nieréwnosé:

~

0(t) = (0n)s(t) = B(t, k5))| < do(ks),

gdzie wielko$¢ o(ks) jest Srednim odchyleniem standardowym estymatora é\n‘ S(1).
Dla kazdej wartosci ks € K mozna zdefiniowaé przedzialy ufnosci postaci D; = [Ls, Us], gdzie
Ly = 0,5 — (6 + Ad)o(ks),
Us = Unls + (6 + A(S)U(HS).

Wielkoéé é\n‘s(t) jest oszacowaniem 6(t), otrzymanym dla wybranego parametru xk = k.

Dla malych wartosci k, gdy s < s, obciazenie estymatora przyjmuje niewielkie wartosci, stad
0(t) € Ds. Zachodzi wtedy:

Ds—l N Ds 7é @,
gdyZ co najmniej jedna wartoéé (0, (t)) nalezy do obu przedzialéw ufnosci. Dla s > s wariancja
jest niewielka, natomiast obciazenie estymatora przyjmuje duze wartosci, dlatego tez zawsze istnieje

taka warto$é s, dla ktorej zachodzi:

D5,1 N DS = (Z)
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Warto$¢é parametru Ad moze zostaé wybrana w taki sposéb, aby najwieksza wartosé s, dla
ktoérej przedzialy ufnoéci Ds_; oraz D, maja czeéé wspdlna, wynosita s = sT. Wtedy, przeciecie
przedzialéw ufnoséci Ds_1 oraz Dg, ktére wystepuje kiedy:

Opjs 1 () = O s ()| < (6 + A8) [o(hs—1) + o (k)] ,

stuzy jako wskaznik tego, iz s = s, tj. ks & Kopt. Metody wyboru wartosci parametréw d§, Ad
oraz p zostaly opisane m. in. w pracy [41].

Na rysunku 6.4 zilustrowano przykladowe funkcje gestosci rozktadéw prawdopodobiefistwa osza-
cowan 0,,,(t) dla réznych wartosci xs [41].

Rysunek 6.4: Przykladowe funkcje gestosci rozktadéw prawdopodobieristwa oszacowan @L‘ s(t) dla
réznych wartosei kg [41].
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Rozdziat 7

Dwukierunkowy algorytm
drabinkowy z zapominaniem
wykladniczym

Wprowadzenie

Opisane w rozdziale 6 metody identyfikacji niestacjonarnych proceséw autoregresyjnych oparte
sa na postulacie lokalnej stacjonarnosci analizowanego sygnatu. Ich dzialanie jest zwykle satysfak-
cjonujace w przypadkach, gdy charakterystyki procesu zmieniaja si¢ wolno w czasie. Metody te
moga jednak dzialaé¢ niezadowalajaco, gdy charakterystyki procesu zmieniaja sie w sposéb gwal-
towny (np. skokowe zmiany parametréw).

Zaproponowane w niniejszym rozdziale podejscie, oparte na laczeniu wynikéow otrzymanych
na drodze dwukierunkowej analizy umozliwia uzyskanie dokladniejszych oszacowan parametréow
sygnalu takze w przypadku wystepowania ich gwaltownych zmian.

7.1 Wariant jednowymiarowy

7.1.1 Analiza dwukierunkowa

Jezeli dany jest sygnal y(t), ¢ = 1,...,N, to analiza dwukierunkowa sygnalu y(¢) polega na
jego niezaleznym przetwarzaniu za pomoca tej samej metody, w kierunku od pierwszej prébki
y(1) do probki ostatniej y(N) oraz w kierunku od probki ostatniej y(IN) do prébki pierwszej y(1).
Analiza sygnalu rozpoczynajaca sie od prébki y(1) bedzie nazywana lewostronna, natomiast analiza
rozpoczynajaca sie od préobki y(N) bedzie nazywana analiza prawostronna. Analiza dwukierunkowa
zaklada znajomosé pelnej historii przetwarzanego sygnatu y(¢). Takie przetwarzanie sygnalu jest
nazywane przetwarzaniem w trybie offline.

Stacjonarny w szerszym sensie sygnal y(t) opisany za pomoca modelu autoregresyjnego rzedu

y(t) = Z ai,ny(t - Z) + U(t)v
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ma nastepujaca réwnowazng reprezentacje w czasie odwrotnym:

y(t) = ainy(t+1)+n(t),

i=1
gdzie n(t) jest szumem bialym réznym od v(¢), ale o takiej samej wariancji:
var [v(t)] = var [n(t)] = pn.
Roéwnowazno$é powyzszych reprezentacji mozna pokazaé analizujac sygnal g(¢) postaci:
§(t) = y(N —t+ 1),
Poniewaz sygnal y(t) jest stacjonarny, prawdziwe jest:
rg(r) =E[§t)gt —7)] =E [yt — N+ 1yt — N +1+7)]
=ry(=7) = 1y (7),

gdzie 7 = 0,1,... jest przesunieciem czasowym. Roéwno$é (7.1) pokazuje, ze sygnaly y(t) oraz
g(t) maja te sama funkcje autokorelacji, a zatem opisane sa za pomoca tych samych réwnan Yule-
Walkera.

W dalszych rozwazaniach réwnowazne reprezentacje zestawéw oszacowan parametréw analizo-
wanego sygnalu, otrzymane w wyniku lewostronnej identyfikacji parametrycznej, beda zapisywane
w nastepujacy sposob:

(7.1)

o sekwencja oszacowan wspdélczynnikéw autokorelacji:
ﬁ;(t) ={r (t,0),7 (t,1),...,7 (t,n)},
 oszacowanie wariancji sygnatu y(¢) i zestaw wspélezynnikéw odbicia:
Oy (1) = {F(£,0), k7 (1), ..., ky (1)}

W analogiczny sposéb beda zapisywane oszacowania parametréw, otrzymane w wyniku analizy
prawostronnej:

o~

RE(t) ={7"(t,0),7 (,1),...,7 (t,n)},

n

Qi (t) = {77 (£, 0),k{ (1), kit (1)}
Dodatkowo, zbiér oszacowan wspoélczynnikéw autoregresji oraz wariancji szumu tworzacego bedzie
przedstawiany w nastepujacy sposob:

Po(t) = {a1.0(t), ... Gnm(t), Pu(t)}.

7.1.2 Dwukierunkowy algorytm najmniejszych kwadratéw z zapomina-
niem wyktadniczym

Oszacowania wspélezynnikéw autoregresji i wariancji szumu tworzacego w danej chwili czasu
t moga zosta¢ otrzymane za pomoca dwukierunkowego algorytmu najmniejszych kwadratow z
zapominaniem wykladniczym:

A 0 (1) v )
Gue() = | 1| =argmin > welt =) [y(0) — L ()6

n
~

an,nl‘n’(t) = (72)

~

N 2
Z)\n\w(t) = L.,Tl(t) Zwﬂ'(t - z) [y(@) - @Z(i)en\w(t)} s
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gdzie wielko$¢:

, AT dla i<t
w’f(t_z)_{ AN odla P>t (73)

opisuje dwustronne okno wykladnicze, m = (A,-, Ao+ ) oznacza pare zlozona z lewostronnej i pra-
wostronnej stalej zapominania 0 < A+ < 1, a wielkos¢:

Le(t) = > weli) (7.49)

oznacza efektywna szerokos$¢ okna, inaczej nazywana efektywna pamiecia algorytmu.

Ze wzgledu na to, ze stopienn niestacjonarnoéci analizowanego sygnatu zwykle jest nieznany
i zmienny w czasie, w praktyce stosuje sie czesto podejscie oparte na réwnoleglej identyfikacji para-
metrycznej dla réznych wartodci stalych zapominania m = (Ac—, Ag+), Au—y At = {A1,..., A }.

) Kmax

W pracy [33] pokazano, ze jezeli zmienny w czasie wektor parametréw moze byé opisany jako
proces losowy o przyrostach ortogonalnych, to dwukierunkowe okno wykladnicze daje najlepsze
oszacowania parametréw w sensie Sredniokwadratowym spos$réd wszystkich symetrycznych okien.
Mimo, iz rezultaty zostaly otrzymane dla problemu parametrycznej identyfikacji filtrow o skon-
czonej odpowiedzi impulsowej FIR, to jakosciowe konsekwencje otrzymanych wynikéw wydaja sie
bardziej ogdlne.

Rozwiazanie algorytmu (7.2) mozna zapisa¢ w postaci:

1
N N
O (t) = Z wr(t — i) on (i) ok () Z wr(t —1)y(i)pn (i)

W przeciwienstwie do ,klasycznego” algorytmu najmniejszych kwadratéw z zapominaniem wyktad-
-1

niczym (6.23) warto$é macierzy {Zf\il W (t — 1) (i)l (z)} , podobnie jak warto$¢ oszacowania
wariancji szumu tworzacego pn|(t) nie moga zostac obliczone w sposéb rekurencyjny. Z tego po-
wodu przedstawiony algorytm cechuje sie duzg zlozonoscia obliczeniowa. Poza tym, podobnie jak
w przypadku algorytmu najmniejszych kwadratéw z zapominaniem wykladniczym, algorytm (7.2)
réwniez nie daje pewnosci, ze otrzymany model jest stabilny. Ta wada jest istota z punktu widzenia
estymacji widmowej gestosci mocy. Jezeli jedno badZ wiecej zer wielomianu charakterystycznego
znajduje sie poza okregiem jednostkowym, warto$¢ widmowej gestosci mocy jest szacowana w
oparciu o niestabilny model, co czyni procedure estymacji niezgodna z zatozeniami.

7.1.3 Dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wyktadni-
czym

Problem estymacji parametréw modelu autoregresyjnego przy uzyciu algorytmu (7.2) moze zo-
sta¢ rozwiazany za pomoca podejscia opartego na zastosowaniu dwéch algorytméw drabinkowych z
zapominaniem wykladniczym: lewostronnego i prawostronnego. W przeciwienstwie do algorytmu
(7.2) takie rozwiazanie gwarantuje stabilno$¢ modelu w kazdej chwili czasu. Poza tym, algo-
rytmy drabinkowe moga zostaé przedstawione w postaci rekurencyjnej zaréwno wzgledem czasu, jak
i wzgledem rzedu, co znacznie redukuje ich ztozono$é obliczeniowa.

Dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wyktadniczym moze zosta¢ opisany w
4 krokach:

o oszacowanie wspolczynnikéow odbicia,
e oszacowanie wspotczynnikéw autokorelacji,
o fuzja modeli,

e wybor najlepiej dopasowanego modelu.
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Oszacowanie wsp6lczynnikéw odbicia

Niech sygnal y(t) o dlugosci N bedzie fragmentem pojedynczej realizacji procesu niestacjo-
narnego. Niech n = 1,...,nnax Oznacza rzad estymowanego modelu, a kK = 1,..., Kpax Oznacza
indeks pasma estymacji. Pierwszym krokiem dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapomi-
naniem wykladniczym jest uzyskanie dwdch zestawéw (lewostronnych i prawostronnych) oszacowan
wspélczynnikéw odbicia oraz oszacowan wspdlczynnikéw autokorelacji dla zerowego przesuniecia
czasowego na podstawie znajomosci segmentu danych y(t):

OF ()= {FE(L0),FE (0, .. KE (0}, te[LN], (7.5)
To zadanie moze zostaé zrealizowane za pomoca nastepujacego algorytmu rekurencyjnego:
fort=1,...,N do (-)
fort =N,...,1do (+)

P (t) = Aepi (t £ 1) +42(t)
LEt) =N LE(t£1) +1

for n=1,..., min{nmax,t} do (—)
forn=1,...,min{nmax, N =t + 1} do (+)

R () =2 O 1) (7.6)
+Eil(til)\/l [eif_lﬁ(t)r\/l - [nﬁf_m(tﬂ)r
£ ) = 11 (t) Enm(t)njf £
nlk - -
\/1 N {kiln(t)] \/1 - [772E m(ti 1)}
() My (£ 1) %fm(t)ﬁf,un(t)
nlr 5 :
V-] i 0]
end
end

z warunkami poczatkowymi:

€1 (0) = om( ) =0,
eqe (N +1) =g (N +1) =0,
L (0)=L (N+1> 0,
ZIH(O): Z|H(N+1) 0, i=1,. ., Tmax,
Py (0) =pF(N+1) =5,
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gdzie § oznacza staly o niewielkiej wartoéci (np. § = 1072). Wielkogci
t—1
Lo(t) =YL,
i=0
N-—t
LE(t) =" A,
i=0

okredlaja efektywne szerokosci okien adekwatne do wartosci stalych zapominania.

Zmienne pomocnicze sin(t) oraz nflﬁ(t) moga by¢ interpretowane jako unormowane bledy
jednokrokowej predykcji w przéd i w tyl. Warto zauwazyé, ze stala zapominania A, wystepuje
tylko w pierwszych dwéch réwnaniach algorytmu (7.6).

Oszacowanie wspo6tczynnikéw autokorelacji

Kolejnym krokiem dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym
jest konwersja zestawu Qi |H(t) na zestaw lewostronnych i prawostronnych wspotczynnikéw au-
tokorelacji:

RE (6) = {FE(t,0),7E(t, 1), ..., PE(t, nmax) ), t € [1,N]. (7.8)

Nmax|K

Taka konwersja moze zosta¢ dokonana z wykorzystaniem algorytmu rekurencyjnego wzgledem
rzedu, opisanego réwnaniami:

fort=1,...,N do
forn=1,...,Nmax do
- 2
P = (= 5.0 )5, .0
@y () = (1)

n,n|k
fori=1,...,n—1do
a’jtnhi(t) = a;tnfl\n(t) - k\rzﬁn(t)arﬂ;fz nfl\n(t) (79)
end
szﬁli(t) = Zlai:nm(t)/\i:fz\n(t)
end
end

z warunkiem poczatkowym

Do (t) =T (t,0).

W dalszych rozwazaniach wykorzystane zostana macierze zlozone z oszacowan wspolczynnikow
korelacji:

?::et(t, 0) ?:nt(ta 1) ce ?fct(tv nmaX)
: : N ()
7 (¢, Nmax) . rE(t, 1) 7TE(t,0)

7Z racji tego, ze zestawy wspolczynnikéw @n (t) oraz @Z 4 |N(t) opisuja stabilne modele auto-

max|K

regresyjne, macierze W~ |n(t) oraz W:L' |E(t) sa dodatnio okreslonymi macierzami Toeplitza.
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Fuzja modeli

W celu uzyskania dwukierunkowych oszacowan parametréw modelu autoregresyjnego, analo-
gicznych do parametréw modelu (7.2), nalezy dokona¢ polaczenia (fuzji) oszacowanych wielkosci
otrzymanych za pomoca algorytmu (7.6). Zasadniczo, mozliwe jest zastosowanie dowolnej kombi-
nacji statych zapominania m = (k~,x™). Wyb6r wariantu symetrycznego, tj. s~ = k™ spowoduje,
ze polaczone zostang wyniki otrzymane za pomocg algorytmoéw drabinkowych lewostronnego i pra-
wostronnego o takich samych stalych zapominania A,. W przypadku wariantu niesymetrycznego
(k~ # k™) wyniki otrzymane za pomocg algorytmu o wigkszej pamigci beda laczone z wynikami
otrzymanymi za pomocg algorytmu o pamieci mniejszej. Takie podejscie moze byé¢ uzyteczne np.
w przypadku wystepowania naglych zmian wartosci parametrow sygnatu. Przedstawiona metoda
zostala opisana w pracy [32].

Niech IT oznacza zestaw par m = (k~, k1), gdzie K7, kT = 1,..., kmax. Dla kazdej pary 7 € II
macierze W_ (t — 1) oraz Wzma +(t+ 1) moga by¢é polaczone w nastepujacy sposéb:

Nmax |k~

Wil () = i (t)W;maXm— (t—1)+ pst (t)w;tnmx\,ﬁ (t+1),

XlK

gdzie
LE (t+1)
Lo (t—1)+L5 (t+1)

et (t) = (7.10)

lub réwnowaznie

Faltyn) = io (OF (¢ — L) + ps (OFE (¢ + L),

n=20,..., Nmax-

Warto zauwazy¢, ze podobnie jak macierze W - (t—1)iwt

Nmax|kT

(t+1), macierz Wy, | (t)
réwniez jest dodatnio okreslong macierza Toeplitza.

Uzyskane macierze W, |(t), t € [1, N] pozwalaja na otrzymanie zestawu oszacowai wspot-

czynnikéw autoregresji @1 |« (t), . .., n|x(t) i 0Szacowania wariancji szumu tworzacego py|.(t) dla
réznych rzedow n = 1,..., nyax:
,Pn\ﬂ'(t) = {al,nhr(t)a s 7an,n|7\'(t)7 ﬁn|ﬂ(t)}> te [L N] . (711)

Zestaw parametréw (7.11) moze zostaé¢ otrzymany poprzez rozwiazanie réwnan Yule-Walkera po-
staci:

{1, e s —n e O Wo 28 = | Prn 2 (£),0, .. ,o} . (7.12)
Roéwnania (7.12) moga zostaé rozwiazane za pomocy algorytmu Levinsona-Durbina:

fort=1,...,N do

forn=1,...,nmax do
En|7r(t) _ Tr(t,n) — Z:L:_il Ay g1 (077 (t, 10 — 1)
Pr—1/=(t)
A nf () = K (1)
fori=1,...,n—1do (7.13)
Ainfn(t) = @i (1) = Rifn (i1 (1)
end
P (t) = (1= k51 ()] 1} (8)
end
end
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z warunkiem poczatkowym:

Z)\Olﬂ'(t) = ?ﬂ(ta 0)

Wybér najlepiej dopasowanego modelu

Po wyznaczeniu oszacowan parametréw modelu autoregresyjnego dla réznych rzedéw modelu n
i réznych wartosci par pasm estymacji m nalezy w kazdej chwili czasut = 1,..., N dokonaé¢ wyboru
optymalnych wartosci tych wielkosci. Kryterium wyboru jest oparte o zmodyfikowana wersje kry-
terium koricowego bledu predykeji Akaikego (6.43). Aby zastosowaé to kryterium najpierw nalezy
obliczy¢ zmienne pomocnicze:

t—1
Co(t)=>Y_ NI,
1=0
N—t
CHt)y =) A%
=0

Zmienne C; (t) oraz C,(t) moga zostaé¢ obliczone w sposéb rekurencyjny:
Co(t)=XCr(t—1)+1,
CHt)y=XCH(t+1)+1,

z warunkami poczatkowymi:

C.(0)=CHN+1)=0.

K

Dysponujac wartosciami C}; (t) oraz C7(t) mozemy obliczy¢ réwnowazna liczbe obserwacji dla
wariantu polaczonego m = (K, kT):

[ (1))

M (t) = O+ Ch@) (7.14)
gdzie
Lr(t)=L__(t)+ L} (¢). (7.15)
Wartosci pasma estymacji i rzedu modelu moga zosta¢ wybrane za pomoca kryterium:
{f(t), 7(6)} = {A(t), &~ (1), A" ()} = argmin FPE,(t),
gdzie
FPE,.(t) = W] Prlx(t)- (7.16)
M (t)
Z powodu, iz oszacowania parametréw modelu autoregresyjnego @i i (t),...,ay n|x(t) oraz

Pn|=(t) nie sa funkcjami y(t), wielkosci te moga zosta¢ wykorzystane do obliczenia nieobciazonych
bledow jednokrokowej predykcji:

Ene(t) = y(t) — Z@-,n\n(t)y(f +1).
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W rezultacie, obok kryterium (7.16) optymalne wartosci pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu moga zosta¢ wybrane na podstawie kryterium:

{A(t), 7 (1)} = {A(t), &~ (1), K7 (1)} = arg min PEy| (t),

gdzie

D D

PE(0)= Y [t +0] + 3 [ea0+0] . (717)

i=—D i=—D

a D € [20,50] okresla szerokosé lokalnego okna decyzyjnego [t — D, t + D], zlokalizowanego wokot
prébki o indeksie t.

Fuzja modeli - wariant uproszczony

Opisana wczesniej fuzja modeli opierala sie na polaczeniu lewostronnych i prawostronnych osza-
cowan wspotczynnikéw autokorelacji. Takie podejécie gwarantuje stabilnosé otrzymanych pdzniej
modeli autoregresyjnych. Zamiast taczenia oszacowan wspoélczynnikow autokorelacji mozna réw-
niez zastosowaé potaczenie lewostronnych i prawostronnych oszacowan wspétczynnikéw odbicia,
otrzymanych za pomoca algorytméw drabinkowych. Taka procedura réwniez gwarantuje stabil-
nos¢ modeli, a dodatkowo redukuje zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu estymacji. Oszacowania
wspdélczynnikéw odbicia otrzymane w pierwszym kroku opisanego algorytmu moga zostaé¢ pota-
czone za pomoca formut:

Fenj () = pe (B, (£ = 1) + g (k] (£ 4 1),
P (t,0) = ()7, _(t = 1,0) + py ()75 (¢ + 1,0).

Z uwagi na to, iz wspélczynniki En|7r(t) sa liniowymi kombinacjami wspoélczynnikéw E;‘H_ (t—1)

i E:Jw (t 4+ 1) prawdziwe jest, ze

En‘,r(t)‘ <1, te[l,N],

tj. modele

~

Qn"ﬂ'(t) = {?ﬂ'(t’ 0)7E1|7T(t)’ s 77€\’I’L|7T(t)}7 te [17 N] )

n=1,..., Mmax

sg stabilne w kazdej chwili czasut =1,..., N.
Opierajac si¢ na zestawie parametrow @n‘ﬁ(t) mozna wyznaczy¢ oszacowania wspolczynnikéw
modeli autoregresyjnych za pomocs nastepujacego algorytmu rekurencyjnego:
fort=1,...,N do

forn=1,...,nmax do

-~

ﬁn,‘fr(t) = [1 - ka|7‘r(t)]b\n—l|ﬂ'(t)

EL\n,n|ﬂ'(t) = k’I’LIﬂ'(t)
fori=1,...,n—1do

o~
~

ai,n\ﬂ(t) = ai,n—lh’(t) - ki\ﬂ(t)an—i,n—l(t)
end
end

end
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z warunkiem poczatkowym:

Z)\Olﬂ'(t) = ?ﬂ'(tv 0)

Podobnie jak w kroku nr 4 opisanego algorytmu, optymalne warto$ci pasma estymacji i rzedu
modelu moga zosta¢ wybrane na podstawie kryterium koricowego bledu predykeji (7.16).

7.1.4 Wariant uwzgledniajacy prébke ,,centralng”

W opisanym dwukierunkowym algorytmie drabinkowym oszacowania parametréw modelu au-
toregresyjnego w kazdej chwili czasu ¢ nie zaleza (w deterministycznym sensie) od ,centralnej”
prébki sygnatu y(t). Mozna dokonaé niewielkiej modyfikacji przedstawionego algorytmu w taki
sposéb, aby oszacowania parametréw modelu byly zalezne (w deterministycznym sensie) od prébki
scentralnej”. Metoda w takim wariancie zostala opisana w pracy [34]. Modyfikacja metody dotyczy
kroku, w ktorym nastepuje wyznaczenie oszacowan dwukierunkowych wspélczynnikéw autokore-
lacji:

Ronn(t) = {P (,0), 7 (8, 1)+ o, T (M) }
ktére moga zostaé otrzymane za pomoca formuty:
Tr(t,n) = pr ()7 _(t,n) + [1 - ,uw(t)] ﬁ+ (t,n), n=0,1,...,nmax,
gdzie
L__(t)

pr(t) = ma (7.18)

a zmienne LT, (t) sa efektywnymi szerokosciami okien (7.7).

Dysponujac oszacowaniami wspétczynnikow ﬁnmxh(t), mozemy wyznaczy¢ zestaw oszacowan
parametréw ﬁn‘ﬂ(t) za pomoca algorytmu (7.13).

7.2 Wariant wielowymiarowy

7.2.1 Analiza dwukierunkowa

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, dwukierunkowa analiza wielowymiarowego sy-
T . . . .
gnalu y(t) = [yl(t), ey Ym (t)] , t € [1, N] polega na jego niezaleznym przetwarzaniu z wykorzy-
staniem tej samej metody, rozpoczynajac od pierwszej probki y(1) i koficzac na prébce ostatniej
y(N) oraz w kierunku odwrotnym.

Jak zapisano w rozdziale 3.2.1, kazdemu stacjonarnemu wielowymiarowemu sygnalowi autore-
gresyjnemu, opisanemu modelem rzedu n:

y(t) = Z Ai,nY(t - Z) + V’ﬂ(t)a

i=1

odpowiada réwnowazny model:

y(t) =Y Biny(t+1i) +m,(t).

i=1

W dalszej czeSci pracy, analogicznie do przypadku jednowymiarowego, reprezentacje oszacowan
macierzy parametrow analizowanego sygnalu wielowymiarowego, otrzymane za pomoca lewostron-
nych metod identyfikacji, beda oznaczane nastepujaco:
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o sekwencja oszacowan macierzy wspotczynnikéw autokorelacji:
Ry (1) = {R™(t,0),R™(t,1),...,R™(t,n)},

o oszacowanie macierzy kowariancji sygnaltu y(t) i zestaw macierzy wspélczynnikéw odbicia:

~

Q, () ={R"(t,0),K{ (t),.... K, (t)}.
Z kolei prawostronne zestawy oszacowan macierzy parametréw beda zapisywane jako:

RE(t) = {RT(£,0),RT(t,1),...,R*(t,n)},

Of (1) = {R*(t,0),K{ (t),..., K} (t)}.

n

Dodatkowo, zestaw oszacowan macierzy wspélczynnikéw autoregresji oraz macierzy kowariancji
szumu tworzacego bedzie przedstawiony w postaci:

,ﬁn(t) = {;&l,n(t)? e :&n,n(t% /F\’n(t)}

oraz rownowaznie

ﬁ;(t) = {ﬁl,n(t)7 s aﬁn,n(t)v a'n(t)}'

7.2.2 Dwukierunkowy algorytm najmniejszych kwadratéw z zapomina-
niem wyktadniczym

Oszacowania macierzy parametrow wielowymiarowego modelu autoregresyjnego w danej chwili
czasu t, t € [1, N] moga zosta¢ otrzymane za pomoca wielowymiarowej wersji dwukierunkowego
algorytmu najmniejszych kwadratéw z zapominaniem wykladniczym (7.2):

Alnin(®), - Ay ()} = i
{ 1,n|7r( )a ) n,n|7r( )} arg {AlnrfllflAnn}

N

S wa(t—i) [y(i) =Y Ayt —i)| |y(i) =Y Ayt —i)|,

i=1 = =

— T

Z (t—1) y(i)—z&,n(t)Y(t—i) Y(i)—zf‘xi,n(t)Y(t—i) ,

pn|7r

gdzie w, (t—1) sa wsp6lezynnikami okna wykladniczego (7.3), m = (Ax—, Ax+) Oznacza pare zlozona
z lewostronnej i prawostronnej stalej zapominania 0 < A.+ < 1, a wielko$¢ L, (t) jest efektywna
szeroko$cia okna (7.4).

Wektor oszacowan macierzy wspélczynnikdw regresji:

-~ ~ ~ T
B (1) = veel [[Arnia(®)] . [Ap i (D] 1,

otrzymany za pomoca algorytmu (7.19) przyjmuje postac:

Podobnie jak w przypadku wersji jednowymiarowej, ani macierz [Zfil we(t — z)\Iln(z)\IIZ(z)}
ani macierz kowariancji szumu tworzacego p,, . (t) nie moga zosta¢ obliczone w sposéb rekurencyjny,

co czyni procedure zlozona obliczeniowo. Dodatkowo, algorytm (7.19) nie daje gwarancji stabilnosci
otrzymanego modelu autoregresyjnego.
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7.2.3 Dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wyktadni-
czym

Oszacowania macierzy parametréw modelu, otrzymanego za pomoca algorytmu (7.19) moga
zostaé uzyskane za pomoca algorytmu opartego na kombinacji wynikéw otrzymanych za pomoca
lewostronnego i prawostronnego wielowymiarowego algorytmu drabinkowego. Takie rozwiazanie
zapewnia stabilnosé otrzymanych modeli w kazdej chwili czasu, a dodatkowo algorytm moze zostaé
przedstawiony w postaci rekurencyjnej, co zmniejsza ztozonosé obliczeniowa metody.

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, wielowymiarowa wersja dwukierunkowego algo-
rytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym moze zostaé opisana w 4 krokach:

e oszacowanie macierzy wspélczynnikéw odbicia,
e oszacowanie macierzy wspélczynnikéw autokorelacji,
o fuzja modeli,

o wybdr najlepiej dopasowanego modelu.

Oszacowanie macierzy wspoélczynnikéw odbicia

Niech wielowymiarowy sygnal y(t) = [yl(t), ey Ym (t)] r , t=1,..., N bedzie fragmentem po-
jedynczej realizacji wielowymiarowego procesu niestacjonarnego. Niech wielkosci n = 1,...  npax
ik =1,...,Kmax Oznaczaja odpowiednio rzad modelu i indeks pasma estymacji. Uzyskanie le-
wostronnego i prawostronnego zestawu oszacowan macierzy wspoétczynnikow odbicia i oszacowan
macierzy wspélczynnikéw autokorelacji dla zerowego przesuniecia czasowego:

of () ={RE(t,0),KE (1),....KE | (t)},

Nmax | K 1|k Nmax |K
moze zostaé zrealizowane za pomoca algorytmu rekurencyjnego wzgledem czasu i rzedu:
fort=1,...,N do (—)
fort=N,...,1do (+)
PL(t) = APt £1) +y(t)y" (1)
LEt) =N LEt£1) +1
~ 1
R;t(tv 0) = Pi(t)

LEt) "
ein(t) =M (1) = [Pz y(®)
forn=1,..., min{nmax, t} do (-) (7.20)

forn=1,...,min{nmax, N —t + 1} do (+)
RE. (1) =F[eF (), K

nlk nlk

et =g [sj_m(t), KE (), mp_y, (t+ 1)}

w0 = |y ), [RE 0] e, 0]

end

(t£1), nt  (t+ 1)]

n—1|k

end
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gdzie
F(x,Y,z) = (I, — xxT)%Y(Im - zzT)% +xzT,
(I, — YYT)"2(x — Yz)

V1—2zTz, 7

g(x,Y,z) =

z warunkami poczatkowymi:

e5.(0) = €5 (N +1),

M (0) = (N +1) =0, i =1, anas,
L;(O) = L:(N + 1) =0,

RZ_M(O) = I%;TK(N + 1) =0, i=1,..., Nmax,

P_(0) =P} (N +1) =L,

K

gdzie § oznacza stala o niewielkiej wartosci (np. § = 1072). Wielkodci L, (t) oraz L (t) sa efektyw-

nymi szeroko$ciami okien (7.7). Zmienne pomocnicze sfln(t) oraz nan(t) moga by¢ interpretowane

jako unormowane bledy jednokrokowej predykcji w przéd i w tyt. Podobnie jak w wersji jedno-

wymiarowej, stala zapominania )\, wystepuje tylko w pierwszych dwéch réwnaniach algorytmu
(7.20).

Oszacowanie macierzy wspdélczynnikéw autokorelacji

Konwersja zestawu wspotczynnikow Qril ‘H(t) na zestaw prawostronnych i lewostronnych osza-
max
cowan macierzy wspélczynnikéw autokorelacji:

ﬁfmxlﬁ(t) ={R¥(t,0),REt,1),... ., RE(t numax)}, t€[1,N],

moze zostaé¢ dokonana za pomoca wielowymiarowej wersji algorytmu (7.9):

fort=1,...,N do

forn=1,...,Nmax do

A%, (0= [p2 0] K50 67,00

AL (0 =A%)
]§T:|L:,n|n(t) = V:m(t)

fori=1,...,n—1do

Kfnm(t) = Afnq\n(t) - Aim(t)ﬁii,nqm(ﬂ
:/E\;ii,n\n(t) = :/E\;ii,n—lm(t) - VT:‘L:|n(t)K’riL—i,n—1|n(t)

end
P50 = [ 0] L -%E 0 [R50}
a5.0]" = o7 0] {1 - [R2, 0] KE0)

ﬁfﬁ(t)—i:;&i ORE | ().

Nl

Nl
W=

in|k

end

end
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z warunkiem poczatkowym:
1 1 1
2

pr ()| = |aE.0)|" = [RE®0)]”.
[

W dalszych rozwazaniach wykorzystane zostana macierze zlozone z oszacowan macierzy wspol-
czynnikéw autokorelacji:

RE(t,0) RE(t,1) . RE(t, Numax)
~ T . .
[RiE (1))
e =
Nmax |k . R 5
RE(t,1
—~ T ~ T ~
[R,f(t, nmax)} . [R;{t (t, 1)} R*(t,0)

ktore sa dodatnio okreslonymi macierzami Toeplitza, gdyz zestawy wspolczynnikow @; ) ‘N(t)
oraz Q: _ ‘K(t) opisuja stabilne modele autoregresyjne.
Fuzja modeli

Niech II oznacza zestaw par m = (k~,x"). Dla kazdej pary 7 € II macierze W~ - (t—-1)

oraz W:maxlﬁr (t + 1) moga zostaé polaczone za pomoca formuly:

Wote ) = o (OW, (= 1) () [W 4] (7.21)

gdzie wielkodci 4 (t) sa zdefiniowane wzorem (7.10). Macierz W, () jest dodatnio okreslong
macierza Toeplitza, a jej poszczegdlne bloki przyjmuja postac:

R (t.m) = (DR (L) + (1) [RE ()] (7.22)

W formulach (7.21) oraz (7.22) skladniki Wj;ma . (t) oraz ﬁ; (t,n) sa poddane operacji trans-
pozycji, gdyz stosujac prawostronny algorytm estymacji, lokalna warto$¢ oszacowania macierzy
wspolczynnikéw autokorelacji wynosi:

E [y®y"(t+n)] = Rou(t) = RI (@),

Zestawy oszacowan macierzy wspolczynnikéw autokorelacji oraz oszacowania macierzy kowariancji
szumu tworzacego:

Pair(t) = {ALapn (), Ay (1), P ()}
oraz

n\w(t) = {ﬁl,nhr(t)a ) ﬁn,nh(t)’ a'nhr(t)}

moga zosta¢ wyznaczone poprzez rozwiazanie wielowymiarowych réwnan Yule-Walkera:

L, —Ay () e —A,, (1) W ia(0)
Bowald) . B L,
m ... O, a’n|7r<t)
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Powyzsze réwnania moga zostaé rozwiazane za pomoca algorytmu Whittle’a-Wiggins’a-Robinsona:

fort=1,...,N do

forn=1,...,nmax do
Vn|7r(t) - Rn|7r(t) - Z Ai,n—1|7r(t)Rn—i|7r(t)

W(t) Va?r(tm;i”ﬂ(t)
t) = Ayt
(

(
nn|ﬂ'(t) n\Trt
fori=1,...,n—1do

o~

A, n\‘n’(t) = Kz’,nfl\w(t) - An|7r<t)]/—5’n i,n71|7r(t)
(O =BE (0 -VE AL,

i,n—1|k n|k

n n|m

7,n|
end

Prj(t) = Py (t) — A () V3 (1)
n\ﬂ(t) = a-n—l\ﬂ'(t) - Vn\ﬂ(t)vnhr(t)

Q)

end

end

z warunkiem poczatkowym:

ﬁ0|7r(t) = a-O\ﬂ(t) - ﬁoh—(t)

Wybér najlepiej dopasowanego modelu
Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, optymalne warto$ci pasma estymacji i rzedu

estymowanego modelu moga zosta¢ wybrane stosujac kryterium koncowego bledu predykcji dla
wariantu wielowymiarowego:

@), 7O} = {A(0), ™ (),F" (1)} = arg min MFPE, (1),

gdzie

MFPE, () =

1+ 57 " ~

1,,”(?] det i (1)) (7.23)
- MA(t)

a wielko§é My (t) jest zdefiniowana za pomoca formuty (7.14).

Oprocz kryterium (7.23) optymalne wartodci pasma estymacji i rzedu estymowanego modelu
moga zostaé wybrane stosujac wielowymiarowa wersje kryterium (7.17):

{nE),z@t)} = {nt),x (t),7 (1)} = arg rglnjra det [MPEn‘W(t)] , (7.24)
gdzie
T b T
MPE, | (¢) Z et ) et +a)] + Y el ) e e 0)]
i=—D i=—D
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wielko$é D € [20, 50] okresla szerokosé lokalnego okna decyzyjnego [t — D, t + D], zlokalizowanego
wokot prébki o indeksie ¢, a sflﬂ(t +14) sa bledami jednokrokowej predykeji:

e (1) = y(t) - Z Ay (t—i),

el () =Y(1) =D Biu=(O)y(t +1).
=1

Zamiast kryterium (7.24) mozna réwniez stosowaé kryterium o mniejszej ztozonosci obliczenio-
wej:

{0, 7D} = (A(). 7~ (1), 7 (1)} = argmin tr [MPEnM(t)} .

Fuzja modeli - wariant uproszczony

W uproszczonym wariancie fuzji modeli, lewostronne i prawostronne oszacowania macierzy
wspotezynnikéw odbicia oraz oszacowania macierzy autokorelacji dla zerowego przesuniecia czaso-
wego moga zostaé polaczone za pomoca formut:

~

Koo (t) = no (K5, (0 + (1) [R5 0)]
R (t,0) = p_ ()R (£,0) + ps (R,E (£, 0).

Stosujac nieréwnosc¢ tréjkata dla normy spektralnej otrzymujemy:

~

e [Kage (D] < 12 (O K (0] + 14 (Osmax K, (0] <1,
co pokazuje, ze modele
Qn\fn-(t) = {Rﬂ(t; 0)7 K1|'n’(t)7 s 7Kn\7r(t)}
sa stabilne dla kazdej chwili czasu ¢ € [1, N].

Oszacowania macierzy wspétczynnikéw modeli autoregresyjnych, wyznaczone w oparciu o ze-
stawy parametrow Qnmxh(t), moga zostaé¢ otrzymane za pomoca algorytmu:

fort=1,...,N do

;&z n|7r(t) - ;&z n—l\fr(t) - An|7r(t)]§n—z,n—l|ﬂ'(t)
Bz,n\‘/r(t) =B, n71|7r(t) - Vn|7r(t)Anfz,n71|7r(t)
end
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z warunkiem poczatkowym:

7.2.4 Wariant uwzgledniajacy prébke ,,centralng”

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, mozna dokonaé¢ niewielkiej modyfikacji przed-
stawionego algorytmu w taki sposéb, aby oszacowania parametréw modelu byly zalezne (w determi-
nistycznym sensie) od prébki ,centralnej”. Przedstawiona metoda w wariancie wielowymiarowym
zostala opisana w pracy [35].

W kazdej chwili czasu t macierze oszacowan wspotczynnikéow autokorelacji:

Rl (t) = {Rr (£,0), R (£,1), ..., R (£, i)}

moga zosta¢ wyznaczone za pomocg formuly:

~

R, (t,n) = (R (t,n) + [1 — ()] R (t,0), 1 =10,1,. .., nax,

gdzie wielko$¢ pir(t) jest opisana formula (7.18).
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Metoda usredniania modeli

Wprowadzenie

W procesie rownoleglej estymacji optymalne wartosci zaréwno pasma estymacji jak i rzedu
estymowanego modelu sa zwykle wybierane sposrod pewnych zbioréw mozliwych wartosci. Wybér
konkretnej wartosci estymowanego parametru w oparciu o dane kryterium sprawia, ze ignorowana
jest niepewnosé¢ wynikajaca z procesu decyzyjnego - wybrana wartos¢ rzedu modelu moze by¢
rézna od wartosci rzeczywistej, natomiast wybrana warto$¢ pasma estymacji moze by¢ rézna od
jej optymalnej wartosci.

Podejscie zaproponowane w niniejszym rozdziale, oparte na taczeniu modeli, pozwala na wyko-
rzystanie wszystkich modeli otrzymanych na drodze réwnoleglej identyfikacji. Zamiast wybieraé¢
jeden konkretny model, w kazdej chwili czasu modele otrzymane dla réznych nastaw algorytméw
identyfikacji sa taczone. Procedura taczenia modeli odbywa sie poprzez uéredniane ich parametrow.
Technika ta zostala zaproponowana przez Akaikego w pracy [3].

Optymalne wartos$ci pasma estymacji moga zosta¢ wybrane na dwa sposoby. Pierwszym jest
wybor konkretnej wartosci pasma estymacji, przy uzyciu np. zmodyfikowanego kryterium konco-
wego bledu predykeji. Drugi sposéb polega na taczeniu usrednionych modeli otrzymanych dla
roznych wartosci pasm estymacji.

8.1 Wariant jednowymiarowy

Bayesowskie podejscie do problemu wyboru rzedu modelu

Niech sygnal y(t), t =1,..., N bedzie fragmentem realizacji niestacjonarnego procesu autore-
gresyjnego. Dodatkowo, niech N' = {n,...,nmax} bedzie zbiorem rzedéw estymowanego modelu
oraz K = {K1, ..., Kmax} bedzie zbiorem indekséw okien analizy. Oszacowania parametréow tz)\n‘,g(t)
oraz py|.(t) modelu opisujacego sygnat y(t) moga zosta¢ otrzymane na drodze réwnoleglej analizy
np. poprzez zastosowanie wazonych estymatoréw najmniejszych kwadratéw.

Rozwazmy problem jednokrokowej predykcji sygnatu y(¢) na podstawie znajomosci jego prze-
szlych wartodci Y(t) = y(s), s <t. Optymalny bayesowski predyktor prébki y(t 4+ 1) przyjmuje
postaé [27]:

Mmax

N+ 108) = D (gt + 1[2), (8.1)
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gdzie
T+ 1[t) = QL (t+ 1)B)(t)

oznacza predyktor oparty na modelu autoregresyjnym rzedu n, a p,(t) jest prawdopodobiefistwem
a posteriori wystapienia n wyznaczonym na podstawie znajomosci Y(t). Poniewaz prawdopodo-
biefistwa u,,(t) sa nieujemne:

tn(t) >0, n € [1, nmax] (8.2)

oraz ich suma jest réwna jednosci:

Mmax

Z pn(t) =1,

otrzymane rozwiazanie stanowi liniowa kombinacje predyktoréw wyznaczonych dla réznych war-
tosci n. Formula (8.1) moze byé¢ zapisana w réwnowaznej formie:

Ui+ 1) =@ (t41)0p (1),

gdzie 0 w|x(t) oznacza wektor usrednionych wspétczynnikéw autoregresji:

Mmax

Onpe(t) = D pn (662 (t) (8.3)

) = 7. 0,00 ]

n|k n|k Mmax —

oznacza wektor parametréw modelu rzedu n, rozszerzony o Nmax — N zer.
W analogiczny sposéb mozna otrzymacé usredniong warto$é¢ oszacowania wariancji szumu two-

rzacego:

Mmax

ﬁ/\f\m(t) = Z Mn(t)ﬁn\n(t)- (84)
n=1

Uzyskane wartosci 0 Nk (t) oraz pari.(t) odpowiadaja usrednionemu modelowi rzedu nyax przed-
stawionemu w pracy [3]. Jak pokazano w pracy [3], wspélezynniki wazace u,(t) moga zostaé
wyznaczone za pomoca formuty:

pn(£) oc €= FAICH0),

gdzie wielkosé
AIC,, (t) = tlnp,(t) + 2n

jest kryterium informacyjnym Akaikego [1].

W pracy [26] metoda usredniania modeli zostala wykorzystana w przypadku uzycia wazonych
estymatorow najmniejszych kwadratéow. Dla okre$lonego pasma estymacji k£ parametry usrednio-
nego modelu moga zostaé obliczone w sposéb analogiczny do zaleznosci (8.3)-(8.4):

~ al,nmaxln(t) Nmax N
eNln(t) = = Z Mn|n<t)egz|n(t)’ (85)
n=1

anmaxynmaxl’i(t>


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

8.1 Wariant jednowymiarowy 95

Mmax

n=1

gdzie

P (L) O e~ 3AIC, (1)

oraz wielko$¢:

. 2nL,(t)
AIC,,.(t) = Ls()np, . (t) + ————=
o (8) = L) 1(8) + S
jest uogdlnionym kryterium informacyjnym Akaikego.

Optymalna warto$¢ pasma estymacji moze zosta¢ wybrana za pomocg nastepujacego zmodyfi-
kowanego kryterium koncowego btedu predykcji:

K(t) = argmin FPE},, (), (8.6)
gdzie
. L Sy Dot D07 g (8) g1 () min (7, )
FPE},.(t) = ) J ~ P yn(®) (8.7)
=%
oraz

N (t) = argmin FPE, . (t).

Wyprowadzenie formuly (8.7) znajduje si¢ w pracy [24].

Warto zauwazy¢, ze dla wartodci n < M, (t) zachodzi:

2n

M, (t)
AICnM(t)v

= I (t) +

1
T Lt

co oznacza, ze wybér rzedu estymowanego modelu na podstawie kryterium informacyjnego Aka-
ikego daje w przyblizeniu taki sam rezultat, jak wybor rzedu w oparciu o kryterium koncowego
btedu predykcji.

Dysponujac usrednionym modelem dla okreslonego pasma estymacji mozemy wyznaczy¢ osza-
cowanie widmowej gestosci mocy za pomoca formuty:

a PN K(t)
SN‘K(t? W) = |1 _ anax — |

i=1 ai,nmaxlﬂ(t)efjmp.

Bayesowskie podejscie do problemu wyboru pasma estymacji

Zamiast wyboru konkretnej wartosci pasma estymacji, jego optymalna warto$¢ moze zosta¢ wy-
znaczona na drodze taczenia usrednionych modeli O x|, (), - - -, Opr |, () Otrzymanych dla réznych
wartosci pasm estymacji [31].

Optymalny bayesowski predyktor probki y(t + 1) przyjmuje postaé:

Kmax

Ui+ 1) = D ()Gt + 118), (8.8)

k=1
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gdzie wielkoSci p,(t), & € [1, Kmax] sa prawdopodobiefistwami a posteriori wystapienia x wyzna-
czonymi na podstawie znajomosci Y(t). Podobnie jak w przypadku wielkoSci uy, (t) suma wartosci
prawdopodobieristw p,(t) w kazdej chwili czasu jest réwna jednosci:

Kmax

D) =1,

k=1

ti(t) 20, K € [1, Kmax] -
Predyktor (8.8) moze zostaé zapisany w postaci:

Unvic(t+10t) = of  (t+1)0rc(t),

gdzie

() P
Onic(t) = : = > ()0 (D).
k=1

anmax,nmale(t)

UsSredniona wartos¢ oszacowania wariancji szumu tworzacego moze zostaé obliczona za pomoca
formuty:

Kmax

ﬁNI/C(t) = Z ,U%(t)/p\Nln(t)'

W pracy [30] pokazano, ze wartosci wspolczynnikéw . (t) moga zostaé obliczone za pomoca for-
muty:

_2D41
D 2

ity oc | 3 [+ 0] |

i=—D
gdzie
gNlﬁ(t) = y(t) - @me(t)é/\/m(t - 1)3

a D € [20,50] okresla szeroko$é lokalnego okna decyzyjnego [t — D,t + D] o $rodku w punkcie ¢.

Korzystajac z wyznaczonych parametréw mozemy wyznaczy¢ oszacowanie widmowej gestosci
mocy za pomocy formuty:

~ Pk (t)
S t,w) = ——
N"C( ) 11— Z?:‘lax ‘_li,nmaxllC(t)eﬁsz

Bayesowskie podejsScie do problemu wyboru rzedu modelu i pasma estymacji w kon-
tekscie dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym

Opisana metoda usredniania modeli moze zostaé zastosowana w przypadku uzycia dwukierun-
kowego algorytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym (rozdzial 7). Formuly opisujace
usrednione modele przyjmuja wtedy postaci:

al,nmaXIW(t) Nmax
6)NIW(t) = = Z Mn|ﬂ<t)92|w(t)’
n=1

anmax,nmaxlr(t>
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T
e T
ngT{'(t) = |:9n|7r(t)’ Oz;max*n:| ’

Mmax

n=1

/'l‘n|7'r(t) X e_%AICﬂ‘ﬂ'(t)’

N 2nL,(t)
Cn|ﬂ<t) w(t) npnlﬂ(t) + Mﬂ-(t) )
aanmale(t) Tmax

O (t) = : = > i (t)fnrx (1),

anmax7nmaxln(t) =1
Tmax
pam(t) = D i ()P (1),
T=1
_2D+1
2

gdzie

entn(t) = Y(t) = [P ()] Onn(t = 1)

oraz L. (t) jest efektywna (7.15), a M (¢) réwnowazna (7.14) liczba obserwacji.

8.2 Wariant wielowymiarowy

Niech sygnal y(t) = [yl(t), ey Ym (t)] T, t € [1, N] bedzie fragmentem realizacji m-wymiarowego
niestacjonarnego procesu autoregresyjnego. Oszacowania macierzy parametréw 6,,,, (t) oraz ﬁn‘ﬁ (1)
modelu opisujacego sygnal y(t) moga zostaé¢ otrzymane na drodze réwnoleglej analizy np. poprzez
zastosowanie wielowymiarowych wazonych estymatorow najmniejszych kwadratéw.

Bayesowskie podejscie do problemu wyboru rzedu modelu

Analogicznie do wariantu jednowymiarowego, rozwazmy problem jednokrokowej predykcji m-
wymiarowego stacjonarnego sygnalu autoregresyjnego y(t) na podstawie znajomosci jego prze-
szlych wartosci Y(t) = y(s), s < t. Optymalny predyktor prébki y(¢ 4+ 1) przyjmuje postaé [27]:

Mmax

It + 1) =D pin(6)F gt + 1[2), (8.10)

n=1
gdzie wielkosé
?nh—c(t + 1|t) = \Ilg(t + l)anh{(t)

jest predyktorem opartym na modelu autoregresyjnym rzedu n. Wielkosé u,, () jest prawdopodo-
bienistwem a posteriori (8.2) wystapienia n na podstawie znajomosci Y (t).

Formuta (8.10) moze byé zapisana w réwnowaznej formie:

§N|K(t+1|t) = ‘I’T (t—'_l)éN\n(t)v

Mmax
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gdzie 0 N|x(t) oznacza wektor usrednionych wspétczynnikéw autoregresji:

Mmax

0N| Z Hn

oraz Bn‘ﬁ( ) oznacza wektor parametréw modelu otrzymany dla wartosci rzedu n, rozszerzony w
nastepujacy sposéb:

~a ~

0n|n (t) = Xnﬁnmax 0n|n (t)v

gdzie X, jest macierza ekspansji:

Xn*)nrnax =1,® |: L

O(nmax—n)mxnm)

Usredniona wartosé¢ oszacowania macierzy kowariancji szumu tworzacego przyjmuje postac:

Mmax

pN\ Z /f‘n pn\

Podobnie jak w wariancie jednowymiarowym, wsp6tczynniki wazace uy, (t) moga zosta¢ wyznaczone
za pomocg formuly:

,un(t) x e —1MAIC, (t)

gdzie wielko$é
MAIC,(t) = tln [detp, ()] + 2m*n

jest wielowymiarowa wersja kryterium informacyjnego Akaikego.

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego (8.5), dla danej wartosci pasma estymacji &
parametry usrednionego modelu moga zostaé obliczone nastepujaco:

Mmax

éf\/'ln(t) = Z Nn\n(t)en\n(t)7
n=1

pN| Z :un\ pn|,~c )

gdzie

/~Ln|m( ) x e 2MAICM,‘(:‘,)

oraz wielko§é

Li(t)
M, (t)

MAIC,,.(t) = Lx(t)In [detﬁnlﬁ(t)} +2m*n

jest wielowymiarowa wersja uogdlnionego kryterium informacyjnego Akaikego.

Optymalna warto$¢ pasma estymacji moze zosta¢ wybrana za pomoca wielowymiarowej wersji
kryterium (8.6):

k(t) = argmin MFPE} (),

gdzie
. 1 7 D0 30 phag (D) (H)minGi, )
MFPE}, (t) = 13_ O] detp; (1. (t) (8.11)
M,
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oraz
ﬂ,@(t) = arg IanL%X Hnlr (t) :

Wyprowadzenie formuly (8.11) znajduje si¢ w pracy [23].

Oszacowanie widmowej gestos¢ mocy w oparciu o usredniony model dla okre$lonego pasma
estymacji moze zosta¢ wyznaczone za pomoca Wzoru:

Swis(t,w) = A7 ™, Opr1,c (D)) Py (AT [e7, O (8)]-

Bayesowskie podejscie do problemu wyboru pasma estymacji

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, wybér konkretnej wartoéci pasma estymacji
moze zostaé zastapiony procedura usredniania modeli otrzymanych dla réznych pasm estymacji
[31].

Optymalny predyktor probki y(t + 1) przyjmuje postac:

Kmax

Inc(t+108) = > pe(®)Fas(t + 1]1), (8.12)

k=1

gdzie wielkosci py(t), £ € [1,Kmax] sa wagami (8.9). Formula (8.12) moze zostaé zapisana w
postaci:

Yt +1t) =T (t+1)0nc(t),
gdzie

éNllC(t) = Z ,un(t)é/\ﬂn(t)'

UsSredniona wartos¢ oszacowania wariancji szumu tworzacego moze zostaé obliczona za pomoca
formuty:

Kmax

Paikc(t) = Z Hs (E) Py ()

W pracy [30] pokazano, ze dla przypadku wielowymiarowego warto$ci wspélezynnikéw . () moga
zostac¢ obliczone za pomoca formuty:

_2D+1
2

D
pi(t) o< | det Z sN‘,{(t—&-i)sz\/‘H(t—i—i) ,
i=—D

gdzie

ENl&(t) = y(t) - \I’Zmax (t)é./\/hﬁ(t - 1)7

a D € [20,50] okresla szerokosé lokalnego okna decyzyjnego.

Oszacowanie widmowej gestoéci mocy moze zosta¢ wyznaczone za pomoca formuly:

Swi(t,w) = A7 e, O ()] (AT €7, Opriic (1)
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Bayesowskie podejsScie do problemu wyboru rzedu modelu i pasma estymacji w kon-
tekscie dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym

Formuly opisujace usrednione modele w przypadku uzycia dwukierunkowego algorytmu dra-
binkowego z zapominaniem wykladniczym (rozdzial 7) przyjmuja postaci:

_ Mmax —a

0N|ﬂ'(t) = Z ,u'n|7r(t)0n\7r(t)v
n=1

0,1 (t) = Xnosn O (0),

Mmax

b./\/|7r(t) = Z :un|7r(t)ﬁn\7r(t)>

fnjr (£) ox €~ FMAICn=(0),

L.(t)

MAIC,,(t) YO

L.(t)ln [det’ﬁnh(t)} +2m*n

Tmax

éNlH(t) = Z Uﬂ(t)é/\ﬂﬂ(t)a
=1

Trxnax

ﬁN|H(t) = Z uﬂ(t)/p\./\/|7r(t)7

_2D+1
D

pr(t) oc |det Z smﬁ(t—i-i)s;"{,lﬂ(t—i—i) ,
i=—D

gdzie

y(t) =¥y (D0 (t — 1).

ENl‘ﬂ'(t)
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Rozdziat 9

Wyniki eksperymentow

9.1 Metodologia

W celu uzyskania wiarygodnej oceny skutecznosci opracowanych algorytméw przeprowadzono
testy symulacyjne oparte na wielu realizacjach tego samego procesu stochastycznego. Przygoto-
wano scenariusze symulacyjne zaréwno dla jednowymiarowych jak i wielowymiarowych wariantéw
zaprezentowanych metod. Dla kazdego z wariantéw przygotowano dwa scenariusze symulacyjne.
Pierwszy z nich stuzyt do oceny skutecznosci danego algorytmu w warunkach, gdy parametry ana-
lizowanego sygnaltu zmienialy si¢ w sposob lagodny, a drugi pozwalal oceni¢ skutecznosé¢ metody,
gdy parametry sygnatu zmienialy sie w sposéb gwaltowny.

Do oceny jakosci estymacji widmowej gestoéci mocy dla dowolnych nastaw algorytmu identyfika-
cji w wariancie jednowymiarowym uzyta zostala miara Itakury-Saito (4.5), natomiast w wariancie
wielowymiarowym zastosowano miare wzglednej entropii (4.6). Oprécz tego, do oceny jakosci iden-
tyfikacji uzyto kwadratow bledow oszacowan parametréw. W wariancie jednowymiarowym miara
ta jest zdefiniowana jako:

n

dCE(t) = Z [ai,n(t) - a’i,n(t)]Q’

i=1
natomiast w wariancie wielowymiarowym miara ta przyjmuje postac:

o~

dcn(t) = [0a(0) = 8a(t)] " [8.() ~Ba0)].

Uzyte miary zostaly uérednione po czasie oraz po 100 niezaleznych realizacjach.

9.1.1 Kwestie implementacyjne

Aby zredukowaé zlozono$é obliczeniows przeprowadzonych testéw symulacyjnych, widmowa
gesto$¢ mocy procesu autoregresyjnego rzedu n byta obliczana za pomocs procedury opartej na
szybkiej transformacie Fouriera (FFT, ang. Fast Fourier Transform). W wariancie jednowymia-
rowym widmowa gestosé mocy (3.9) moze zosta¢ wyznaczona za pomoca formuly:

Srrr(wi) = Pn 7
’UFFT,i|
gdzie uppT,; jest i-tym elementem wektora uppr:
uppr = FFT{[1, —aq,...,—an,,0,... 70]1><u3}’
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a ug jest rozmiarem wektora upp. Pulsacja

)
w; = 27—
Us

przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 277}.

W wariancie wielowymiarowym widmowa gesto$é mocy (3.23) moze zosta¢ wyznaczona w ana-
logiczny sposob:

_ -1 -T
SrrT(Wwi) = FFT,iPnUFFT,iv
gdzie Uppr,; jest macierza:
1,1 1,2 1,
Uppri UpRpT,i UppT i
, 2,2 2,m
UppT; UFFT, UppT i
Uppr,i = ) ;
m,1 m,2 m,m
UppTi UFFT,i -+ UFFT,
. ;. ik . . . . , ,
gdzie wartosci u{;’FT,i, J,k=1,...,m sa i-tymi elementami poszczegdlnych wektordw:
n,n .
uFFTfFFT{{ ali,..., ]k,o,...,o}m Y, dla j =k,
1 ,n n,n .
whfy = FET{[0, —a}}", ..., =a}i",0,....0] 1}, dla j#k

. P . j &
Wielkos$¢ uy jest rozmiarem wektora ufip.

W przeprowadzonych symulacjach stosowano rozmiar us = 512 probek.

9.1.2 Scenariusze testowe wariantu jednowymiarowego

Scenariusze symulacyjne dla wariantu jednowymiarowego opieraly sie na polaczeniu czterech
stacjonarnych modeli autoregresyjnych M;, My, M3 oraz M4 o rzedach odpowiednio 2, 4, 6 oraz
8. Wielomian charakterystyczny i-tego modelu M; posiadal ¢ par zer zespolonych sprzezonych
postaci:

2E = 0.995eTM/5 k=1, 14,

ktére odpowiadaly i-temu szczytowi rezonansowemu charakterystyki widmowej filtru 1/4;(z).

Wygenerowany sygnal y(t), t = 1,..., N zawieral okresy opisane za pomocg modeli My, ..., My,
w ktérych byl stacjonarny oraz okresy, w ktorych jego parametry zmienialy sie w czasie. W sce-
nariuszu symulacyjnym o lagodnych zmianach parametréow transformacja z modelu M;_; w model
M; zostata zrealizowana poprzez stopniowe przemieszczanie, ze stata predkosScia, i-tej pary biegu-
néw zespolonych sprzezonych filtru 1/4;(z) z punktu zerowego do punktéw zli potozonych blisko
okregu jednostkowego na plaszczyznie zespolonej. Trajektorie zmian polozenia par biegunéw zo-
staly przedstawione na rysunku 9.1. W przypadku gwaltownych zmian parametréow, model M; byl
natychmiast zastepowany modelem M;_;. Oba scenariusze zostaly pogladowo przedstawione na
rysunku 9.2.
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Rysunek 9.2: Scenariusz symulacyjny z (a) lagodnymi oraz z (b) gwaltownymi zmianami parame-
tréw.

Symulacje zostaly przeprowadzone dla trzech sygnaldéw niestacjonarnych o dlugoséciach odpo-
wiednio N = 2500, N = 5000 oraz N = 10000 prébek. Analiza sygnaléw o réznych diugosciach
pozwolila sprawdzié¢ skutecznosé zaproponowanych metod w warunkach réznych szybkosci zmian
parametréw procesu. Chwile czasu ¢, w ktérych nastapily zmiany parametrow w scenariuszu tagod-
nych zmian, mialy nastepujace wartosci: t; = 2N/10, to = 3N/10, t3 = 5N/10,t4 = 6N/10,t5 =
8N/10, t¢ = 9N/10, a w scenariuszu gwaltownych zmian: ¢7 = 5N/20, ts = 11N/20, tg = 17N/20.
Generowanie sygnatu zostalo rozpoczete N/5 prébek przed chwila czasu t = 1 i zostalo zakoriczone
N/5 prébek po chwili czasu ¢ = N, dzieki czemu bez wzgledu na warto$é pamieci algorytmu
identyfikacja sygnatu mogla zosta¢ rozpoczeta w chwili czasu t = 1 i zakonczona w t = N.

Widmowe gestosci mocy odpowiadajace wygenerowanym scenariuszom testowym dla sygnaltu
o dtugoéci N = 5000 probek zostaly przedstawione na rysunku 9.3.

5000

Rysunek 9.3: Widmowa gesto$¢ mocy odpowiadajaca scenariuszowi symulacyjnemu z (a) tagod-
nymi oraz z (b) gwaltownymi zmianami parametréw dla sygnatu o dlugosci N = 5000 prébek.
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9.1.3 Scenariusze testowe wariantu wielowymiarowego

Scenariusze testowe wariantu wielowymiarowego byly oparte na procesie autoregresyjnym, kté-
rego parametry zmienialy sie w czasie zaréwno w sposéb lagodny jak i gwaltowny. Do wyge-
nerowania procesu postuzono si¢ trzema dwuwymiarowymi (m = 2) modelami niezmiennymi w
czasie o rzedach 2, 6 oraz 10. Modele te zostaly uzyskane na drodze identyfikacji stereofonicznego
sygnatu fonicznego za pomoca lewostronnego algorytmu drabinkowego. W rezultacie otrzymano
nastepujace modele:

. Mll
KO | 09342 —0.1019 | Lo _ [ —0.6701 0.1769
Lt 0.0947  0.9771 1.2 —0.5527 —0.5789 |’
L Mg:
KO _ | 09342 01019 ] o _ [ —0.6701 0.1769
2171 0.0947  0.9771 %27 | —0.5527 —0.5789
KO, | 05521 —0.1935 ) o _ [ 01708 0.1714
#37 | —0.1074  0.3588 247 —0.2756  —0.1789
KO | 01678 —0.2540 | Lo _ [ —0.0316 —0.0097
57| —0.4411 —0.0848 | 726 7 | —0.0038 —0.1596 |’
. Mg:
KO _ | 09342 01019 ] o _ [ —0.6701 0.1769
2171 0.0947 09771 827 —0.5527 —0.5789
KO, | 05521 —0.1935 ) o _ [ 01708 0.1714
37 —-0.1074  0.3588 | 1| —0.2756 —0.1789
KO _ | 01678  —0.2540 | Lo _ [ —0.0316 —0.0097
571 —0.4411 —0.0848 | 7367 | —0.0038 —0.1596
KO _ | —0.1647 —0.0958 | o _ [ —0.1344  0.2574
577 0.0160 —0.0020 | T38| —0.0628 —0.0309
KO, — | 00608 00725 Lo _ [ —0.0853 0.1874
397 —0.1992 0.0474 3,10 —0.1784  —0.0023 |-

Macierz wspotczynnikow autokorelacji dla zerowego przesuniecia czasowego miata wartosci:

0/ _ | 0.0099 0.0087
R(0) = [ 0.0087 0.0088 |’

Wygenerowany sygnal dwuwymiarowy y(t), ¢t = 1,..., N zawieral okresy opisane za pomoca
modeli My, ..., M3, w ktorych jego parametry nie zmienialy si¢ w czasie oraz zawieral okresy,
w ktorych byl niestacjonarny. W scenariuszu symulacyjnym o lagodnych zmianach parametréw,
przedstawionym na rysunku 9.4 (a), przeksztalcenie modelu M; w model My zostalo zrealizo-
wane za pomocg techniki liniowego morfingu. Macierze parametréow modelu przejSciowego zostaly
wyznaczone za pomoca, formuty:

K;(t) = [1 - B(t)] K(l),i + 5(t)K(2),i7
i=1,....6,

te [tl,tg] s
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gdzie

B(t) = ti:ttll

oraz
K}, = Opum, dlai=3,....6.
Podobnie zostala zrealizowana ewolucja modelu Ms do postaci modelu Msj:

K;(t) = [1—y(t)] K9, +7(t)KS,;, t€ [ts,ta],
i=1,...,10,
gdzie

t—ts3
ty —t3

y(t) =
oraz

K3, = Opsm, dlai=7,...,10,

W scenariuszu gwaltownych zmian parametréw, zilustrowanym na rysunku 9.4 (b), model M;
zostal natychmiastowo zamieniony na model My w chwili czasu t5 oraz model M5 zostal zamieniony
na model M3 w chwili czasu tg.

Na rysunkach 9.5 oraz 9.6 zestawiono charakterystyki czestotliwoSciowe modeli w opisanych
scenariuszach testowych dla sygnatu o dlugosci N = 4000 prébek.

W obu scenariuszach, w procesie generowania sygnalu testowego uzyto stacjonarnego szumu
bialego o rozkladzie normalnym, o macierzy kowariancji:

o [ 149 0.99 L
P {0.99 074 | ¥10

Symulacje zostaly przeprowadzone dla trzech sygnaléw niestacjonarnych o dtugosciach odpo-
wiednio N = 2000, N = 4000 oraz N = 8000 prébek. Chwile czasu ¢, w ktorych nastapily zmiany
parametréw w scenariuszu lagodnych zmian mialy nastepujace wartosci: t; = 2/8N, to = 3/8N,
t3 = 5/8N, t4 = 6/8N, natomiast w scenariuszu gwaltownych zmian: t5 = 5/16N, tg = 11/16N.
Podobnie jak w wariancie jednowymiarowym, proces generowania sygnalu zostal rozpoczety N/4
prébek przed ¢ = 1 1 zostal zakoniczony N/4 probek po chwili czasu ¢t = N.

Rysunek 9.4: Scenariusz symulacyjny z (a) lagodnymi oraz z (b) gwaltownymi zmianami parame-
tréw.
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(c) (d)
Rysunek 9.5: Charakterystyki scenariusza testowego z lagodnymi zmianami parametréow dla sy-

gnatu o dlugosci N = 4000 prébek. Widmowa gesto$é mocy (a) pierwszego i (b) drugiego kanatu
oraz widmo (c) amplitudowe i (d) fazowe koherencji.

(a) (b)

(c) (d)

Rysunek 9.6: Charakterystyki scenariusza testowego z gwaltownymi zmianami parametréw dla
sygnalu o dlugosci N = 4000 prébek. Widmowa gesto$é mocy (a) pierwszego i (b) drugiego
kanatu oraz widmo (c) amplitudowe i (d) fazowe koherencji.

A\ MOST
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9.2 Dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem
wykladniczym - wyniki badan

Aby oceni¢ skuteczno$é¢ przedstawionego dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapo-
minaniem wyktadniczym zaréwno w wersji jednowymiarowej jak i wielowymiarowej przeprowa-
dzono proces rownoleglej identyfikacji wygenerowanego sygnalu dla maksymalnego rzedu modelu
Nmax = 20 oraz z nastepujacymi parami stalych zapominania:

7 = (0.99,0.99),
2 = (0.995,0.995),
5 = (0.995,0.95),
74 = (0.95,0.995).

Maksymalny estymowany rzad nm.x przyjmuje wartos¢ znacznie wieksza niz maksymalny rzad
estymowanego sygnalu w celu sprawdzenia ,sktonnosci” zastosowanej metody do przeszacowy-
wania estymowanego modelu. Sprawdzono takze skuteczno$é metody zaréwno w przypadku sto-
sowania symetrycznych par stalych zapominania - 7m; oraz my jak i par niesymetrycznych - g
i m4. Wyniki dokladnosci estymacji widma za pomoca zaproponowanej metody zostaly zestawione
z rezultatami otrzymanymi dla réznych wartoéci rzedow estymowanego modelu za pomoca trzech
lewostronnych algorytmow drabinkowych z zapominaniem wykladniczym o stalych zapominania:

A1 = 0.95,
Ao = 0.99,
A3 = 0.995.

9.2.1 Wariant jednowymiarowy

W tabelach 9.1-9.12 przedstawiono usrednione miary oceny jakosci analizy wygenerowanego nie-
stacjonarnego procesu autoregresyjnego dla réznych dlugosci sygnatu. Wyniki zostaly otrzymane
dla réznych wartosci rzedéw estymowanego modelu za pomoca trzech lewostronnych algorytmow
drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych algorytméw drabinko-
wych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmoéw wykorzystujacych zaproponowane kryteria
adaptacyjnego wyboru rzedu i pasma estymacji dla réznych wartosci maksymalnego rzedu modelu
od n =1 do n = 20. Tabele zawieraja wyniki zaréwno dla wariantu usredniania oszacowan wspoét-
czynnikéw odbicia (FK), jak i oszacowan wspoélezynnikéw autokorelacji (FR). W tabelach 9.1-9.3
zostala przedstawiona usredniona miara Itakury-Saito estymowanej widmowej gestosci mocy dla
scenariusza testowego z tagodnymi zmianami parametréw. Analogiczne wyniki dla scenariusza z
gwaltownymi zmianami parametréw zestawiono w tabelach 9.4-9.6. Tabele 9.7-9.12 zawieraja nato-
miast uérednione kwadraty btedéw oszacowan parametréw analizowanego sygnalu w rozwazanych
scenariuszach.
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Tablica 9.1: Usredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu tagodnych zmian parametréw procesu
dla fragmentu o dtugoéci N = 2500 prébek. Wyniki otrzymane za pomocy trzech lewostronnych
algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunkowych algorytmoéw
drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmoéw wykorzystujacych zaproponowane
kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania oszacowan
wspdélczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania wspdlczynnikoéw autokorelacji.

FK FR

1/ Nimax A1 Ao A3 T Ty T3 Ty FPE PE T T T3 T4 FPE PE
1 4,2437 | 4,2059 | 4,5394 || 4,1420 | 4,1029 | 4,1923 | 4,1243 | 4,1979 | 4,1276 || 4,1431 | 4,1030 | 4,1930 | 4,1248 | 4,1990 | 4,1282

2 2,8642 | 3,0325 | 3,1121 || 2,5589 | 2,6356 | 2,8313 | 2,7953 | 2,8536 | 2,6353 || 2,5545 | 2,6411 | 2,8002 | 2,7933 | 2,8198 | 2,6281

3 2,7531 | 2,9144 | 3,0388 || 2,4206 | 2,4915 | 2,7126 | 2,6550 | 2,7182 | 2,4785 || 2,4208 | 2,5003 | 2,6845 | 2,6559 | 2,6881 | 2,4838

4 1,7301 | 2,0234 | 1,9888 || 1,4357 | 1,6440 | 1,7505 | 1,7445 | 1,7147 | 1,3947 || 1,3692 | 1,5506 | 1,6844 | 1,7320 | 1,6102 | 1,3678

5 1,7402 | 2,0126 | 2,0659 || 1,4231 | 1,6262 | 1,7447 | 1,7116 | 1,7044 | 1,3828 || 1,3544 | 1,5141 | 1,6831 | 1,6920 | 1,6145 | 1,3532

6

7

8

0,8830 | 1,3438 | 1,1101 || 0,7407 | 1,1380 | 1,0152 | 1,1425 | 0,9353 | 0,5362 || 0,6037 | 0,9319 | 0,8519 | 1,1180 | 0,7075 | 0,4672
0,8942 | 1,2283 | 1,2096 || 0,7234 | 1,1025 | 0,9421 | 0,9841 | 0,8928 | 0,5554 || 0,5563 | 0,7947 | 0,8405 | 0,9396 | 0,7427 | 0,4712
0,3045 | 0,5853 | 0,7720 || 0,4086 | 0,8243 | 0,4322 | 0,5385 | 0,2082 | 0,1668 || 0,1682 | 0,3890 | 0,2722 | 0,5188 | 0,0758 | 0,0932

9 0,2814 | 0,4598 | 0,8476 || 0,4077 | 0,8198 | 0,3618 | 0,4743 | 0,1939 | 0,1672 || 0,1555 | 0,3356 | 0,2181 | 0,4368 | 0,0774 | 0,0931
10 0,2890 | 0,4472 | 0,9262 || 0,4072 | 0,8121 | 0,3527 | 0,4301 | 0,1864 | 0,1674 || 0,1470 | 0,3003 | 0,2197 | 0,3840 | 0,0788 | 0,0932
11 0,2983 | 0,4484 | 1,0144 || 0,4078 | 0,8009 | 0,3526 | 0,4039 | 0,1784 | 0,1669 || 0,1400 | 0,2660 | 0,2229 | 0,3524 | 0,0805 | 0,0933
12 0,3082 | 0,4534 | 1,1062 || 0,4085 | 0,7973 | 0,3572 | 0,3985 | 0,1762 | 0,1665 || 0,1378 | 0,2556 | 0,2258 | 0,3450 | 0,0817 | 0,0935
13 0,3207 | 0,4604 | 1,2022 || 0,4101 | 0,7996 | 0,3637 | 0,3957 | 0,1763 | 0,1668 || 0,1387 | 0,2523 | 0,2282 | 0,3422 | 0,0827 | 0,0934
14 0,3303 | 0,4623 | 1,3185 || 0,4106 | 0,7940 | 0,3655 | 0,3841 | 0,1739 | 0,1666 || 0,1362 | 0,2373 | 0,2315 | 0,3296 | 0,0839 | 0,0932
15 0,3440 | 0,4732 | 1,4337 || 0,4126 | 0,7926 | 0,3716 | 0,3825 | 0,1723 | 0,1665 || 0,1359 | 0,2324 | 0,2364 | 0,3278 | 0,0846 | 0,0931
16 0,3574 | 0,4827 | 1,5759 || 0,4133 | 0,7917 | 0,3777 | 0,3811 | 0,1719 | 0,1658 || 0,1355 | 0,2290 | 0,2414 | 0,3274 | 0,0855 | 0,0935
17 0,3706 | 0,4933 | 1,7093 || 0,4158 | 0,7937 | 0,3845 | 0,3819 | 0,1720 | 0,1659 || 0,1367 | 0,2275 | 0,2462 | 0,3294 | 0,0861 | 0,0937
18 0,3843 | 0,5045 | 1,8541 || 0,4197 | 0,7958 | 0,3924 | 0,3838 | 0,1722 | 0,1661 || 0,1390 | 0,2282 | 0,2510 | 0,3323 | 0,0866 | 0,0939
19 0,3961 | 0,5132 | 1,9859 || 0,4217 | 0,7972 | 0,3983 | 0,3851 | 0,1723 | 0,1662 || 0,1403 | 0,2276 | 0,2558 | 0,3345 | 0,0870 | 0,0942
20 0,4127 | 0,5272 | 2,1323 || 0,4241 | 0,7985 | 0,4078 | 0,3851 | 0,1725 | 0,1663 || 0,1422 | 0,2263 | 0,2619 | 0,3356 | 0,0874 | 0,0945

Tablica 9.2: Usredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu tagodnych zmian parametréw procesu
dla fragmentu o dtugosci N = 5000 prébek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewostronnych
algorytmow drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych algorytméw
drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmoéw wykorzystujacych zaproponowane
kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania oszacowan
wspélczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania wspélczynnikéw autokorelacji.

FK FR

1/ Nmax A1 Ao A3 T o T3 Ty FPE PE E3 o T3 Ty FPE PE
1 4,2233 | 4,1599 | 4,5552 || 4,1405 | 4,0885 | 4,1523 | 4,1206 | 4,1843 | 4,1079 || 4,1415 | 4,0887 | 4,1529 | 4,1210 | 4,1853 | 4,1091

2,6550 | 2,6851 | 3,0789 || 2,4876 | 2,4871 | 2,6038 | 2,5961 | 2,6475 | 2,5315 || 2,4851 | 2,4903 | 2,5987 | 2,5934 | 2,6440 | 2,5316

3 2,5301 | 2,5564 | 2,9929 || 2,3420 | 2,3413 | 2,4725 | 2,4488 | 2,5053 | 2,3808 || 2,3425 | 2,3464 | 2,4679 | 2,4480 | 2,5030 | 2,3832

4 1,4655 | 1,5337 | 1,9952 || 1,3115 | 1,3797 | 1,4372 | 1,4502 | 1,4328 | 1,3188 || 1,2748 | 1,3209 | 1,4143 | 1,4467 | 1,4142 | 1,3082

5 1,4735 | 1,6353 | 2,0798 || 1,2974 | 1,3636 | 1,4335 | 1,4372 | 1,4350 | 1,3067 || 1,2618 | 1,3004 | 1,4107 | 1,4335 | 1,4189 | 1,2959

6 0,5678 | 0,7056 | 1,0760 || 0,5272 | 0,7100 | 0,6138 | 0,7159 | 0,5581 | 0,4510 || 0,4414 | 0,5760 | 0,5582 | 0,7083 | 0,5089 | 0,4279

7

8

0,5775 | 0,6971 | 1,1426 || 0,5054 | 0,6851 | 0,5962 | 0,6344 | 0,5534 | 0,4392 || 0,4088 | 0,5128 | 0,5584 | 0,6155 | 0,5211 | 0,4085
0,1381 | 0,2006 | 0,7485 || 0,2075 | 0,4036 | 0,1773 | 0,2514 | 0,0832 | 0,1009 || 0,0687 | 0,1616 | 0,1213 | 0,2374 | 0,0538 | 0,0657

9 0,1406 | 0,1790 | 0,8196 || 0,2098 | 0,4029 | 0,1644 | 0,2275 | 0,0833 | 0,1013 || 0,0696 | 0,1450 | 0,1126 | 0,2051 | 0,0543 | 0,0663
10 0,1481 | 0,1816 | 0,8949 || 0,2109 | 0,4009 | 0,1655 | 0,2161 | 0,0840 | 0,1019 || 0,0709 | 0,1333 | 0,1153 | 0,1908 | 0,0548 | 0,0667
11 0,1541 | 0,1834 | 0,9742 || 0,2135 | 0,4020 | 0,1674 | 0,2098 | 0,0845 | 0,1024 || 0,0719 | 0,1241 | 0,1173 | 0,1820 | 0,0553 | 0,0672

12 0,1611 | 0,1863 | 1,0604 || 0,2157 | 0,4023 | 0,1706 | 0,2079 | 0,0850 | 0,1029 || 0,0737 | 0,1202 | 0,1199 | 0,1795 | 0,0559 | 0,0677
13 0,1679 | 0,1888 | 1,1525 || 0,2176 | 0,4036 | 0,1736 | 0,2086 | 0,0852 | 0,1032 || 0,0753 | 0,1197 | 0,1221 | 0,1807 | 0,0562 | 0,0679
14 0,1746 | 0,1908 | 1,2633 || 0,2192 | 0,4031 | 0,1751 | 0,2057 | 0,0854 | 0,1037 || 0,0761 | 0,1153 | 0,1243 | 0,1776 | 0,0566 | 0,0681
15 0,1833 | 0,1963 | 1,3733 || 0,2217 | 0,4039 | 0,1788 | 0,2055 | 0,0857 | 0,1042 || 0,0782 | 0,1130 | 0,1277 | 0,1772 | 0,0569 | 0,0685
16 0,1912 | 0,2007 | 1,5040 || 0,2244 | 0,4032 | 0,1819 | 0,2050 | 0,0860 | 0,1047 || 0,0802 | 0,1109 | 0,1309 | 0,1768 | 0,0572 | 0,0689
17 0,1991 | 0,2054 | 1,6288 || 0,2267 | 0,4043 | 0,1853 | 0,2061 | 0,0861 | 0,1050 || 0,0824 | 0,1102 | 0,1339 | 0,1778 | 0,0575 | 0,0692
18 0,2069 | 0,2099 | 1,7719 || 0,2308 | 0,4070 | 0,1896 | 0,2084 | 0,0863 | 0,1054 || 0,0849 | 0,1110 | 0,1372 | 0,1805 | 0,0576 | 0,0695
19 0,2145 | 0,2138 | 1,9005 || 0,2331 | 0,4078 | 0,1928 | 0,2095 | 0,0864 | 0,1057 || 0,0870 | 0,1105 | 0,1401 | 0,1818 | 0,0578 | 0,0698
20 0,2237 | 0,2190 | 2,0398 || 0,2351 | 0,4086 | 0,1964 | 0,2109 | 0,0866 | 0,1062 || 0,0896 | 0,1107 | 0,1434 | 0,1839 | 0,0580 | 0,0702
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Tablica 9.3: USredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu lagodnych zmian para-
metréw procesu dla fragmentu o dlugosci N = 10000 prébek. Wyniki otrzy-
mane za pomocg trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wy-
kladniczym, czterech dwukierunkowych algorytméw drabinkowych =z zapominaniem wy-
kladniczym oraz algorytméw wykorzystujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu
i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania oszacowan wspotczynnikow odbi-
cia, FR - procedura uéredniania wspélczynnikéw autokorelacji.

FK FR
1/ Nimax A A2 A3 T o T3 Ty FPE PE T Ty T3 A FPE PE

1 4,2092 | 4,1390 | 4,5371 || 4,1383 | 4,0843 | 4,1339 | 4,1213 | 4,1744 | 4,1044 || 4,1392 | 4,0846 | 4,1344 | 4,1217 | 4,1753 | 4,1058
2,5669 | 2,5152 | 3,0736 || 2,4605 | 2,4205 | 2,4861 | 2,5005 | 2,5328 | 2,4789 || 2,4561 | 2,4187 | 2,4844 | 2,4979 | 2,5334 | 2,4796
2,4392 | 2,3835 | 2,9896 || 2,3177 | 2,2755 | 2,3519 | 2,3594 | 2,3988 | 2,3379 || 2,3166 | 2,2755 | 2,3505 | 2,3586 | 2,4004 | 2,3401
1,3491 | 1,3210 | 1,9445 || 1,2594 | 1,2543 | 1,2931 | 1,3023 | 1,3149 | 1,2620 || 1,2347 | 1,2173 | 1,2822 | 1,2984 | 1,3093 | 1,2543
1,3133 | 2,0153 1,2373 | 1,2320 | 1,2809 | 1,2840 | 1,3042 | 1,2421 1,2135 | 1,1946 | 1,2693 | 1,2811 | 1,2984 | 1,2355
0,4684 | 0,4754 | 1,0514 || 0,4503 | 0,4985 | 0,4585 | 0,5035 | 0,4474 | 0,4194 || 0,3959 | 0,4213 | 0,4360 | 0,4955 | 0,4301 | 0,4011
0,4600 | 0,4701 | 1,1072 || 0,4241 | 0,4746 | 0,4443 | 0,4603 | 0,4358 | 0,3932 || 0,3657 | 0,3850 | 0,4248 | 0,4503 | 0,4211 | 0,3723
0,0849 | 0,0766 | 0,7273 || 0,1233 | 0,1852 | 0,0831 | 0,1116 | 0,0554 | 0,0646 || 0,0395 | 0,0567 | 0,0597 | 0,0987 | 0,0398 | 0,0359
9 0,0906 | 0,0763 | 0,7969 || 0,1258 | 0,1864 | 0,0830 | 0,1076 | 0,0560 | 0,0653 || 0,0423 | 0,0554 | 0,0606 | 0,0932 | 0,0406 | 0,0368
10 0,0970 | 0,0792 | 0,8708 || 0,1279 | 0,1866 | 0,0853 | 0,1070 | 0,0565 | 0,0659 || 0,0450 | 0,0549 | 0,0632 | 0,0924 | 0,0412 | 0,0377
11 0,1030 | 0,0819 | 0,9511 || 0,1302 | 0,1875 | 0,0875 | 0,1072 | 0,0569 | 0,0666 || 0,0475 | 0,0540 | 0,0656 | 0,0923 | 0,0417 | 0,0384
12 0,1095 | 0,0850 | 1,0359 || 0,1326 | 0,1885 | 0,0902 | 0,1084 | 0,0573 | 0,0672 || 0,0501 | 0,0541 | 0,0683 | 0,0936 | 0,0421 | 0,0391
13 0,1158 | 0,0879 | 1,1252 || 0,1348 | 0,1895 | 0,0927 | 0,1098 | 0,0576 | 0,0677 || 0,0526 | 0,0544 | 0,0707 | 0,0952 | 0,0425 | 0,0398
14 0,1223 | 0,0908 | 1,2315 || 0,1373 | 0,1901 | 0,0952 | 0,1104 | 0,0579 | 0,0682 || 0,0551 | 0,0536 | 0,0733 | 0,0956 | 0,0428 | 0,0404
15 0,1290 | 0,0941 | 1,3381 || 0,1396 | 0,1910 | 0,0977 | 0,1119 | 0,0581 | 0,0687 || 0,0578 | 0,0540 | 0,0761 | 0,0973 | 0,0430 | 0,0409
16 0,1359 | 0,0974 | 1,4691 || 0,1427 | 0,1920 | 0,1005 | 0,1135 | 0,0583 | 0,0693 || 0,0606 | 0,0543 | 0,0788 | 0,0988 | 0,0433 | 0,0416
17 0,1425 | 0,1006 | 1,5925 || 0,1451 | 0,1929 | 0,1032 | 0,1154 | 0,0585 | 0,0698 || 0,0633 | 0,0550 | 0,0815 | 0,1009 | 0,0435 | 0,0421
18 0,1491 | 0,1036 | 1,7309 || 0,1482 | 0,1943 | 0,1059 | 0,1178 | 0,0586 | 0,0702 || 0,0660 | 0,0558 | 0,0842 | 0,1033 | 0,0436 | 0,0426
19 0,1559 | 0,1069 | 1,8589 || 0,1504 | 0,1951 | 0,1084 | 0,1194 | 0,0587 | 0,0707 || 0,0685 | 0,0561 | 0,0869 | 0,1051 | 0,0438 | 0,0431
20 0,1632 | 0,1105 | 1,9919 || 0,1528 | 0,1960 | 0,1114 | 0,1214 | 0,0588 | 0,0711 || 0,0714 | 0,0570 | 0,0899 | 0,1076 | 0,0439 | 0,0436
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Tablica 9.4: UsSredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu gwaltownych zmian parametréw pro-
cesu dla fragmentu o dlugosci N = 2500 prébek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych
algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym oraz algorytméw wykorzystujacych za-
proponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania
oszacowan wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania wspoélczynnikéw autokorelacji.

FK FR

N/ Nmax A1 Ao A3 T T T3 Ty FPE PE T T T3 Ty FPE PE
4,0988 | 4,0800 | 4,2859 || 4,0308 | 4,0104 | 4,0632 | 4,0620 | 4,0874 | 4,0303 || 4,0314 | 4,0098 | 4,0623 | 4,0620 | 4,0863 | 4,0324
3,2839 | 3,3446 | 3,5902 || 3,0610 | 3,0878 | 3,3011 | 3,1548 | 3,2541 | 3,0330 || 3,0595 | 3,0944 | 3,2930 | 3,1250 | 3,2149 | 3,0393
3 3,1555 | 3,2111 | 3,5260 || 2,9257 | 2,9493 | 3,1635 | 3,0340 | 3,1105 | 2,8819 || 2,9299 | 2,9603 | 3,1594 | 3,0052 | 3,0727 | 2,8906
4 2,1475 | 2,3655 | 2,5048 || 1,9483 | 2,1250 | 2,3337 | 2,0070 | 2,0084 | 1,7666 | 1,8923 | 2,0531 | 2,3022 | 1,9124 | 1,8868 | 1,7437
5 2,1526 | 2,3510 | 2,6332 || 1,9403 | 2,1034 | 2,3199 | 2,0000 | 1,9980 | 1,7592 || 1,8691 | 2,0065 | 2,2801 | 1,9018 | 1,8804 | 1,7353
6 1,3654 | 1,7231 | 1,6510 || 1,2523 | 1,6074 | 1,7134 | 1,3676 | 1,2782 | 0,9064 || 1,1268 | 1,4236 | 1,6653 | 1,1003 | 0,9884 | 0,8375
7

8

1,2607 | 1,5522 | 1,7783 || 1,2438 | 1,5829 | 1,5663 | 1,3362 | 1,2756 | 0,9329 || 1,0439 | 1,2840 | 1,4890 | 1,0817 | 1,0188 | 0,8548
0,4155 | 0,6666 | 0,8597 || 0,5941 | 0,9694 | 0,6907 | 0,6555 | 0,3438 | 0,1969 || 0,3220 | 0,5459 | 0,6398 | 0,3154 | 0,1141 | 0,1232
9 0,3505 | 0,5459 | 0,9216 || 0,5865 | 0,9591 | 0,6020 | 0,6080 | 0,3290 | 0,1961 || 0,2690 | 0,4543 | 0,5243 | 0,2456 | 0,1100 | 0,1161
10 0,3268 | 0,4739 | 0,9903 || 0,5817 | 0,9446 | 0,5429 | 0,5981 | 0,3188 | 0,1956 || 0,2441 | 0,3970 | 0,4520 | 0,2371 | 0,1115 | 0,1123
11 0,3162 | 0,4311 | 1,0730 || 0,5805 | 0,9316 | 0,5063 | 0,5931 | 0,3040 | 0,1942 || 0,2295 | 0,3510 | 0,4093 | 0,2380 | 0,1123 | 0,1113
12 0,3154 | 0,4275 | 1,1550 || 0,5800 | 0,9273 | 0,5030 | 0,5940 | 0,3007 | 0,1938 || 0,2240 | 0,3417 | 0,4032 | 0,2417 | 0,1131 | 0,1115
13 0,3213 | 0,4239 | 1,2433 || 0,5817 | 0,9293 | 0,5000 | 0,6008 | 0,3019 | 0,1938 || 0,2254 | 0,3370 | 0,3996 | 0,2448 | 0,1144 | 0,1115
14 0,3231 | 0,4136 | 1,3564 || 0,5816 | 0,9227 | 0,4889 | 0,6065 | 0,2980 | 0,1933 || 0,2228 | 0,3227 | 0,3880 | 0,2480 | 0,1149 | 0,1117
15 0,3265 | 0,4114 | 1,4613 || 0,5830 | 0,9209 | 0,4857 | 0,6099 | 0,2966 | 0,1932 || 0,2216 | 0,3178 | 0,3849 | 0,2516 | 0,1154 | 0,1119
16 0,3299 | 0,4112 | 1,5990 || 0,5834 | 0,9212 | 0,4846 | 0,6148 | 0,2953 | 0,1923 || 0,2202 | 0,3138 | 0,3839 | 0,2556 | 0,1152 | 0,1122
17 0,3352 | 0,4142 | 1,7263 || 0,5846 | 0,9217 | 0,4850 | 0,6238 | 0,2951 | 0,1923 || 0,2204 | 0,3131 | 0,3859 | 0,2606 | 0,1160 | 0,1124
18 0,3424 | 0,4171 | 1,8999 || 0,5872 | 0,9226 | 0,4862 | 0,6323 | 0,2953 | 0,1925 || 0,2225 | 0,3132 | 0,3880 | 0,2650 | 0,1166 | 0,1126
19 0,3485 | 0,4199 | 2,0330 || 0,5884 | 0,9232 | 0,4875 | 0,6389 | 0,2955 | 0,1924 || 0,2234 | 0,3129 | 0,3902 | 0,2692 | 0,1176 | 0,1128
20 0,3556 | 0,4221 | 2,1801 || 0,5899 | 0,9237 | 0,4881 | 0,6456 | 0,2955 | 0,1927 || 0,2249 | 0,3116 | 0,3916 | 0,2734 | 0,1183 | 0,1131
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Tablica 9.5: USredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu gwaltownych zmian parametréw pro-
cesu dla fragmentu o dlugosci N = 5000 prébek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych
algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wykorzystujacych za-
proponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania
oszacowan wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania wspolczynnikéw autokorelacji.

FK FR

1/ Nimax A1 Ao A3 T Ty T3 Ty FPE PE T T T3 T4 FPE PE
1 4,0890 | 4,0424 | 4,3313 || 4,0287 | 3,9919 | 4,0329 | 4,0373 | 4,0660 | 4,0122 || 4,0294 | 3,9920 | 4,0326 | 4,0376 | 4,0661 | 4,0156

2 3,1431 | 3,1629 | 3,5899 || 2,9856 | 2,9864 | 3,1366 | 3,0214 | 3,0958 | 2,9782 || 2,9853 | 2,9902 | 3,1317 | 3,0069 | 3,0776 | 2,9816

3 3,0227 | 3,0325 | 3,5357 || 2,8561 | 2,8514 | 3,0037 | 2,8986 | 2,9688 | 2,8401 || 2,8606 | 2,8574 | 3,0013 | 2,8855 | 2,9525 | 2,8466

4 1,9400 | 2,0285 | 2,4831 || 1,8035 | 1,8772 | 2,0035 | 1,8364 | 1,8339 | 1,7168 || 1,7700 | 1,8329 | 1,9924 | 1,7956 | 1,7952 | 1,7086

5 1,9421 | 2,0064 | 2,6013 || 1,7952 | 1,8631 | 1,9845 | 1,8320 | 1,8280 | 1,7101 || 1,7557 | 1,8015 | 1,9668 | 1,7897 | 1,7904 | 1,7013

6

7

8

1,0807 | 1,2648 | 1,6272 || 1,0048 | 1,1903 | 1,2523 | 1,0626 | 0,9805 | 0,8076 || 0,9254 | 1,0793 | 1,2317 | 0,9308 | 0,8610 | 0,7930
1,0436 | 1,1517 | 1,7782 || 1,0062 | 1,1742 | 1,1671 | 1,0428 | 0,9925 | 0,8303 || 0,8925 | 0,9908 | 1,1177 | 0,9201 | 0,8826 | 0,8040
0,2419 | 0,3661 | 0,8354 || 0,3477 | 0,5411 | 0,3909 | 0,3561 | 0,1569 | 0,1035 || 0,1783 | 0,2956 | 0,3538 | 0,1832 | 0,0509 | 0,0817

9 0,2136 | 0,2963 | 0,9033 || 0,3458 | 0,5317 | 0,3411 | 0,3326 | 0,1584 | 0,1038 || 0,1534 | 0,2403 | 0,2853 | 0,1463 | 0,0488 | 0,0753
10 0,2048 | 0,2669 | 0,9766 || 0,3443 | 0,5264 | 0,3175 | 0,3274 | 0,1591 | 0,1045 || 0,1423 | 0,2118 | 0,2554 | 0,1414 | 0,0482 | 0,0738
11 0,2026 | 0,2509 | 1,0626 || 0,3449 | 0,5250 | 0,3050 | 0,3262 | 0,1602 | 0,1049 || 0,1367 | 0,1947 | 0,2391 | 0,1425 | 0,0485 | 0,0740
12 0,2048 | 0,2462 | 1,1487 || 0,3463 | 0,5244 | 0,3013 | 0,3292 | 0,1608 | 0,1053 || 0,1353 | 0,1875 | 0,2337 | 0,1451 | 0,0490 | 0,0737
13 0,2110 | 0,2486 | 1,2393 || 0,3486 | 0,5254 | 0,3027 | 0,3331 | 0,1609 | 0,1059 || 0,1375 | 0,1878 | 0,2357 | 0,1480 | 0,0495 | 0,0739
14 0,2152 | 0,2465 | 1,3546 || 0,3501 | 0,5248 | 0,2998 | 0,3362 | 0,1612 | 0,1064 || 0,1378 | 0,1836 | 0,2330 | 0,1503 | 0,0500 | 0,0744
15 0,2199 | 0,2462 | 1,4619 || 0,3523 | 0,5251 | 0,2991 | 0,3403 | 0,1614 | 0,1067 || 0,1385 | 0,1809 | 0,2322 | 0,1534 | 0,0504 | 0,0747
16 0,2245 | 0,2455 | 1,6021 || 0,3538 | 0,5240 | 0,2975 | 0,3461 | 0,1614 | 0,1071 || 0,1392 | 0,1781 | 0,2307 | 0,1570 | 0,0510 | 0,0752
17 0,2303 | 0,2468 | 1,7286 || 0,3558 | 0,5243 | 0,2980 | 0,3502 | 0,1617 | 0,1074 || 0,1406 | 0,1767 | 0,2314 | 0,1606 | 0,0514 | 0,0756
18 0,2375 | 0,2501 | 1,9015 || 0,3592 | 0,5257 | 0,3003 | 0,3556 | 0,1621 | 0,1078 || 0,1431 | 0,1775 | 0,2341 | 0,1642 | 0,0517 | 0,0759
19 0,2435 | 0,2521 | 2,0349 || 0,3609 | 0,5258 | 0,3011 | 0,3606 | 0,1622 | 0,1080 || 0,1448 | 0,1772 | 0,2356 | 0,1676 | 0,0521 | 0,0762
20 0,2498 | 0,2545 | 2,1759 || 0,3626 | 0,5266 | 0,3022 | 0,3653 | 0,1624 | 0,1083 || 0,1469 | 0,1772 | 0,2375 | 0,1714 | 0,0525 | 0,0765

Tablica 9.6: Usredniona miara Itakury-Saito w scenariuszu gwaltownych zmian parametréw pro-
cesu dla fragmentu o dtugosci N = 10000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunkowych
algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wykorzystujacych za-
proponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura usredniania
oszacowan wspotezynnikow odbicia, FR - procedura uéredniania wspotczynnikéw autokorelacji.

FK FR

1/ Nmax A1 Ao A3 T o T3 Ty FPE PE E3 o T3 Ty FPE PE
1 4,0859 | 4,0299 | 4,3237 || 4,0268 | 3,9837 | 4,0237 | 4,0221 | 4,0584 | 4,0056 || 4,0277 | 3,9840 | 4,0238 | 4,0225 | 4,0588 | 4,0077

3,0652 | 3,0244 | 3,5556 || 2,9420 | 2,9065 | 3,0098 | 2,9446 | 3,0079 | 2,9410 || 2,9410 | 2,9066 | 3,0069 | 2,9367 | 2,9989 | 2,9439

3 2,9465 | 2,8958 | 3,4989 || 2,8111 | 2,7712 | 2,8790 | 2,8175 | 2,8806 | 2,8085 || 2,8139 | 2,7736 | 2,8777 | 2,8107 | 2,8735 | 2,8128

4 1,8576 | 1,8486 | 2,4921 || 1,7384 | 1,7389 | 1,8351 | 1,7303 | 1,7533 | 1,6913 || 1,7157 | 1,7118 | 1,8278 | 1,7049 | 1,7322 | 1,6870

5 1,8688 | 1,8390 | 2,6192 || 1,7353 | 1,7276 | 1,8258 | 1,7285 | 1,7581 | 1,6912 || 1,7109 | 1,6927 | 1,8161 | 1,7030 | 1,7400 | 1,6877

6 0,9394 | 0,9961 | 1,5847 || 0,8848 | 0,9481 | 0,9928 | 0,8954 | 0,8636 | 0,7695 || 0,8232 | 0,8767 | 0,9781 | 0,8187 | 0,7976 | 0,7549

7

8

0,9349 | 0,9461 | 1,7365 || 0,8931 | 0,9440 | 0,9564 | 0,8935 | 0,8795 | 0,7888 || 0,8147 | 0,8366 | 0,9271 | 0,8233 | 0,8214 | 0,7705
0,1562 | 0,2022 | 0,8099 || 0,2251 | 0,3020 | 0,2212 | 0,2038 | 0,1003 | 0,0706 || 0,1054 | 0,1559 | 0,1966 | 0,1044 | 0,0386 | 0,0496
9 0,1446 | 0,1678 | 0,8781 || 0,2255 | 0,2989 | 0,1973 | 0,1929 | 0,1010 | 0,0708 || 0,0944 | 0,1292 | 0,1628 | 0,0877 | 0,0376 | 0,0472
10 0,1433 | 0,1546 | 0,9533 || 0,2258 | 0,2963 | 0,1868 | 0,1917 | 0,1016 | 0,0717 || 0,0904 | 0,1157 | 0,1493 | 0,0869 | 0,0375 | 0,0466
11 0,1452 | 0,1483 | 1,0393 || 0,2276 | 0,2962 | 0,1821 | 0,1926 | 0,1020 | 0,0719 || 0,0890 | 0,1078 | 0,1428 | 0,0889 | 0,0377 | 0,0472
12 0,1495 | 0,1471 | 1,1255 || 0,2298 | 0,2968 | 0,1812 | 0,1952 | 0,1023 | 0,0725 || 0,0898 | 0,1050 | 0,1412 | 0,0917 | 0,0381 | 0,0478
13 0,1554 | 0,1497 | 1,2178 || 0,2323 | 0,2981 | 0,1831 | 0,1992 | 0,1030 | 0,0731 || 0,0922 | 0,1058 | 0,1434 | 0,0945 | 0,0385 | 0,0484
14 0,1605 | 0,1499 | 1,3305 || 0,2345 | 0,2984 | 0,1827 | 0,2023 | 0,1032 | 0,0736 || 0,0937 | 0,1043 | 0,1432 | 0,0972 | 0,0389 | 0,0489
15 0,1664 | 0,1511 | 1,4398 || 0,2370 | 0,2992 | 0,1834 | 0,2059 | 0,1034 | 0,0741 || 0,0956 | 0,1036 | 0,1440 | 0,1003 | 0,0391 | 0,0494
16 0,1722 | 0,1521 | 1,5790 || 0,2395 | 0,2995 | 0,1838 | 0,2103 | 0,1036 | 0,0745 || 0,0974 | 0,1028 | 0,1445 | 0,1033 | 0,0393 | 0,0499
17 0,1783 | 0,1540 | 1,7063 || 0,2420 | 0,3005 | 0,1853 | 0,2126 | 0,1037 | 0,0749 || 0,0996 | 0,1028 | 0,1460 | 0,1061 | 0,0395 | 0,0503
18 0,1851 | 0,1570 | 1,8769 || 0,2453 | 0,3019 | 0,1876 | 0,2170 | 0,1039 | 0,0754 || 0,1022 | 0,1039 | 0,1486 | 0,1092 | 0,0398 | 0,0507
19 0,1912 | 0,1592 | 2,0105 || 0,2477 | 0,3028 | 0,1890 | 0,2204 | 0,1040 | 0,0758 || 0,1046 | 0,1043 | 0,1504 | 0,1124 | 0,0400 | 0,0511
20 0,1975 | 0,1616 | 2,1512 || 0,2498 | 0,3034 | 0,1906 | 0,2229 | 0,1040 | 0,0762 || 0,1070 | 0,1048 | 0,1525 | 0,1154 | 0,0402 | 0,0516
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Tablica 9.7: USrednione kwadraty bledoéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametréw procesu dla fragmentu o dtugosci N = 2500 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukie-
runkowych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wykorzy-
stujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura
usredniania oszacowan wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania wspélczynnikow au-
tokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL A2 A3 T T T3 T4 FPE PE 1 T T3 T4 FPE PE
1 11,9626 | 11,9217 | 12,0144 || 12,0047 | 12,0012 | 11,9297 | 12,0871 | 12,0192 | 12,0075 || 11,9973 | 11,9858 | 11,9274 | 12,0833 | 12,0135 | 12,0054
2 8,5024 | 8,6470 8,6599 | 8,6722 | 8,5120 | 8,8696 | 8,6295 | 8,6562 8,6740 | 8,6917 | 8,5192 | 88723 | 8,6297 | 8,6738
3 , 6,2682 | 6,4370 6,4059 | 6,5154 | 6,2702 | 6,8501 | 6,5050 | 6,4913 6,4023 | 6,5355 | 6,2586 | 6,8615 | 6,4769 | 6,5003
4 2,7993 | 2,7241 | 2,9415 29344 | 3,1916 | 2,6982 | 4,6062 | 2,8248 | 2,8914 3,2066 | 3,9842 | 2,6720 | 4,8500 | 2,7861 | 2,9561
5 2,6553 | 2,9210 | 2,6948 2,4441 | 2,9606 | 2,8045 | 3,6426 | 2,7810 | 2,4606 2,5804 | 3,3661 | 2,8120 | 3,7351 | 2,7192 | 2,5227
6 1,3558 | 1,8596 | 1,2170 0,6537 | 0,9963 | 1,6278 | 2,3297 | 14277 | 0,8651 0,8883 | 1,5856 | 1,5756 | 2,5043 | 1,2659 | 0,8911
7 0,7612 | 1,1901 | 1,1252 1,0377 | 1,6934 | 1,0148 | 53395 | 0,9599 | 0,5989 2,2618 | 4,2754 | 0,9739 | 5,9332 | 0,7211 | 0,5625
8 0,5534 | 0,8889 | 1,1265 0,6419 1,0327 | 0,7534 | 3,7842 | 0,5938 | 0,3133 1,4429 | 2,8980 | 0,6407 | 4,3201 | 0,3685 | 0,2916
9 0,6646 | 1,0792 | 1,4228 0,6248 1,0139 | 0,9270 | 3,1986 | 0,6319 | 0,3301 1,2396 | 2,6005 | 0,8515 | 3,6385 | 0,4063 | 0,3108
10 0,7270 | 1,1168 | 1,7452 0,7371 1,3756 | 0,9624 | 3,4123 | 0,6735 | 0,3463 1,2959 | 2,6728 | 0,9016 | 3,7353 | 0,4181 | 0,3265
11 0,7996 | 1,1408 | 2,0929 0,8889 1,9425 | 0,9851 | 4,3503 | 0,7541 | 0,3863 1,4110 | 3,5734 | 0,9265 | 4,6614 | 0,4546 | 0,3418
12 0,8635 | 1,1684 | 2,3952 0,9865 | 2,1432 1,0089 | 4,9360 | 0,8417 | 0,4220 1,6147 | 3,9432 | 0,9540 | 5,3595 | 0,5025 | 0,3475
13 0,9351 1,1946 | 2,7058 0,9838 | 1,9456 1,0323 | 4,3460 | 0,8286 | 0,4322 1,5607 | 3,2974 | 0,9677 | 4,6502 | 0,5085 | 0,3532
14 1,0023 | 1,2290 | 3,0392 0,9412 | 1,7582 1,0631 | 3,8124 | 0,7904 1,4110 | 2,8561 | 0,9961 | 4,0764 | 0,5126 | 0,3574
15 1,0633 | 1,2616 | 3,2830 0,9439 | 1,7335 1,0917 | 3,6854 | 0,7679 1,3412 | 2,7386 | 1,0241 | 3,9455 | 0,5195 | 0,3618
16 1,1382 | 1,2992 | 3,7006 0,9756 | 1,7402 1,1262 | 3,6294 | 0,7583 1,3333 | 2,6922 | 1,0576 | 3,8603 | 0,5322 | 0,3708
17 1,2059 | 1,3354 | 3,9783 1,0227 | 1,7606 1,1580 | 3,6921 | 0,7626 1,4075 | 2,7394 | 1,0892 | 3,9400 | 0,5442 | 0,3777
18 1,2665 | 1,3678 | 4,2457 1,0476 | 1,7665 1,1870 | 3,6859 | 0,7644 1,4262 | 2,7124 | 1,1185 | 3,9254 | 0,5483 | 0,3830
19 1,3298 | 1,4020 | 4,5585 1,0634 | 1,7625 | 1,2176 | 3,6201 | 0,7631 1,4124 | 2,6399 | 1,1493 | 3,8618 | 0,5512 | 0,3909
20 1,3960 | 1,4391 | 4,8615 1,0896 | 1,7651 1,2517 | 3,5710 | 0,7603 1,4069 | 2,5701 1,1841 | 3,7915 | 0,5526 | 0,3954

Tablica 9.8: Usrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametrow procesu dla fragmentu o dlugosci N = 5000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukie-
runkowych algorytmow drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmoéow wykorzy-
stujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura
usredniania oszacowan wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania wspélczynnikéw au-
tokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL Ao A3 L o T3 Ty PE T o T3 Ty FPE PE

1 11,9857 | 11,9556 | 12,0268 || 12,0086 | 12,0012 | 11,9613 | 12,0521 12,0108 || 12,0023 | 11,9922 | 11,9589 | 12,0494 | 12,0062 | 12,0095
2 8,6227 8,5770 8,6734 8,6699 8,6730 8,5821 8,7854 8,6672 8,6792 8,6850 8,5865 8,7886 8,6373 8,6813
3 6,3861 6,3389 6,5039 6,4210 6,4465 6,3425 6,6111 6,4794 6,4183 6,4438 6,3389 6,6148 6,4523 6,4842
4 2,8972 2,8387 3,0151 2,9185 2,9925 2,8249 3,6304 2,9400 3,0105 3,2912 2,8287 | 3,7293 2,9005 2,9840
5 2,4603 2,5662 2,6279 2,2573 2,3741 2,5050 2,6843 2,3489 2,3149 2,5170 2,5136 2,7201 2,4415 2,4018
6
7
8

1,0260 | 1,2818 | 1,1059 0,5170 | 0,5913 | 1,1628 | 1,0260 0,7937 0,5932 | 0,8631 1,1559 | 1,1133 | 1,0320 | 0,8147
0,5474 | 0,6754 | 1,0826 0,4573 | 1,0264 | 0,5987 | 2,6693 0,4184 0,7232 | 24122 | 0,5964 | 29702 | 0,4872 | 0,4775
0,3482 | 0,4412 | 1,1019 0,2343 | 0,6175 | 0,3778 | 1,8792 0,1836 || 0,3693 | 1,5218 | 0,3517 | 2,1253 | 0,2153 | 0,2355

9 0,4254 | 0,5231 | 1,3918 0,2728 | 0,5938 | 0,4529 | 1,5317 0,1995 || 0,3889 | 1,2839 | 0,4361 1,7179 | 0,2306 | 0,2517
10 0,4854 | 0,5518 | 1,6880 0,3242 | 0,7146 | 0,4792 | 1,5882 0,2124 || 0,4436 | 1,3467 | 0,4636 | 1,7485 | 0,2408 | 0,2660
11 0,5515 | 0,5785 | 2,0141 0,3774 | 0,8609 | 0,5037 | 1,7418 0,2257 || 0,4970 | 1,4490 | 0,4857 | 1,8524 | 0,2511 | 0,2782
12 0,6281 | 0,6176 | 2,3397 0,4221 | 0,9642 | 0,5393 | 1,9893 0,2410 || 0,5602 | 1,6798 | 0,5228 | 2,1354 | 0,2632 | 0,2934
13 0,6899 | 0,6455 | 2,6126 0,4363 | 0,9169 | 0,5636 | 1,9186 0,2473 || 0,5489 | 1,5604 | 0,5460 | 2,0665 | 0,2658 | 0,2979
14 0,7606 | 0,6823 | 2,9470 0,4635 | 0,8617 | 0,5970 | 1,7637 0,2553 || 0,5566 | 1,3773 | 0,5800 | 1,9097 | 0,2690 | 0,3046
15 0,8269 | 0,7162 | 3,1972 0,4962 | 0,8491 | 0,6272 | 1,6810 0,2633 || 0,5790 | 1,2754 | 0,6126 | 1,8013 | 0,2719 | 0,3119
16 0,9040 | 0,7555 | 3,6143 0,5353 | 0,8620 | 0,6646 | 1,6710 0,2725 || 0,6154 | 1,2447 | 0,6458 | 1,7781 | 0,2771 | 0,3216
17 0,9623 | 0,7844 | 3,8869 0,5671 | 0,8943 | 0,6897 | 1,7448 0,2792 || 0,6527 | 1,3063 | 0,6718 | 1,8547 | 0,2797 | 0,3281
18 1,0262 | 0,8157 | 4,1842 0,5928 | 0,8985 | 0,7173 | 1,7567 0,2850 0,6731 | 1,3017 | 0,7015 | 1,8680 | 0,2811 | 0,3327
19 1,0847 | 0,8471 | 4,4747 0,6193 | 0,8971 | 0,7457 | 1,7294 0,2902 0,6911 | 1,2593 | 0,7307 | 1,8414 | 0,2828 | 0,3384
20 1,1595 | 0,8846 | 4,8048 0,6586 | 0,9044 | 0,7798 | 1,7182 0,2965 0,7231 | 1,2229 | 0,7662 | 1,8201 | 0,2851 | 0,3453
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Tablica 9.9: USrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametréw procesu dla fragmentu o dhugosci N = 10000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukie-
runkowych algorytmow drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wykorzy-
stujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - procedura
usredniania oszacowan wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania wspétczynnikow au-
tokorelacji.

FK FR
1/ Ninax A1 A2 A3 T T T3 T4 FPE PE 1 T T3 T4 FPE PE
1 11,9958 | 11,9754 | 12,0271 || 12,0070 | 11,9991 | 11,9793 | 12,0274 | 12,0037 | 12,0074 || 12,0018 | 11,9926 | 11,9771 | 12,0252 | 11,9995 | 12,0060
2 8,6508 | 8,6237 | 8,6806 8,6725 | 8,6736 | 8,6253 | 8,7354 | 8,6403 | 8,6697 8,6811 | 8,6825 | 8,6289 | 87391 | 8,6412 | 8,6808
3 6,3945 | 6,3564 | 6,4999 6,4033 | 6,3974 | 6,3591 | 6,4788 | 6,3825 | 6,4445 6,4041 | 6,3959 | 6,3576 | 6,4793 | 6,3785 | 6,4478
4 2,9081 | 2,8744 | 3,0051 2,9071 | 2,9108 | 2,8648 | 3,1564 | 2,8727 | 2,9205 2,9487 | 3,0125 | 2,8750 | 3,1917 | 2,8847 | 2,9492
5 2,3901 | 2,4115 | 2,6082 2,2555 | 2,2355 | 2,3798 | 2,3348 | 2,3409 | 2,3412 2,2878 | 2,2922 | 2,3874 | 2,3528 | 2,3496 | 2,3715
6 0,8560 | 0,9744 | 1,0550 0,5725 | 0,4737 | 0,9150 | 0,5350 | 0,8811 | 0,6988 0,5971 | 0,5620 | 09221 | 0,5678 | 0,8856 | 0,7042
7 0,4635 | 0,4572 | 1,0651 0,3362 | 0,4274 | 0,4223 | 0,9071 | 0,3902 | 0,3507 0,3781 | 0,7377 | 04271 | 0,9785 | 0,3886 | 0,3713
8 0,2667 | 0,2341 1,0863 0,1324 | 0,1925 | 0,2036 | 0,5836 | 0,1431 | 0,1162 || 0,1420 | 0,3591 | 0,2034 | 0,6366 | 0,1319 | 0,1219
9 0,3431 | 0,2864 | 1,3820 0,1719 | 0,2207 | 0,2506 | 0,5427 | 0,1567 | 0,1317 || 0,1842 | 0,3591 | 0,2538 | 0,5853 | 0,1445 | 0,1362
10 0,4085 | 0,3162 | 1,6848 0,2039 | 0,2632 | 0,2775 | 0,5780 | 0,1652 | 0,1439 || 0,2167 | 0,4013 | 0,2811 | 0,6204 | 0,1524 | 0,1474
11 0,4775 | 0,3506 | 2,0045 0,2411 | 0,3071 | 0,3092 | 0,6374 | 0,1721 | 0,1559 || 0,2542 | 0,4475 | 0,3106 | 0,6723 | 0,1592 | 0,1583
12 0,5490 | 0,3875 | 2,3245 0,2783 | 0,3385 | 0,3427 | 0,7023 | 0,1782 | 0,1667 0,2917 | 0,5009 | 0,3453 | 0,7456 | 0,1647 | 0,1697
13 0,6119 | 0,4197 | 2,6028 0,3083 | 0,3368 | 0,3714 | 0,7004 | 0,1811 | 0,1759 0,3176 | 0,4708 | 0,3745 | 0,7390 | 0,1687 | 0,1780
14 0,6792 | 0,4548 | 2,9205 0,3423 | 0,3422 | 0,4033 | 0,7035 | 0,1843 | 0,1841 0,3520 | 0,4528 | 0,4080 | 0,7438 | 0,1723 | 0,1868
15 0,7451 | 0,4898 | 3,1678 0,3746 | 0,3565 | 0,4346 | 0,7185 | 0,1866 | 0,1924 0,3855 | 0,4512 | 0,4410 | 0,7532 | 0,1750 | 0,1948
16 0,8174 | 0,5260 | 3,5676 0,4115 | 0,3760 | 0,4683 | 0,7476 | 0,1898 | 0,2005 0,4216 | 0,4652 | 0,4729 | 0,7839 | 0,1784 | 0,2033
17 0,8811 | 0,5596 | 3,8397 0,4452 | 0,3995 | 0,4982 | 0,7934 | 0,1917 | 0,2071 0,4574 | 0,4978 | 0,5050 | 0,8292 | 0,1806 | 0,2105
18 0,9516 | 0,5964 | 4,1381 0,4813 | 0,4107 | 0,5318 | 0,8144 | 0,1926 | 0,2145 0,4912 | 0,4996 | 0,5393 | 0,8501 | 0,1820 | 0,2174
19 1,0142 | 0,6277 | 4,4485 0,5122 | 04224 | 0,5603 | 0,8312 | 0,1944 | 0,2211 0,5222 | 0,5007 | 0,5684 | 0,8674 | 0,1839 | 0,2236
20 1,0853 | 0,6653 | 4,7640 0,5501 | 0,4422 | 0,5948 | 0,8587 | 0,1951 | 0,2277 0,5603 | 0,5108 | 0,6042 | 0,8934 | 0,1850 | 0,2297

Tablica 9.10: UsSrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametréw procesu dla fragmentu o dlugosci N = 2500 prébek. Wyniki otrzymane za
pomocy trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wy-
korzystujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - proce-
dura usredniania oszacowan wspoétczynnikow odbicia, FR - procedura usredniania wspoétczynnikow
autokorelacji.

FK FR
1/ Nmax A1 A2 A3 ™ T T T FPE PE T T T Ty FPE PE

1 13,8552 | 13,9004 | 13,8283 || 13,7892 | 13,7835 | 13,8903 | 13,6941 | 13,8165 | 13,7903 || 13,7771 | 13,7607 | 13,8834 | 13,6914 | 13,8068 | 13,7869
2 10,6858 | 10,8202 | 10,5829 || 10,5368 | 10,5551 | 10,7881 | 10,3618 | 10,5378 | 10,5430 || 10,5440 | 10,5638 | 10,7862 | 10,3709 | 10,5374 | 10,5631
3 8,5839 8,9668 8,3003 8,2620 8,3889 8,8824 7,9530 | 8,3190 8,2749 8,2902 8,4427 8,8954 7,9466 8,3009 8,2980
4 5,7587 6,6706 4,5243 4,5226 4,7382 6,2900 3,8480 | 4,1565 4,3481 5,1086 5,6402 6,5444 3,8780 4,1914 4,3887
5 4,3750 5,4964 3,5386 3,6264 4,3112 5,2278 3,5833 3,6604 3,4759 3,9636 | 4,8389 5,3572 3,6457 | 3,6725 3,5210
6
7
8

2,6617 | 4,3202 | 1,2675 1,2803 | 1,7497 | 3,8251 1,2458 | 0,8838 | 0,7622 1,9629 | 2,7569 | 4,0750 | 1,2647 | 0,8543 | 0,7317
57578 | 8,0102 | 2,1514 2,2103 | 2,5104 | 7,0396 | 1,3656 | 1,1412 | 0,8734 4,8309 | 5,9161 | 7,7619 | 1,6792 | 1,2972 | 0,9911
4,1152 | 5,7527 | 1,7854 1,2613 | 1,3612 | 4,8523 | 0,7447 | 0,5319 | 0,5008 3,2436 | 4,1407 | 5,5491 | 0,9021 | 0,6916 | 0,4557

9 3,2151 | 4,8804 | 1,9605 1,1361 | 1,3943 | 4,0919 | 1,0196 | 0,5578 | 0,5041 2,5308 | 3,6537 | 4,6790 | 1,1480 | 0,6726 | 0,4592
10 3,2551 | 5,1266 | 2,2775 1,3857 | 1,9840 | 4,4657 | 1,1375 | 0,6470 | 0,5105 2,5451 | 3,7774 | 4,8994 | 1,2849 | 0,7653 | 0,4772
11 3,4696 | 6,5858 | 2,6760 1,7023 | 2,8343 | 59112 | 1,1976 | 0,8318 | 0,5634 2,7247 | 5,0419 | 6,3523 | 1,3851 1,0443 | 0,4911
12 3,9996 | 7,7092 | 3,0751 1,9699 | 3,2511 | 6,9429 | 1,2435 | 1,0223 | 0,6231 3,2051 | 5,6801 | 7,5223 | 1,4939 | 1,4127 | 0,5106
13 4,0614 | 6,9250 | 3,4031 1,9924 | 3,0640 | 6,2523 | 1,2694 | 0,9955 | 0,6367 3,1953 | 49774 | 6,7040 | 1,5150 | 1,4174 | 0,5223
14 3,8071 | 6,0871 | 3,7282 1,8998 | 2,8304 | 55126 | 1,2988 | 0,9333 | 0,6411 2,9021 | 4,3258 | 5,8596 | 1,5144 | 1,3476 | 0,5288
15 3,6169 | 5,7403 | 4,0111 1,8512 | 2,7369 | 5,1809 | 1,3301 | 0,8756 | 0,6309 2,6834 | 4,0414 | 55003 | 1,5153 | 1,2467 | 0,5344
16 3,5729 | 56737 | 4,4586 1,8708 | 2,7403 | 5,1338 | 1,3633 | 0,8463 | 0,6317 2,6142 | 4,0161 | 54143 | 1,5361 1,2039 | 0,5407
17 3,6768 | 5,7546 | 4,7594 1,9216 | 2,7637 | 5,1922 | 1,3969 | 0,8495 | 0,6394 2,6984 | 4,0681 | 55221 | 1,5807 | 1,2405 | 0,5477
18 3,7547 | 57172 | 5,0949 1,9601 | 2,7646 | 5,1647 | 1,4333 | 0,8508 | 0,6435 2,7311 | 4,0166 | 54675 | 1,6108 | 1,2450 | 0,5523
19 3,7623 | 5,6232 | 5,3927 1,9778 | 2,7649 | 5,0917 | 1,4620 | 0,8492 | 0,6466 2,7074 | 3,9183 | 5,3789 | 1,6348 | 1,2397 | 0,5565
20 3,7849 | 55415 | 5,7203 2,0008 | 2,7626 | 5,0287 | 1,4954 | 0,8483 | 0,6497 2,6878 | 3,8359 | 5,2937 | 1,6670 | 1,2275 | 0,5616
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Tablica 9.11: Us$rednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametréw procesu dla fragmentu o diugoéci N = 5000 prébek. Wyniki otrzymane za
pomoca trzech lewostronnych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmow wy-
korzystujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - proce-
dura usredniania oszacowan wspotczynnikow odbicia, FR - procedura usredniania wspotczynnikow
autokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL A2 A3 T T T3 T4 FPE PE 1 T T3 T4 FPE PE

1 13,8087 | 13,8284 | 13,8074 || 13,7736 | 13,7664 | 13,8240 | 13,7214 | 13,7809 | 13,7739 || 13,7650 | 13,7543 | 13,8194 | 13,7190 | 13,7742 | 13,7717
2 10,6168 | 10,6825 | 10,5694 | 10,5344 | 10,5397 | 10,6642 | 10,4394 | 10,5162 | 10,5377 || 10,5414 | 10,5451 | 10,6652 | 10,4454 | 10,5166 | 10,5533
3 8,3430 | 8,5451 | 8,2444 8,1708 | 8,2320 | 8,4984 | 8,0125 | 8,1862 | 8,1922 8,1889 | 8,2696 | 8,5077 | 8,0103 | 81734 | 8,2046
4 4,9313 | 5,7257 | 4,3101 4,2741 | 44608 | 54583 | 3,9419 | 4,0583 | 4,1809 4,5919 | 5,0836 | 5,6430 | 3,9650 | 4,1119 | 4,2062
5 3,7088 | 4,3480 | 3,4100 3,2971 | 3,6181 | 4,1969 | 3,2817 | 3,2098 | 3,2508 3,4853 | 3,9574 | 4,2604 | 3,3189 | 3,2568 | 3,2845
6 1,5910 | 2,6297 | 1,0684 0,8904 | 1,2642 | 2,3484 | 0,8635 | 0,5860 | 0,6224 1,2382 | 1,9562 | 2,5109 | 0,8793 | 0,6103 | 0,6148
7 3,1762 | 5,8393 | 1,7065 1,4270 | 2,2300 | 5,1397 | 0,9489 | 0,6189 | 0,6704 2,7475 | 4,9414 | 57032 | 1,1201 , 0,7779
8 2,1961 | 4,0821 1,4281 0,7429 1,2348 | 3,4990 | 0,4329 | 0,1392 | 0,2573 1,7509 | 3,2720 | 3,9931 | 0,5267 | 0,2572 | 0,2789
9 1,7864 | 3,1225 | 1,6709 0,6878 1,0916 | 2,6711 | 0,5628 | 0,1504 | 0,2666 1,3904 | 2,5138 | 3,0096 | 0,6339 | 0,2378 ,

10 1,8354 | 3,1384 | 1,9997 0,8213 1,3406 | 2,7593 | 0,6401 | 0,1651 | 0,2787 1,4216 | 2,5152 | 3,0280 | 0,7215 | 0,2437 | 0,3066
11 1,9751 | 3,2934 | 2,3933 0,9835 1,6528 | 3,0187 | 0,6836 | 0,2043 | 0,2920 1,5141 | 2,6578 | 3,1751 | 0,7787 | 0,2787 | 0,3229
12 2,2611 | 3,8023 | 2,7652 1,1190 | 1,8893 | 3,5074 | 0,7247 | 0,2518 | 0,3073 1,7569 | 3,1382 | 3,7025 | 0,8487 | 0,3283 | 0,3406
13 2,3276 | 3,7976 | 3,0867 1,1504 | 1,8751 | 3,4886 | 0,7550 | 0,2633 | 0,3178 1,7806 | 3,0899 | 3,7058 | 0,8787 | 0,3417 | 0,3518
14 2,2449 | 34591 | 3,4470 1,1287 | 1,7497 | 3,1628 | 0,7880 1,6566 | 2,7292 | 3,3735 | 0,8974 | 0,3427 | 0,3630
15 2,1909 | 3,2179 | 3,6859 1,1215 | 1,6794 | 2,9349 | 0,8180 1,5708 | 2,4758 | 3,1059 | 0,9201 | 0,3375 | 0,3688
16 2,2162 | 3,1210 | 4,1380 1,1534 | 1,6760 | 2,8653 | 0,8547 1,5533 | 2,3754 | 2,9868 | 0,9487 | 0,3418 | 0,3805
17 2,3017 | 3,2200 | 4,4138 1,1957 | 1,7201 | 2,9528 | 0,8879 1,6106 | 2,4627 | 3,0935 | 0,9879 | 0,3562

18 2,3769 | 3,2592 | 4,7522 1,2351 1,7391 | 2,9873 | 0,9255 1,6468 | 2,4790 | 3,1230 | 1,0222 | 0,3627

19 2,4156 | 3,2210 | 5,0802 1,2594 | 1,7351 | 2,9508 | 0,9572 1,6514 | 2,4216 | 3,0838 | 1,0525 | 0,3646

20 2,4594 | 3,1815 | 5,4206 1,2874 | 1,7325 | 2,9171 | 0,9882 1,6587 | 2,3621 | 3,0419 | 1,0829 | 0,3652

Tablica 9.12: Usrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametrow procesu dla fragmentu o dtugosci N = 10000 probek. Wyniki otrzymane za
pomocy trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytméw wy-
korzystujacych zaproponowane kryteria wyboru rzedu i pasma estymacji FPE oraz PE. FK - proce-
dura usredniania oszacowan wspoétczynnikow odbicia, FR - procedura usredniania wspétczynnikow
autokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL Ao A3 L o T3 Ty FPE PE T o T3 Ty FPE PE
1 13,7798 | 13,7849 | 13,7926 || 13,7608 | 13,7526 | 13,7837 | 13,7323 | 13,7600 | 13,7610 || 13,7539 | 13,7446 | 13,7803 | 13,7298 | 13,7546 | 13,7592
2 10,5563 | 10,5883 | 10,5397 || 10,5098 | 10,5123 | 10,5773 | 10,4653 | 10,4872 | 10,5114 || 10,5172 | 10,5189 | 10,5796 | 10,4699 | 10,4865 | 10,5241
3 8,2311 8,3227 8,2171 8,1335 8,1548 8,2976 8,0522 8,1179 8,1444 8,1732 8,3037 | 8,0516 8,1087 | 8,1664
4 4,5144 4,9362 4,2245 4,1691 4,2719 4,7904 4,0110 4,0616 4,3432 4,5914 4,8918 4,0311 4,0949 4,1537
5 3,3957 3,7005 3,3712 3,1490 3,2941 3,6142 3,1454 3,1184 3, 3,2591 3,4775 3,6535 3,1718 3,1510 3,2058
6 1,0736 1,5802 0,9794 0,6876 0,8787 1,4324 0,6667 | 0,5176 0,550 0,8676 1,2331 1,5193 0,6794 0,5404 0,5502
7 1,9275 3,2609 1,4914 0,9884 1,4402 2,8957 | 0,7348 | 0,5396 0,5888 1,6696 2,8597 3,1889 0,8262 0,6178 0,6403
8 1,2190 2,1528 1,2652 0,4369 0,7113 1,8532 0,2638 | 0,0801 | 0,1572 0,9406 1,7578 2,1051 0,3142 0,1492 0,1598
9 1,0397 1,6585 1,5329 0,4233 0,6281 1,4262 0,3482 | 0,0892 | 0,1691 0,7721 1,3426 1,5994 0,3898 0,1421 0,1689
10 1,1048 1,6826 1,8620 0,5058 0,7546 1,4831 0,4013 | 0,0970 | 0,1818 0,8077 1,3613 1,6260 0,4475 0,1458 0,1843
11 1,2091 1,7689 2,2419 0,6051 0,9064 1,6204 | 0,4436 | 0,1070 | 0,1959 0,8691 1,4194 1,7056 0,4953 0,1593 0,2008
12 1,3766 2,0248 2,6048 0,6815 1,0167 1,8644 | 0.4793 | 0,1160 | 0,2091 0,9960 1,6490 1,9682 0,5455 0,1749 0,2160
13 1,4424 2,0393 2,9075 0,7119 1,0185 1,8711 0,5104 | 0,1206 | 0,2197 1,0235 1,6368 1,9855 0,5760 0,1809 0,2275
14 1,4453 1,8933 3,2432 0,7261 0,9705 1,7297 | 0,5451 | 0,1236 | 0,2290 0,9890 1,4709 1,8437 | 0,6055 0,1827 | 0,2367
15 1,4585 1,7980 3,5157 0,7440 0,9460 1,6379 0,5783 | 0,1260 | 0,2377 0,9693 1,3601 1,7336 0,6356 0,1824 | 0,2458
16 1,5143 1,7804 3,9437 0,7818 0,9566 1,6305 0,6164 | 0,1285 | 0,2470 0,9855 1,3235 1,7039 0,6701 0,1838 0,2554
17 1,5966 1,8497 4,2380 0,8213 0,9872 1,6921 0,6485 | 0,1315 | 0,2548 1,0351 1,3759 1,7744 0,7055 0,1868 0,2641
18 1,6741 1,8883 4,5841 0,8610 1,0064 1,7272 0,6859 | 0,1337 | 0,2629 1,0746 1,3950 1,8075 0,7420 0,1901 0,2729
19 1,7323 1,8861 4,9247 0,8942 1,0120 1,7246 0,7203 | 0,1343 | 0,2689 1,0973 1,3720 1,8039 0,7765 0,1912 0,2787
20 1,7943 1,8876 5,2798 0,9307 1,0215 1,7274 | 0,7570 | 0,1347 | 0,2753 1,1215 1,3525 1,8032 0,8140 0,1924 | 0,2854
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Rysunek 9.7: USrednione histogramy wyboru wartosci rzedu estymowanego modelu na podstawie
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kryteriéw (a-b) FPE oraz (c-d) PE w procesie réwnoleglej estymacji w wariancie z usrednianiem
tréw procesu dla sygnalu o dltugoéci N = 5000 prébek.
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Rysunek 9.8: Udrednione histogramy wyboru wartosci pasma estymacji na podstawie kryteriéw (a-
b) FPE oraz (c-d) PE w procesie réwnoleglej estymacji w wariancie z usrednianiem wspo6tczynnikéw
autokorelacji dla scenariusza (a,c) tagodnych i (b,d) gwaltownych zmian parametréw procesu dla
sygnatu o dtugosci N = 5000 prébek.

Przedstawione histogramy potwierdzaja, ze zaréwno w jednym jak i w drugim scenariuszu
testowym zastosowane kryteria wyboru dzialaja w sposéb zadowalajacy. Analizujac histogramy
wyboru rzedu (rysunek 9.7) mozna zauwazy¢, ze stosowanie kryterium FPE daje lepsze rezultaty
wyboru wlasciwego rzedu estymowanego modelu niz stosowanie kryterium PE. Ocena skutecznosci
kryteriéw FPE oraz PE przy wyborze wlasciwego pasma estymacji na podstawie otrzymanych
histograméw (rysunek 9.8) nie jest tak oczywista, jak w przypadku wyboru rzedu. W celu zbadania
skutecznosci zaproponowanych kryteriow w wyborze wlasciwego pasma estymacji przeprowadzono
analize obu scenariuszy testowych w taki sposéb, ze w kazdej chwili czasu rzad estymowanego
modelu byl wybierany w sposéb ustalony, natomiast pasmo estymacji bylo wybierane w sposéb
adaptacyjny za pomoca kazdego z kryteriéw. Symulacje przeprowadzono w wariancie usredniania
wspolczynnikéw autokorelacji dla modeli o wybranych rzedach od n = 1 do n = 20. Otrzymane
wyniki przedstawiono w tabelach 9.13-9.15.
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Tablica 9.13: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu kryteriow FPE oraz PE do wyboru pasma estymacji przy ustalonym
rzedzie estymowanego modelu w wariancie usredniania wspotczynnikéw autokorelacji dla sygnatu
o dlugosci N = 2500 prébek.

dis dce

Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne

Nmax FPE PE FPE PE FPE PE FPE PE
1 4,1990 | 4,1282 | 4,0863 4,0324 12,0135 | 12,0054 | 13,8068 | 13,7869
2 2,8198 | 2,6275 | 3,2149 3,0373 8,6297 | 8,6721 | 10,5374 | 10,5575
3 2,6882 | 2,4744 | 3,0727 2,8862 6,4759 | 6,4770 | 8,3000 8,2749
4 1,6104 | 1,3555 | 1,8870 1,7400 2,7861 | 2,9559 | 4,1928 4,3838
5 1,6156 | 1,3396 | 1,8810 1,7336 2,7270 | 2,5324 | 3,6730 3,5510
6 0,7090 | 0,4538 | 0,9889 0,8324 1,2852 | 0,9456 | 0,8705 0,8640
7 0,7451 | 0,4576 | 1,0205 0,8537 0,7410 | 0,6752 | 1,3172 1,3019
8 0,0793 | 0,0775 | 0,1161 | 0,1213 0,3946 | 0,2892 | 0,3937 | 0,6998
9 0,0826 | 0,0739 | 0,1131 | 0,1068 0,4508 | 0,3209 | 0,4275 | 0,6837
10 0,0858 | 0,0757 | 0,1160 | 0,1036 0,4775 | 0,3511 | 0,4585 | 0,7514
11 0,0896 | 0,0785 | 0,1184 | 0,1063 0,5390 | 0,3947 | 0,5154 | 0,8715
12 0,0929 | 0,0808 | 0,1203 | 0,1084 0,6321 | 0,4528 | 0,5829 | 1,0501
13 0,0961 | 0,0825 | 0,1236 | 0,1106 0,6607 | 0,4680 | 0,6074 | 1,1011
14 0,1003 | 0,0846 | 0,1252 | 0,1130 0,6784 | 0,4869 | 0,6118 | 1,0911
15 0,1037 | 0,0868 | 0,1274 | 0,1154 0,7106 | 0,5115 | 0,6286 | 1,0866
16 0,1073 | 0,0893 | 0,1281 | 0,1173 0,7508 | 0,5477 | 0,6673 | 1,1245
17 0,1103 | 0,0917 | 0,1305 | 0,1193 0,8064 | 0,5859 | 0,7163 | 1,1994
18 0,1137 | 0,0942 | 0,1336 | 0,1216 0,8353 | 0,6082 | 0,7439 | 1,2321
19 0,1168 | 0,0968 | 0,1364 | 0,1238 0,8545 | 0,6298 | 0,7654 | 1,2499
20 0,1205 | 0,0997 | 0,1391 | 0,1260 0,8795 | 0,6592 | 0,7934 | 1,2770

Tablica 9.14: U$rednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu kryteriow FPE oraz PE do wyboru pasma estymacji przy ustalonym
rzedzie estymowanego modelu w wariancie usredniania wspotczynnikéw autokorelacji dla sygnatu
o dtugosci N = 5000 probek.

dis dce

Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax FPE PE FPE PE FPE PE FPE PE

1 4,1853 | 4,1091 | 4,0661 4,0156 12,0062 | 12,0095 | 13,7742 | 13,7717
2 2,6440 | 2,5306 | 3,0776 2,9797 8,6373 | 8,6786 | 10,5166 | 10,5477
3 2,5031 | 2,3764 | 2,9527 2,8390 6,4522 | 6,4559 | 8,1732 8,1746
4 1,4146 | 1,3014 | 1,7956 1,7018 2,9013 | 2,9845 | 4,1135 4,1998
5 1,4200 | 1,2865 | 1,7914 1,6915 2,4475 | 2,3650 | 3,2618 3,2328
6
7
8

0,5107 | 0,4188 | 0,8621 | 0,7818 || 1,0499 | 0,8291 | 0,6261 | 0,6298
0,5243 | 0,3982 | 0,8853 | 0,7914 || 0,5223 | 0,5352 | 0,7801 | 0,8688
0,0584 | 0,0552 | 0,0546 | 0,0698 | 0,2724 | 0,2802 | 0,3097 | 0,3596
9 || 0,0606 | 0,0567 | 0,0540 | 0,0606 || 0,3084 | 0,3209 | 0,3116 | 0,3613
10 || 0,0632 | 0,0585 | 0,0553 | 0,0600 || 0,3440 | 0,3511 | 0,3508 | 0,4165
11 || 0,0659 | 0,0606 | 0,0573 | 0,0618 || 0,3846 | 0,3947 | 0,4135 | 0,4791
12 || 0,0689 | 0,0629 | 0,0598 | 0,0632 || 0,4346 | 04528 | 0,5096 | 0,5709
13 || 0,0713 | 0,0645 | 0,0625 | 0,0657 || 0,4631 | 04680 | 0,5570 | 0,6156
14 || 0,0741 | 0,0660 | 0,0652 | 0,0682 || 04973 | 0,4869 | 0,5770 | 0,6365
15 || 0,0770 | 0,0681 | 0,0679 | 0,0705 || 05317 | 0,5115 | 0,5896 | 0,6505
16 || 0,0802 | 0,0704 | 0,0706 | 0,0727 || 05727 | 0,5477 | 0,6281 | 0,6876
17 || 0,0831 | 0,0725 | 0,0734 | 0,0749 || 0,6052 | 0,5859 | 0,6851 | 0,7439
18 || 0,0862 | 0,0747 | 0,0761 | 0,0774 || 0,6382 | 0,6082 | 0,7288 | 0,7857
19 || 0,0893 | 0,0769 | 0,0789 | 0,0796 || 0,6694 | 0,6298 | 0,7547 | 0,3086
20 || 0,0924 | 0,0792 | 0,0817 | 0,0820 || 0,7086 | 0,6592 | 0,7771 | 0,8362
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Tablica 9.15: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty btedéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu kryteriow FPE oraz PE do wyboru pasma estymacji przy ustalonym
rzedzie estymowanego modelu w wariancie u$redniania wspotczynnikéw autokorelacji dla sygnatu
o dlugosci N = 10000 prébek.

dis dce

Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne

Nmax FPE PE FPE PE FPE PE FPE PE
1 4,1753 | 4,1058 | 4,0588 4,0077 11,9995 | 12,0060 | 13,7546 | 13,7592
2 2,5334 | 2,4788 | 2,9989 2,9419 8,6412 | 8,6785 | 10,4865 | 10,5187
3 2,4006 | 2,3363 | 2,8737 2,8070 6,3790 | 6,4151 | 8,1092 8,1317
4 1,3097 | 1,2518 | 1,7326 1,6829 2,8862 | 2,9440 | 4,0964 4,1452
5 1,2995 | 1,2318 | 1,7409 1,6824 2,3544 | 2,3142 | 3,1546 3,1363
6 0,4318 | 0,3988 | 0,7989 0,7487 0,9022 | 0,7090 | 0,5572 0,5577
7 0,4242 | 0,3707 | 0,8243 0,7652 0,4222 | 0,4002 | 0,6551 0,6997
8 0,0442 | 0,0344 | 0,0424 | 0,0450 0,1859 | 0,1542 | 0,2061 | 0,2187
9 0,0466 | 0,0364 | 0,0430 | 0,0420 0,2230 | 0,1831 | 0,2245 | 0,2325
10 0,0492 | 0,0384 | 0,0447 | 0,0420 0,2527 | 0,2068 | 0,2574 | 0,2721
11 0,0516 | 0,0401 | 0,0468 | 0,0437 0,2867 | 0,2363 | 0,3004 | 0,3197
12 0,0543 | 0,0420 | 0,0493 | 0,0458 0,3213 | 0,2706 | 0,3487 | 0,3769
13 0,0569 | 0,0438 | 0,0518 | 0,0478 0,3508 | 0,2899 | 0,3857 | 0,4135
14 0,0594 | 0,0456 | 0,0542 | 0,0499 0,3826 | 0,3124 | 0,4171 | 0,4350
15 0,0619 | 0,0475 | 0,0567 | 0,0521 0,4136 | 0,3362 | 0,4451 | 0,4557
16 0,0646 | 0,0496 | 0,0591 | 0,0541 0,4473 | 0,3628 | 0,4796 | 0,4884
17 0,0669 | 0,0513 | 0,0616 | 0,0560 0,4774 | 0,3918 | 0,5143 | 0,5286
18 0,0694 | 0,0532 | 0,0642 | 0,0581 0,5117 | 0,4150 | 0,5520 | 0,5627
19 0,0718 | 0,0549 | 0,0665 | 0,0600 0,5386 | 0,4353 | 0,5821 | 0,5872
20 0,0743 | 0,0569 | 0,0690 | 0,0617 0,5720 | 0,4613 | 0,6171 | 0,6155

Analiza wynikéw przedstawionych w tabelach 9.13-9.15 pozwala dostrzec, iz przewaga kry-
terium FPE nad kryterium PE w przypadku wyboru pasma estymacji przy ustalonym rzedzie
estymowanego modelu nie jest oczywista. Dla scenariusza lagodnych zmian parametréow procesu
kryterium PE daje zwykle lepsze wyniki niz kryterium FPE.

Otrzymane rezultaty pokazuja, ze kryterium FPE jest skuteczniejsze w przypadku wyboru
rzedu estymowanego modelu, natomiast kryterium PE moze dawac lepsze rezultaty wyboru pasma
estymacji. Uzyskane wyniki staly sie motywacja do zastosowania mieszanych strategii adaptacyj-
nego wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego modelu.

Strategie mieszane sa dwuetapowymi procedurami wyboru pasma estymacji i rzedu estymowa-
nego modelu. Gdy kryterium FPE jest uzyte do wyboru rzedu modelu, a kryterium PE do wyboru
pasma estymacji, dla kazdego pasma estymacji m wybierany jest rzad n, a nastepnie wybierana
jest warto$¢ pasma estymacji (strategia A):

Nr(t) = argmin FPE,, . (t),
7(t) = arg min PE~ ‘W(t)

lub najpierw wybierana jest warto$¢ pasma estymacji dla kazdego rzedu n, a nastepnie wybrany
zostaje rzad modelu (strategia B):

Tn(t) = argmin PE,, . (t),
n(t) = argmin FPE, ~ (t).

W symulacjach sprawdzono dziatanie opisanych strategii rowniez w przypadku zastosowania
kryterium PE do wyboru rzedu estymowanego modelu oraz kryterium FPE do wyboru pasma
estymacji (strategie C oraz D). Strategia C jest opisana za pomoca formul:

Nx(t) = argmin PE,, (%),
7(t) = arg min FPE~ ‘Tr(t),

N
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natomiast strategia D:

Tn(t) = argmin FPE,, | (t),

n(t) = arg mgn PEn\?Fn (t).

Wyniki uzyskane dla strategii mieszanych zostaly zamieszczone w tabelach 9.16-9.18 (scenariusz
lagodnych zmian) oraz 9.19-9.21 (scenariusz gwaltownych zmian).

Tablica 9.16: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty btedéw oszacowan para-
metrow przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza lagodnych zmian parametréw procesu dla sygnalu o dlugosci N = 2500

prébek.
dis dcg
Nmax A B C D A B C D

T || 41282 | 4,1282 | 4,1990 | 4,1990 || 12,0054 | 12,0054 | 12,0135 | 12,0135

2,6275 | 2,6275 | 2,8205 | 2,8210 8,6721 8,6719 8,6314 8,6344
3 || 24808 | 2,4836 | 2,6879 | 2,6877 || 6,4804 | 64805 | 6,5045 | 6,5458
4 1,3665 | 1,3706 | 1,6091 1,5947 2,9521 3,0692 2,7860 2,8327
5 1,3544 | 1,3565 | 1,6082 | 1,5905 2,6094 25924 2,6495 2,6544
6 || 04665 | 0,4716 | 0,6606 | 0,5695 || 0,9245 | 0,9983 | 1,1701 | 1,1193
7 1| 04695 | 04737 | 07108 | 0,6917 | 0,6277 | 08442 | 0,6204 | 0,6370
8 0,0895 | 0,0942 | 0,0702 | 0,0735 0,3714 0,5023 | 0,2838 | 0,2945
9 || 0,0882 | 0,0941 | 0,0707 | 0,0746 || 0,3928 | 0,5409 | 0,3000 | 0,3133
10 | 0,0886 | 0,0948 | 0,0714 | 0,0755 || 0,4005 | 0,5756 | 0,3099 | 0,3256
11 0,0890 | 0,0941 | 0,0723 | 0,0767 0,4254 0,6622 | 0,3222 | 0,3369
12 | 0,0893 | 0,0934 | 0,0731 | 0,0777 || 04537 | 0,7251 | 0,3300 | 0,3451
13 || 0,0895 | 0,035 | 0,0736 | 0,0787 || 0,4617 | 0,6994 | 0,3407 | 0,3555
14 0,0898 | 0,0927 | 0,0745 | 0,0797 0,4615 0,6693 | 0,3480 | 0,3623
15 | 0,0899 | 0,0926 | 0,0752 | 0,0806 || 0,4644 | 0,6585 | 0,3551 | 0,3709
16 || 0,0902 | 0,0926 | 0,0761 | 0,0818 || 0,4748 | 0,6636 | 0,3646 | 0,3812
17 0,0904 | 0,0924 | 0,0767 | 0,0825 0,4823 0,6778 | 0,3728 | 0,3895
18 | 0,0005 | 0,0925 | 0,0773 | 0,0832 || 0,4860 | 0,6794 | 0,3785 | 0,3952
19 0,0907 | 0,0926 | 0,0780 | 0,0839 0,4886 0,6780 | 0,3866 | 0,4022
20 || 0,0908 | 0,0925 | 0,0785 | 0,0847 || 0,4904 | 06722 | 0,3921 | 04077

Tablica 9.17: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty btedéw oszacowan para-
metrow przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza lagodnych zmian parametréw procesu dla sygnalu o dlugosci N = 5000

prébek.
dis dcg
Nmax A B C D A B C D

1 4,1091 | 4,1091 | 4,1853 | 4,1853 || 12,0095 | 12,0095 | 12,0062 | 12,0062

2,5306 | 2,5306 | 2,6450 | 2,6454 8,6786 8,6781 8,6403 8,6425
3 || 2,3797 | 2,3810 | 2,5053 | 2,5055 || 6,4575 | 64570 | 64847 | 6,5034
4 1,3066 | 1,3095 | 1,4139 | 1,4062 2,9765 3,0465 2,9054 2,9396
5 1,2936 | 1,2962 | 1,4160 | 1,4043 2,3850 2,3931 2,4655 2,4818
6 || 04258 | 0,4310 | 0,4882 | 0,4446 || 0,7982 | 0,8853 | 1,0081 | 0,9638
7 0,4057 | 0,4118 | 0,5047 | 0,4803 0,4498 0,7520 0,4769 0,4813
8 0,0625 | 0,0677 | 0,0533 | 0,0538 || 0,2095 | 0,4242 0,2115 0,2147
9 || 0,0626 | 0,0688 | 0,0541 | 0,0545 || 0,2248 | 04179 | 0,2266 | 0,2315
10 0,0627 | 0,0688 | 0,0548 | 0,0554 || 0,2334 | 0,4443 0,2385 0,2476
11 0,0628 | 0,0689 | 0,0556 | 0,0563 || 0,2410 | 0,5028 0,2508 0,2630
12 | 0,0630 | 0,0687 | 0,0565 | 0,0573 || 0,2499 | 0,5879 | 0,2645 | 0,2788
13 0,0631 | 0,0688 | 0,0571 | 0,0579 || 0,2517 | 0,5772 0,2719 0,2862
14 0,0632 | 0,0684 | 0,0579 | 0,0586 || 0,2541 | 0,5496 0,2810 0,2946
15 | 0,0633 | 0,0682 | 0,0586 | 0,0594 || 0,2559 | 0,5223 | 0,2806 | 0,3037
16 0,0634 | 0,0682 | 0,0594 | 0,0602 || 0,2594 | 0,5214 0,3006 0,3151
17 0,0635 | 0,0681 | 0,0600 | 0,0607 || 0,2613 | 0,5435 0,3074 0,3214
18 0,0636 | 0,0684 | 0,0607 | 0,0614 || 0,2622 | 0,5452 0,3141 0,3285
19 0,0636 | 0,0685 | 0,0613 | 0,0619 || 0,2633 | 0,5405 0,3213 0,3356
20 || 0,0637 | 0,0686 | 0,0621 | 0,0627 || 0,2646 | 0,5305 | 0,3303 | 0,3447
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Tablica 9.18: Usérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metrow przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza lagodnych zmian parametréw procesu dla sygnatu o dlugoéci N = 10000

prébek.
dis dcg
Tmax A B C D A B C D
1 41058 | 4,1058 | 4,1753 | 4,1753 || 12,0060 | 12,0060 | 11,9995 | 11,9995
2 2,4788 | 24787 | 2,5344 | 2,5349 || 8,6785 | 8,6781 | 8,6439 | 8,6460
3 2,3363 | 2,3370 | 2,4034 | 2,4039 | 6,4147 | 6,4140 | 6,4169 | 6,4294
4 1,2526 | 1,2536 | 1,3099 | 1,3084 || 2,9412 | 2,9575 | 2,8924 | 2,9110
5 1,2327 | 1,2338 | 1,2086 | 1,2038 || 2,3342 | 2,3209 | 2,4024 | 24179
6 0,3992 | 0,4019 | 0,4250 | 0,4143 || 0,6927 | 0,7200 | 0,8772 | 0,8558
7 0,3701 | 0,3735 | 0,4136 | 0,4022 || 0,3555 | 0,4536 | 0,3902 | 0,3898
8 |/ 0,0333 70,0362 | 0,0405 | 0,0406 || 0,1049 | 0,1762 | 0,1394 | 0,1370
9 || 0,0339 | 0,0373 | 0,0415 | 0,0415 || 0,1147 | 0,1811 | 0,1548 | 0,1520
10 || 0,0342 | 0,0379 | 0,0424 | 0,0425 || 0,1205 | 0,1898 | 0,1669 | 0,1648
11 || 0,0345 | 0,0382 | 0,0433 | 0,0433 || 0,1253 | 0,2054 | 0,1785 | 0,1764
12 || 0,0347 | 0,0386 | 0,0442 | 0,0441 || 0,1290 | 0,2261 | 0,1903 | 0,1881
13 || 0,0349 | 0,0389 | 0,0449 | 0,0449 || 0,1315 | 0,2241 | 0,2004 | 0,1978
14 || 0,0351 | 0,0391 | 0,0457 | 0,0456 || 0,1339 | 0,2246 | 0,2106 | 0,2076
15 || 0,0352 | 0,0393 | 0,0464 | 0,0462 || 0,1357 | 0,2231 | 0,2196 | 0,2158
16 || 0,0354 | 0,0394 | 0,0472 | 0,0470 || 0,1380 | 0,2262 | 0,2300 | 0,2253
17 || 0,0355 | 0,0396 | 0,0479 | 0,0476 || 0,1396 | 0,2329 | 0,2380 | 0,2324
18 || 0,0356 | 0,0397 | 0,0485 | 0,0482 || 0,1406 | 0,2329 | 0,2460 | 0,2397
19 || 0,0356 | 0,0398 | 0,0491 | 0,0488 || 0,1419 | 0,2331 | 0,2532 | 0,2471
20 || 0,0357 | 0,0399 | 0,0497 | 0,0493 || 0,1424 | 0,2326 | 0,2612 | 0,2542

Tablica 9.19: Usérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metrow przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza gwaltownych zmian parametréw procesu dla sygnatu o dtugosci N = 2500

prébek.
dis dce
TNmax A B [¢] D A B C D
1 4,0324 | 4,0324 | 4,0863 | 4,0863 || 13,7869 | 13,7869 | 13,8068 | 13,8068
2 3,0373 | 3,0374 | 3,2170 | 3,2174 || 10,5575 | 10,5572 | 10,5433 | 10,5456
3 2,8891 | 2,8885 | 3,0748 | 3,0744 8,2922 8,2755 8,3281 8,3548
4 || 1,7424 | 1,7433 | 1,8870 | 1,8804 || 4,3814 | 4,070 | 4,1980 | 4,2429
5 1,7371 | 1,7354 | 1,8801 1,8705 3,6389 3,5785 3,6183 3,6124
6 0,8356 | 0,8380 | 0,9548 | 0,8980 0,8431 0,8611 0,7323 0,7150
7 1 0,8546 | 0,8562 | 0,9895 | 0,9687 || 1,2586 | 1,3740 | 0,9643 | 0,9685
8 0,1235 | 0,1239 | 0,1103 | 0,1136 0,6788 0,7104 0,4934 | 0,4901
9 0,1147 | 0,1167 | 0,1039 | 0,1131 0,6661 0,7062 0,4797 | 0,4750
10 || 0,1139 | 0,125 | 0,1034 | 0,1170 || 0,7028 | 0,7552 | 0,4809 | 0,5159
11 0,1137 | 0,1108 | 0,1027 | 0,1232 0,7959 0,8773 | 0,5008 | 0,5981
12 0,1143 | 0,1102 | 0,1032 | 0,1259 0,9349 1,0451 0,5291 0,6882
13 || 0,1136 | 0,104 | 0,1037 | 0,1273 || 0,9583 | 1,0530 | 0,5422 | 0,7065
14 || 0,1141 | 0,1101 | 0,1042 | 0,1292 || 0,9618 | 1,0192 | 0,5514 | 0,7110
15 0,1148 | 0,1101 | 0,1046 | 0,1295 0,9501 0,9710 | 0,5569 | 0,7013
16 || 0,152 | 0,1099 | 0,1048 | 0,1205 || 0,9637 | 0,9548 | 0,5629 | 0,6914
17 0,1155 | 0,1101 | 0,1052 | 0,1296 0,9947 0,9803 | 0,5703 | 0,6983
18 || 0,1158 | 0,103 | 0,1055 | 0,1296 || 1,0018 | 0,9837 | 0,5751 | 0,7039
19 0,1160 | 0,1106 | 0,1059 | 0,1298 1,0100 0,9814 | 0,5811 0,7080
20 0,1164 | 0,1109 | 0,1064 | 0,1300 1,0136 0,9763 | 0,5881 0,7126
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Tablica 9.20: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metrow przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza gwaltownych zmian parametréw procesu dla sygnatu o dtugosci N = 5000

prébek.
dis dcg
TNmax A B C D A B C D
1 4,0156 | 4,0156 | 4,0661 | 4,0661 13,7717 | 13,7717 | 13,7742 | 13,7742
2 2,9797 | 2,9796 | 3,0799 | 3,0810 10,5477 | 10,5471 | 10,5229 | 10,5272
3 || 2,8424 | 2,8437 | 2,9558 | 2,9567 || 8,1789 | 81757 | 8,2082 | 82346
4 1,7068 | 1,7083 | 1,7954 | 1,7911 4,1964 4,2515 4,1213 4,1743
5 || 1,6097 | 1,7004 | 1,7912 | 1,7852 || 3,2549 | 3,2759 | 3,3242 | 3,3479
6 0,7910 | 0,7929 | 0,8464 | 0,8117 0,5903 0,7019 0,6178 0,6111
7 0,8027 | 0,8049 | 0,8695 | 0,8563 0,7627 1,1042 0,7207 0,7222
8 0,0807 | 0,0825 | 0,0513 | 0,0511 0,2599 0,5076 0,2482 | 0,2438
9 || 0,0731 | 0,0753 | 0,0500 | 0,0493 || 02579 | 04675 | 02473 | 0,2412
10 0,0719 | 0,0730 | 0,0502 | 0,0493 0,2820 0,5046 0,2570 | 0,2474
11 | 00717 | 0,0726 | 0,0509 | 0,0499 || 0,3132 | 0,5981 | 0,2707 | 0,2586
12 0,0712 | 0,0715 | 0,0514 | 0,0507 0,3458 0,7544 0,2865 | 0,2738
13 0,0714 | 0,0717 | 0,0521 | 0,0514 0,3559 0,7644 0,2975 | 0,2857
14 | 00717 | 0,0717 | 0,0529 | 0,0521 || 0,3603 | 0,7230 | 0,3085 | 0,2075
15 0,0718 | 0,0715 | 0,0534 | 0,0527 0,3602 0,6723 0,3142 | 0,3029
16 0,0719 | 0,0714 | 0,0540 | 0,0534 0,3654 0,6639 0,3242 | 0,3132
17 | 0,0721 | 0,0714 | 0,0545 | 0,0540 || 0,3753 | 0,7048 | 0,3322 | 0,3218
18 0,0724 | 0,0716 | 0,0551 | 0,0546 0,3799 0,7108 0,3404 | 0,3296
19 0,0724 | 0,0716 | 0,0555 | 0,0551 0,3820 0,7056 0,3464 | 0,3350
20 || 0,0726 | 0,0718 | 0,0560 | 0,0555 || 0,3845 | 0,6921 | 0,3519 | 0,3404

Tablica 9.21: USrednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan pa-
rametréw przy zastosowaniu mieszanych strategii wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego
modelu dla scenariusza gwaltownych zmian parametréw procesu dla sygnatu o dtugosci N = 10000

prébek.
dis dcg
TNmax A B C D A B C D
1 4,0077 | 4,0077 | 4,0588 | 4,0588 13,7592 | 13,7592 | 13,7546 | 13,7546
2 29419 | 2,9419 | 3,0012 | 3,0021 10,5187 | 10,5181 | 10,4925 | 10,4970
3 || 2,8084 | 2,8094 | 2,8771 | 2,8774 || 8,1341 | 8,1316 | 8,1499 | 81629
4 1,6853 | 1,6867 | 1,7332 | 1,7325 4,1416 4,1725 4,1060 4,1288
5 || 1,6856 | 1,6869 | 1,7410 | 1,7393 || 3,1511 | 3,1546 | 3,2366 | 3,2592
6 || 0,7524 | 0,7548 | 0,7920 | 0,7708 || 0,5280 | 0,5923 | 0,5523 | 0,5531
7 0,7684 | 0,7723 | 0,8130 | 0,8052 0,6223 0,8416 0,6146 0,6207
8 0,0481 | 0,0512 | 0,0395 | 0,0390 || 0,1424 | 0,2984 0,1506 0,1492
9 0,0450 | 0,0488 | 0,0390 | 0,0383 || 0,1415 | 0,2732 0,1569 0,1530
10 0,0450 | 0,0476 | 0,0396 | 0,0387 || 0,1538 | 0,2959 0,1687 0,1628
11 | 0,0445 | 0,0473 | 0,0405 | 0,0395 || 0,1690 | 0,3430 | 0,1841 | 0,1760
12 0,0446 | 0,0472 | 0,0413 | 0,0403 || 0,1829 | 0,4191 0,1978 0,1888
13 0,0446 | 0,0476 | 0,0421 | 0,0411 || 0,1885 | 0,4270 0,2098 0,2006
14 | 0,0449 | 0,0476 | 0,0428 | 0,0418 || 0,1917 | 0,4081 | 0,2204 | 0,2102
15 || 0,0450 | 0,0477 | 0,0435 | 0,0424 || 0,1928 | 0,3825 | 0,2302 | 0,2186
16 0,0451 | 0,0477 | 0,0442 | 0,0430 || 0,1949 | 0,3771 0,2402 0,2280
17 | 0,0452 | 0,0477 | 0,0448 | 0,0436 || 0,1978 | 0,3967 | 0,2484 | 0,2355
18 0,0453 | 0,0479 | 0,0454 | 0,0442 || 0,2007 | 0,4011 0,2576 0,2441
19 | 0,0454 | 0,0480 | 0,0460 | 0,0447 || 0,2019 | 0,3977 | 0,2639 | 0,2495
20 0,0454 | 0,0481 | 0,0465 | 0,0452 || 0,2029 | 0,3916 0,2714 0,2559

Wyniki w powyzszych tabelach pokazuja skutecznos¢ mieszanych strategii zaréwno w procesie
estymacji widmowej gestosci mocy, jak i §ledzenia zmian parametrow procesu. Przykladowo, stra-
tegia C daje zwykle lepsze wyniki §ledzenia parametréow i estymacji widma niz kryterium FPE bez
wzgledu na szybko$¢ zmian parametrow analizowanego procesu.
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Na rysunku 9.9 przedstawiono widmowa gesto$¢ mocy estymowana za pomoca procedury usred-
niania oszacowan wspélczynnikéw autokorelacji, z wykorzystaniem kryterium FPE do lacznego
wyboru rzedu modelu i pasma estymacji dla sygnalu o dlugosci N = 5000 prébek zaréwno w
scenariuszu tagodnych, jak i gwaltownych zmian parametréw.

5000 5000
"2000"5°

000
25003

1500

Rysunek 9.9: Widmowa gesto$¢ mocy estymowana za pomocg procedury usredniania oszacowan
wspolczynnikow autokorelacji, z wykorzystaniem kryterium FPE do tacznego wyboru rzedu modelu
i pasma estymacji dla sygnatu o dlugosci N = 5000 prébek. (a-b) Wyniki dla pojedynczej realizacji
procesu oraz (c-d) wyniki usrednione po 100 niezaleznych realizacjach w scenariuszu (a,c) tagodnych
oraz (b,d) gwaltownych zmian parametréw
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9.2.2 Wariant wielowymiarowy

Z uwagi na bardzo dlugie czasy obliczen, symulacje w wariancie wielowymiarowym ograniczono
jedynie do algorytmow adaptacyjnego wyboru rzedu i pasma opartych na kryterium koncowego
bledu predykcji. Z tego samego powodu pominigto réwniez rozwiazania oparte na strategiach
mieszanych.

W tabelach 9.22-9.33 zamieszczono u$rednione miary oceny jakosci analizy wygenerowanych
fragmentow realizacji wielowymiarowego niestacjonarnego procesu autoregresyjnego o dtugosciach
odpowiednio N = 2000, N = 4000 oraz N = 8000 prébek. Analogicznie do przypadku jednowy-
miarowego, symulacje przeprowadzono za pomoca trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych
z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapomi-
naniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego zaproponowane kryterium adaptacyjnego
wyboru rzedu i pasma estymacji (MFPE) dla réznych wartosci maksymalnego rzedu modelu od
n =1 do n = 20. Rezultaty otrzymano dla wariantu uéredniania oszacowan macierzy wspotczyn-
nikéw odbicia (FK) oraz wariantu usredniania oszacowai macierzy wspolczynnikéw autokorelacji
(FR). Tabele 9.22-9.27 zawieraja wartosci usrednionej miary wzglednej entropii estymowanej wid-
mowej gestodci mocy w scenariuszu tagodnych oraz gwaltownych zmian parametréw. W tabelach
9.28-9.33 zamieszczono natomiast usrednione kwadraty bledow oszacowan parametréow analizowa-
nych sygnaléw.

Tablica 9.22: Usrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu tagodnych zmian parametréw
procesu dla fragmentu o dlugoéci N = 2000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych
algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym oraz algorytmu wykorzystujacego za-
proponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspélczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspolczynnikow autokorelacji.

FK FR
n/Nmax A1 Ao A3 m o T3 Ty MFPE I3 o T3 Ty MFPE
1 2.2204 | 1,8886 | 4,1644 || 2,0422 | 1,8150 | 1,8911 | 2,0859 | 2,2248 || 1,0063 | 1,7781 | 1,8777 | 2,0611 | 2,182

0,5916 | 0,5194 | 1,6807 || 0,5512 | 0,5110 | 0,5265 | 0,5840 | 0,5493 || 0,5184 | 0,4832 | 0,5133 | 0,5615 | 0,5086
0,4000 | 0,3215 | 1,8025 || 0,3441 | 0,3102 | 0,3260 | 0,3932 | 0,3365 || 0,3157 | 0,2842 | 0,3134 | 0,3746 | 0,3049
0,3043 | 0,2515 | 1,6510 || 0,2559 | 0,2437 | 0,2540 | 0,3087 | 0,2463 || 0,2307 | 0,2204 | 0,2417 | 0,2919 | 0,2263
0,1944 | 0,1505 | 1,6285 || 0,1396 | 0,1415 | 0,1513 | 0,1972 | 0,1242 || 0,1156 | 0,1181 | 0,1393 | 0,1829 | 0,1097
0,1968 | 0,1471 | 1,8352 || 0,1358 | 0,1365 | 0,1471 | 0,1937 | 0,1195 || 0,1117 | 0,1128 | 0,1351 | 0,1793 | 0,1049
0,2043 | 0,1468 | 2,1405 || 0,1338 | 0,1318 | 0,1459 | 0,1877 | 0,1162 || 0,1103 | 0,1079 | 0,1339 | 0,1732 | 0,1018
0,1971 | 0,1380 | 2,3410 || 0,1206 | 0,1218 | 0,1359 | 0,1772 | 0,1024 || 0,0984 | 0,0997 | 0,1242 | 0,1640 | 0,0888
9 0,1997 | 0,1353 | 2,5885 || 0,1140 | 0,1144 | 0,1315 | 0,1673 | 0,0948 || 0,0931 | 0,0927 | 0,1205 | 0,1550 | 0,0818
10 0,2003 | 0,1303 | 2,8475 || 0,1056 | 0,1063 | 0,1250 | 0,1574 | 0,0849 || 0,0858 | 0,0854 | 0,1145 | 0,1463 | 0,0717
11 0,2157 | 0,1360 | 3,2359 || 0,1103 | 0,1077 | 0,1294 | 0,1593 | 0,0851 || 0,0910 | 0,0866 | 0,1192 | 0,1485 | 0,0721
12 0,2312 | 0,1419 | 3,6915 || 0,1152 | 0,1096 | 0,1339 | 0,1639 | 0,0854 || 0,0966 | 0,0886 | 0,1241 | 0,1534 | 0,0724
13 0,2473 | 0,1478 | 4,2467 || 0,1203 | 0,1115 | 0,1385 | 0,1686 | 0,0854 || 0,1022 | 0,0906 | 0,1290 | 0,1584 | 0,0725
14 0,2632 | 0,1539 | 4,8375 || 0,1251 | 0,1133 | 0,1431 | 0,1726 | 0,0855 || 0,1077 | 0,0927 | 0,1340 | 0,1628 | 0,0725
15 0,2799 | 0,1599 | 54720 || 0,1303 | 0,1152 | 0,1478 | 0,1776 | 0,0855 || 0,1135 | 0,0947 | 0,1389 | 0,1680 | 0,0725
16 0,2967 | 0,1660 | 6,1956 || 0,1354 | 0,1170 | 0,1525 | 0,1822 | 0,0855 || 0,1192 | 0,0968 | 0,1439 | 0,1729 | 0,0725
17 0,3147 | 0,1721 | 6,9995 || 0,1409 | 0,189 | 0,1573 | 0,1874 | 0,0855 || 0,1252 | 0,0988 | 0,1489 | 0,1782 | 0,0726
18 0,3325 | 0,1783 | 7,9203 || 0,1461 | 0,1208 | 0,1621 | 0,1923 | 0,0855 || 0,1310 | 0,1010 | 0,1541 | 0,1833 | 0,0726
19 0,3519 | 0,1850 | 8,9990 || 0,1515 | 0,1227 | 0,1673 | 0,1969 | 0,0855 || 0,1371 | 0,1031 | 0,1596 | 0,1882 | 0,0726
20 0,3707 | 0,1913 | 10,1027 || 0,1570 | 0,1245 | 0,1723 | 0,2014 | 0,0855 || 0,1431 | 0,1051 | 0,1648 | 0,1929 | 0,0726

0 =1 O Ut W N
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Tablica 9.23: Usrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu tagodnych zmian parametréw
procesu dla fragmentu o dtugoéci N = 4000 prébek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwukierunkowych
algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego za-
proponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspolczynnikow odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspotczynnikéw autokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL A2 A3 T T T Ty MFPE T T T3 T4 MFPE
1 37,4851 | 2,0452 | 4,5423 || 2,1996 | 1,8008 | 2,044 | 2,1148 | 2,4038 || 2,1468 | 1,8407 | 2,027 | 2,0040 | 2,3710

2 0,6485 | 0,5262 | 1,8513 || 0,5801 | 0,5030 | 0,5355 | 0,5539 | 0,5692 || 0,5445 | 0,4785 | 0,5216 | 0,5360 | 0,5396
3 0,4560 | 0,3236 | 2,0666 || 0,3684 | 0,2031 | 0,3296 | 0,3453 | 0,3605 || 0,3389 | 0,2720 | 0,3179 | 0,3319 | 0,3341
4 0,3354 | 0,2389 | 1,8706 || 0,2674 | 0,2164 | 0,2429 | 0,2515 | 0,2531 || 0,2422 | 0,1974 | 0,2324 | 0,2398 | 0,2342
5 0,2085 | 0,1255 | 1,7960 || 0,1416 | 0,1023 | 0,1273 | 0,1206 | 0,1214 || 0,1180 | 0,0828 | 0,1180 | 0,1200 | 0,1078
6 0,2087 | 0,1210 | 1,9805 || 0,1361 | 0,0957 | 0,1219 | 0,1239 | 0,1143 || 0,1133 | 0,0759 | 0,1128 | 0,1145 | 0,1007
7 0,2174 | 0,1212 | 2,3549 || 0,1352 | 0,022 | 0,1210 | 0,1223 | 0,1097 || 0,1127 | 0,0727 | 0,1121 | 0,1131 | 0,0960
8 0,2048 | 0,1099 | 2,5224 || 0,1204 | 0,0794 | 0,1086 | 0,1088 | 0,0920 || 0,0990 | 0,0602 | 0,1004 | 0,1004 | 0,0790
9 0,2057 | 0,1065 | 2,7730 || 0,135 | 0,0725 | 0,1035 | 0,1020 | 0,0821 || 0,0936 | 0,0538 | 0,0960 | 0,0945 | 0,0700
10 0,2023 | 0,0095 | 2,947 || 0,1035 | 0,0629 | 0,0948 | 0,0928 | 0,0687 || 0,0845 | 0,0444 | 0,0880 | 0,0859 | 0,0573
11 0,2184 | 0,1059 | 3,4190 || 0,1089 | 0,0653 | 0,0999 | 0,0976 | 0,0692 || 0,0906 | 0,0470 | 0,0934 | 0,0911 | 0,0577
12 0,2342 | 0,1122 | 3,8602 || 0,1139 | 0,0675 | 0,1047 | 0,1024 | 0,0694 || 0,0963 | 0,0495 | 0,0987 | 0,0963 | 0,0579
13 0,2503 | 0,1185 | 4,4189 || 0,1191 | 0,0697 | 0,1096 | 0,1071 | 0,0694 || 0,1022 | 0,0521 | 0,1040 | 0,1014 | 0,0579
14 0,2671 | 0,1250 | 5,0450 || 0,1245 | 0,0721 | 0,1145 | 0,1121 | 0,0694 || 0,1083 | 0,0547 | 0,1094 | 0,1068 | 0,0579
15 0,2843 | 0,1317 | 57117 || 0,1299 | 0,0744 | 0,1197 | 0,1170 | 0,0695 || 0,1143 | 0,0573 | 0,1149 | 0,1120 | 0,0580
16 0,3012 | 0,1381 | 6,4257 || 0,1351 | 0,0766 | 0,1246 | 0,1219 | 0,0695 || 0,1201 | 0,0598 | 0,1202 | 0,1172 | 0,0580
17 0,3192 | 0,1446 | 7,2742 || 0,1408 | 0,0789 | 0,1207 | 0,1272 | 0,0695 || 0,1262 | 0,0624 | 0,1256 | 0,1227 | 0,0580
18 0,3378 | 0,1515 | 8,2423 || 0,1464 | 0,0813 | 0,1351 | 0,1322 | 0,0695 || 0,1324 | 0,0650 | 0,1313 | 0,1281 | 0,0580
19 0,3573 | 0,1588 | 9,4499 || 0,1521 | 0,0837 | 0,1407 | 0,1375 | 0,0695 || 0,1389 | 0,0678 | 0,1373 | 0,1337 | 0,0580
20 0,3759 | 0,1657 | 10,6341 || 0,1580 | 0,0862 | 0,1461 | 0,1430 | 0,0695 || 0,1454 | 0,0705 | 0,1430 | 0,1395 | 0,0580

Tablica 9.24: Usrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu tagodnych zmian parametréw
procesu dla fragmentu o dlugoéci N = 8000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech lewo-
stronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunkowych
algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego za-
proponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspotczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspolczynnikow autokorelacji.

FK FR
N/ Nmax A Ao A3 T o 3 T MFPE E3) T T3 Ty MFPE
1 2,5277 | 2,0871 | 4,5833 || 2,2350 | 1,9224 | 2,0855 | 2,1231 | 2,4334 || 2,1850 | 1,8836 | 2,0694 | 2,1038 | 2,4040

0,6671 | 0,5369 | 1,8915 || 0,5904 | 0,5088 | 0,5478 | 0,5534 | 0,5770 || 0,5544 | 0,4850 | 0,5323 | 0,5366 | 0,5456
0,4746 | 0,3323 | 2,0672 || 0,3798 | 0,2984 | 0,3398 | 0,3452 | 0,3668 || 0,3496 | 0,2784 | 0,3272 | 0,3323 | 0,3392
0,3474 | 0,2415 | 1,8572 || 0,2743 | 0,2176 | 0,2471 | 0,2486 | 0,2544 || 0,2484 | 0,1996 | 0,2359 | 0,2375 | 0,2346
0,2125 | 0,1221 | 1,7762 || 0,1454 | 0,1007 | 0,1259 | 0,1248 | 0,1199 || 0,1223 | 0,0823 | 0,1161 | 0,1157 | 0,1049
0,2135 | 0,1175 | 1,9559 || 0,1401 | 0,0940 | 0,1206 | 0,1192 | 0,1128 || 0,1170 | 0,0753 | 0,1109 | 0,1103 | 0,0976
0,2222 | 0,173 | 2,3269 || 0,1385 | 0,0901 | 0,1191 | 0,173 | 0,1076 || 0,1157 | 0,0716 | 0,1096 | 0,1086 | 0,0919
0,2089 | 0,1047 | 2,4923 || 0,1230 | 0,0764 | 0,1052 | 0,1026 | 0,0887 || 0,1014 | 0,0583 | 0,0966 | 0,0947 | 0,0739
9 0,2091 | 0,1004 | 2,7598 || 0,1156 | 0,0690 | 0,0992 | 0,0958 | 0,0781 || 0,0956 | 0,0516 | 0,0914 | 0,0888 | 0,0641
10 0,2035 | 0,0023 | 3,0126 || 0,1049 | 0,0588 | 0,0805 | 0,0858 | 0,0636 || 0,0861 | 0,0416 | 0,0825 | 0,0795 | 0,0506
11 0,2188 | 0,0984 | 3,4270 || 0,1102 | 0,0612 | 0,0942 | 0,0907 | 0,0640 || 0,0919 | 0,0442 | 0,0876 | 0,0848 | 0,0509
12 0,2345 | 0,1046 | 3,8757 || 0,1153 | 0,0635 | 0,0990 | 0,0954 | 0,0641 || 0,0977 | 0,0468 | 0,0928 | 0,0898 | 0,0510
13 0,2497 | 0,1108 | 4,4163 || 0,1205 | 0,0660 | 0,1038 | 0,1003 | 0,0642 || 0,1036 | 0,0496 | 0,0981 | 0,0952 | 0,0511
14 0,2660 | 0,1172 | 5,0351 || 0,1258 | 0,0683 | 0,1087 | 0,1052 | 0,0642 || 0,1096 | 0,0523 | 0,1034 | 0,1005 | 0,0511
15 0,2826 | 0,1237 | 5,7136 || 0,1312 | 0,0707 | 0,1137 | 0,1103 | 0,0642 || 0,1156 | 0,0550 | 0,1087 | 0,1059 | 0,0511
16 0,3000 | 0,1303 | 6,4981 || 0,1368 | 0,0732 | 0,1188 | 0,1155 | 0,0642 || 0,1219 | 0,0577 | 0,1142 | 0,1114 | 0,0512
17 0,3172 | 0,1368 | 7,3685 || 0,1424 | 0,0756 | 0,1239 | 0,1207 | 0,0642 || 0,1280 | 0,0605 | 0,1196 | 0,1169 | 0,0512
18 0,3357 | 0,1437 | 8,3229 || 0,1483 | 0,0781 | 0,1203 | 0,1261 | 0,0642 || 0,1346 | 0,0633 | 0,1254 | 0,1227 | 0,0512
19 0,3543 | 0,1505 | 9,4252 || 0,1540 | 0,0806 | 0,1346 | 0,1315 | 0,0642 || 0,1409 | 0,0660 | 0,1310 | 0,1283 | 0,0512
20 0,3742 | 0,1576 | 10,6944 || 0,1601 | 0,0831 | 0,1402 | 0,1370 | 0,0642 || 0,1476 | 0,0689 | 0,1370 | 0,1342 | 0,0512

00 =1 O U= W N
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Tablica 9.25: Usrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu gwaltownych zmian parame-
tréw procesu dla fragmentu o dtugosci N = 2000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech
lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunko-
wych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego
zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspélczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspotczynnikéw autokorelacji.

FK FR
1/Nmax Al Ao A3 E3) o T3 Ty MFPE T T T3 T4 MFPE
1 2,2841 | 1,9211 | 4,2989 || 2,0912 | 1,8506 | 1,9244 | 2,1283 | 2,2733 || 2,0443 | 1,8123 | 1,9105 | 2,1039 | 2,2364

2 0,6129 | 0,5366 | 1,7123 || 0,5709 | 0,5292 | 0,5435 | 0,6008 | 0,5654 || 0,5382 | 0,5016 | 0,5302 | 0,5788 | 0,5270
3 0,4182 | 0,3353 | 1,8543 || 0,3596 | 0,3242 | 0,3389 | 0,4064 | 0,3475 || 0,3313 | 0,2988 | 0,3258 | 0,3887 | 0,3174
4 0,3199 | 0,2649 | 1,6850 || 0,2691 | 0,2568 | 0,2663 | 0,3203 | 0,2534 || 0,2440 | 0,2339 | 0,2535 | 0,3043 | 0,2344
5 0,2005 | 0,1646 | 1,6709 || 0,1515 | 0,1545 | 0,1640 | 0,2081 | 0,1275 || 0,1275 | 0,1311 | 0,1514 | 0,1941 | 0,1103
6 0,2121 | 0,1612 | 1,8777 || 0,1477 | 0,1496 | 0,1598 | 0,2046 | 0,1223 || 0,1235 | 0,1257 | 0,1472 | 0,1902 | 0,1056
7 0,2193 | 0,1605 | 2,2039 || 0,1453 | 0,1446 | 0,1582 | 0,1977 | 0,1186 || 0,1215 | 0,1202 | 0,1454 | 0,1833 | 0,1024
8 0,2112 | 0,1514 | 2,4009 || 0,1314 | 0,1342 | 0,1479 | 0,1866 | 0,1045 || 0,1088 | 0,1116 | 0,1353 | 0,1735 | 0,0887
9 0,2134 | 0,1485 | 2,6542 || 0,1243 | 0,1267 | 0,1433 | 0,1767 | 0,0967 || 0,1031 | 0,1043 | 0,1313 | 0,1643 | 0,0812
10 0,2139 | 0,1433 | 2,9052 || 0,1154 | 0,1184 | 0,1366 | 0,1669 | 0,0862 || 0,0953 | 0,0967 | 0,1251 | 0,1556 | 0,0705
11 0,2204 | 0,1492 | 3,3000 || 0,1200 | 0,1197 | 0,1410 | 0,1691 | 0,0865 || 0,1004 | 0,0978 | 0,1298 | 0,1580 | 0,0709
12 0,2450 | 0,1552 | 3,7600 || 0,1250 | 0,1216 | 0,1457 | 0,1736 | 0,0867 || 0,1060 | 0,0998 | 0,1347 | 0,1629 | 0,0711
13 0,2616 | 0,1614 | 4,3093 || 0,1299 | 0,1235 | 0,1504 | 0,1784 | 0,0868 || 0,1116 | 0,1019 | 0,1398 | 0,1679 | 0,0712
14 0,2778 | 0,1677 | 4,9026 || 0,1348 | 0,1254 | 0,1552 | 0,1825 | 0,0869 || 0,1171 | 0,1040 | 0,1450 | 0,1725 | 0,0712
15 0,2046 | 0,1738 | 5,5409 || 0,1400 | 0,1273 | 0,1599 | 0,1875 | 0,0869 || 0,1229 | 0,1060 | 0,1499 | 0,1777 | 0,0712
16 0,3120 | 0,1801 | 6,2596 || 0,1452 | 0,1292 | 0,1648 | 0,1924 | 0,0869 || 0,1288 | 0,1081 | 0,1551 | 0,1828 | 0,0713
17 0,3301 | 0,1862 | 7,0997 || 0,1507 | 0,1310 | 0,1696 | 0,1974 | 0,0869 || 0,1347 | 0,1101 | 0,1601 | 0,1880 | 0,0713
18 0,3484 | 0,1927 | 8,0775 || 0,1560 | 0,1329 | 0,1745 | 0,2024 | 0,0869 || 0,1406 | 0,1123 | 0,1654 | 0,1933 | 0,0713
19 0,3683 | 0,1995 | 9,2132 || 0,1616 | 0,1350 | 0,1798 | 0,2073 | 0,0869 || 0,1468 | 0,1145 | 0,1710 | 0,1984 | 0,0713
20 0,3876 | 0,2060 | 10,3502 || 0,1670 | 0,1367 | 0,1849 | 0,2119 | 0,0869 || 0,1529 | 0,1165 | 0,1763 | 0,2032 | 0,0713

Tablica 9.26: Usrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu gwaltownych zmian parame-
tréw procesu dla fragmentu o dlugosci N = 4000 prébek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech
lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunko-
wych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego
zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspélczynnikéw odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspdélczynnikdéw autokorelacji.

FK FR
TL/’YLmaX )\1 )\2 )\'5 T Uy 3 T4 MFPE ™ T 3 T4 MFPE
1 2,5828 | 2,1220 | 4,7078 || 2,2751 | 1,9502 | 2,1212 | 2,1735 | 2,4830 || 2,2223 | 1,0079 | 2,1045 | 2,1524 | 2,4492

0,6808 | 0,5525 | 1,9138 || 0,6059 | 0,5257 | 0,5617 | 0,5762 | 0,5944 || 0,5698 | 0,5006 | 0,5476 | 0,5582 | 0,5652
0,4820 | 0,3445 | 2,1124 || 0,3872 | 0,3100 | 0,3497 | 0,3620 | 0,3782 || 0,3575 | 0,2887 | 0,3376 | 0,3488 | 0,3524
0,3548 | 0,2560 | 1,8842 || 0,2816 | 0,2304 | 0,2589 | 0,2650 | 0,2650 || 0,2562 | 0,2111 | 0,2480 | 0,2535 | 0,2465
0,2232 | 0,1400 | 1,8193 || 0,1518 | 0,1142 | 0,1405 | 0,1407 | 0,1265 || 0,1289 | 0,0942 | 0,1309 | 0,1312 | 0,1112
0,2233 | 0,1354 | 2,0015 || 0,1461 | 0,1075 | 0,1350 | 0,1349 | 0,1190 || 0,1232 | 0,0871 | 0,1254 | 0,1255 | 0,1039
0,2318 | 0,1353 | 2,3014 || 0,1449 | 0,1037 | 0,1337 | 0,1328 | 0,1140 || 0,1221 | 0,0834 | 0,1242 | 0,1235 | 0,0986
0,2175 | 0,1232 | 2,5329 || 0,1288 | 0,0002 | 0,1204 | 0,1184 | 0,0952 || 0,1071 | 0,0701 | 0,1115 | 0,1098 | 0,0803
9 0,2177 | 0,1192 | 2,8059 || 0,1212 | 0,0828 | 0,1147 | 0,1113 | 0,0846 || 0,1010 | 0,0633 | 0,1066 | 0,1035 | 0,0705
10 0,2133 | 0,1117 | 3,0363 || 0,1104 | 0,0727 | 0,1054 | 0,1017 | 0,0703 || 0,0912 | 0,0533 | 0,0979 | 0,0945 | 0,0570
11 0,2298 | 0,1183 | 3,4607 || 0,1158 | 0,0751 | 0,1105 | 0,1066 | 0,0708 || 0,0972 | 0,0559 | 0,1034 | 0,0998 | 0,0575
12 0,2458 | 0,1246 | 3,9269 || 0,1208 | 0,0773 | 0,154 | 0,114 | 0,0709 || 0,1028 | 0,0585 | 0,1087 | 0,1050 | 0,0576
13 0,2621 | 0,1311 | 4,4748 || 0,1260 | 0,0796 | 0,1203 | 0,1162 | 0,0710 || 0,1088 | 0,0611 | 0,1141 | 0,1102 | 0,0577
14 0,2791 | 0,1377 | 5,1192 || 0,1314 | 0,0819 | 0,1254 | 0,1211 | 0,0710 || 0,1149 | 0,0637 | 0,1195 | 0,1156 | 0,0577
15 0,2065 | 0,1445 | 5,7846 || 0,1368 | 0,0843 | 0,1307 | 0,1261 | 0,0710 || 0,1209 | 0,0663 | 0,1251 | 0,1209 | 0,0577
16 0,3134 | 0,1509 | 6,5180 || 0,1420 | 0,0864 | 0,1356 | 0,1310 | 0,0710 || 0,1267 | 0,0688 | 0,1303 | 0,1262 | 0,0578
17 0,3315 | 0,1577 | 7,3723 || 0,1477 | 0,0888 | 0,1408 | 0,1363 | 0,0711 || 0,1328 | 0,0714 | 0,1359 | 0,1317 | 0,0578
18 0,3507 | 0,1648 | 8,3625 || 0,1534 | 0,012 | 0,1463 | 0,1415 | 0,0711 || 0,1391 | 0,0741 | 0,1417 | 0,1372 | 0,0578
19 0,3707 | 0,1722 | 9,5612 || 0,1592 | 0,0937 | 0,1520 | 0,1468 | 0,0711 || 0,1456 | 0,0768 | 0,1478 | 0,1428 | 0,0578
20 0,3808 | 0,1793 | 10,7862 || 0,1651 | 0,0962 | 0,1575 | 0,1524 | 0,0711 || 0,1521 | 0,0796 | 0,1536 | 0,1487 | 0,0578

00~ O Uk W



http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

9.2 Dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wykladniczym -... 125

Tablica 9.27: USrednione miary wzglednej entropii w scenariuszu gwaltownych zmian parame-
tréw procesu dla fragmentu o dtugosci N = 8000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca trzech
lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech dwukierunko-
wych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wykorzystujacego
zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura usredniania
oszacowan macierzy wspolczynnikow odbicia, FR - procedura usredniania oszacowan macierzy
wspotczynnikéw autokorelacji.

FK FR
1/ Nimax AL A2 A3 T T T Ty MFPE T T T3 T4 MFPE
i 3,5037 | 2,1286 | 4,7267 || 22804 | 1,0580 | 2,1277 | 2,1726 | 2,930 || 2.2378 | 1,9186 | 2,1100 | 2,528 | 2,632

2 0,6898 | 0,5548 | 1,9592 || 0,6111 | 0,5261 | 0,5658 | 0,5738 | 0,5958 || 0,5744 | 0,5022 | 0,5501 | 0,5568 | 0,5632
3 0,4924 | 0,3450 | 2,1584 || 0,3944 | 0,3100 | 0,3523 | 0,3601 | 0,3800 || 0,3636 | 0,2899 | 0,3393 | 0,3472 | 0,3506
4 0,3603 | 0,2522 | 1,9377 || 0,2849 | 0,2271 | 0,2573 | 0,2604 | 0,2633 || 0,2586 | 0,2092 | 0,2458 | 0,2493 | 0,2418
5 0,2232 | 0,1320 | 1,8462 || 0,1528 | 0,1087 | 0,1350 | 0,1340 | 0,1240 || 0,1295 | 0,0903 | 0,1249 | 0,1250 | 0,1072
6 0,2246 | 0,1276 | 2,0248 || 0,1477 | 0,1020 | 0,1298 | 0,1284 | 0,1167 || 0,1242 | 0,0831 | 0,1198 | 0,1195 | 0,0997
7 0,2329 | 0,1268 | 2,4096 || 0,1457 | 0,0977 | 0,1279 | 0,1262 | 0,1111 || 0,1225 | 0,0791 | 0,1180 | 0,1173 | 0,0935
8 0,2177 | 0,133 | 2,5771 || 0,1286 | 0,0831 | 0,130 | 0,1102 | 0,0911 || 0,1066 | 0,0648 | 0,1039 | 0,1021 | 0,0745
9 0,2170 | 0,1085 | 2,8550 || 0,1203 | 0,0752 | 0,1064 | 0,1028 | 0,0799 || 0,1000 | 0,0576 | 0,0982 | 0,0956 | 0,0641
10 0,2101 | 0,1000 | 3,1001 || 0,1085 | 0,0644 | 0,0961 | 0,0920 | 0,0645 || 0,0894 | 0,0470 | 0,0886 | 0,0856 | 0,0502
11 0,2254 | 0,1061 | 3,5199 || 0,1137 | 0,0669 | 0,1008 | 0,0969 | 0,0649 || 0,0952 | 0,0497 | 0,0938 | 0,0908 | 0,0505
12 0,2410 | 0,1124 | 3,9722 || 0,187 | 0,0692 | 0,1056 | 0,1016 | 0,0650 || 0,1009 | 0,0522 | 0,0990 | 0,0959 | 0,0506
13 0,2564 | 0,1188 | 4,5198 || 0,1239 | 0,0716 | 0,1106 | 0,1065 | 0,0651 || 0,1068 | 0,0550 | 0,1044 | 0,1012 | 0,0507
14 0,2730 | 0,1254 | 5,1382 || 0,1292 | 0,0740 | 0,1156 | 0,1114 | 0,0651 || 0,1128 | 0,0577 | 0,1099 | 0,1066 | 0,0508
15 0,2898 | 0,1318 | 5,8336 || 0,1346 | 0,0763 | 0,1206 | 0,1165 | 0,0651 || 0,1188 | 0,0604 | 0,1152 | 0,1120 | 0,0508
16 0,3072 | 0,1385 | 6,6192 || 0,1401 | 0,0788 | 0,1257 | 0,1217 | 0,0651 || 0,1250 | 0,0632 | 0,1206 | 0,1175 | 0,0508
17 0,3249 | 0,1452 | 7,5229 || 0,1458 | 0,0812 | 0,1309 | 0,1269 | 0,0651 || 0,1312 | 0,0659 | 0,1262 | 0,1230 | 0,0508
18 0,3435 | 0,1522 | 8,5136 || 0,1517 | 0,0838 | 0,1364 | 0,1324 | 0,0651 || 0,1377 | 0,0688 | 0,1320 | 0,1288 | 0,0508
19 0,3624 | 0,1591 | 9,6293 || 0,1574 | 0,0862 | 0,1418 | 0,1378 | 0,0651 || 0,1440 | 0,0715 | 0,1377 | 0,1345 | 0,0508
20 0,3823 | 0,1663 | 10,8891 || 0,1633 | 0,0888 | 0,1474 | 0,1433 | 0,0651 || 0,1506 | 0,0744 | 0,1437 | 0,1404 | 0,0508

Tablica 9.28: Usrednione kwadraty bltedéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametréw procesu dla fragmentu o dlugosci N = 2000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwu-
kierunkowych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wyko-
rzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspotczynnikow autokorelacji.

FK FR

1/ Nmax A1 A A3 E3 T 3 Ty MFPE T T T3 Ty MFPE
63,3116 | 63,4540 | 63,2395 || 63,3029 | 63,4362 | 63,4206 | 63,3313 | 63,2681 || 63,3727 | 63,5035 | 63,4538 | 63,3626 | 63,3357
2 46,2146 | 46,4008 | 47,7211 || 46,5609 | 46,8039 | 46,6178 | 46,7271 | 46,2883 || 46,1247 | 46,3407 | 46,3692 | 46,4960 | 46,1095
3 33,0366 | 34,2635 | 35,9334 || 33,3067 | 34,6808 | 34,4047 | 34,5929 | 33,3010 || 32,5034 | 33,9393 | 34,0271 | 34,3242 | 33,0375
4 22,4212 | 24,2951 | 27,7840 || 22,5961 | 25,8958 | 24,3847 | 27,1877 | 22,7448 || 21,6841 | 25,6620 | 23,9246 | 27,0672 | 22,2860

5 12,9912 | 14,3423 | 23,7492 || 12,3165 | 16,2267 | 14,1785 | 20,4343 | 12,1780 || 11,8833 | 17,0243 | 13,8975 | 20,7039 | 11,6753
6 15,0141 | 16,3281 | 31,3727 || 14,2741 | 19,3188 | 16,2260 | 24,3511 | 13,5311 || 13,7018 | 21,2753 | 15,7446 | 24,5770 | 12,7129
7 14,4086 | 15,8235 | 33,6097 || 13,6685 | 19,4843 | 15,5249 | 24,9366 | 12,9028 || 13,4526 | 22,2706 | 15,2703 | 25,4552 | 12,1815
8 8,2009 | 9,5068 | 34,9131 6,4787 | 13,5368 | 9,1062 | 20,3366 | 6,5054 6,1937 | 16,9021 | 8,7766 | 20,9891 | 5,6773
9 10,3111 | 11,1102 | 42,9829 8,7687 | 16,2173 | 10,6973 | 23,3606 | 7,8242 8,6591 | 19,7627 | 10,4077 | 24,0282 | 6,9233
10 8,1795 | 8,2405 | 48,9356 52726 | 13,1317 | 7,6015 | 21,4667 | 4,6954 5,3710 | 17,4175 | 7,3795 | 22,3177 | 3,7367
11 9,2173 | 8,6762 | 57,6857 5,8916 | 13,8545 | 7,9778 | 22,4546 | 4,7504 6,1170 | 18,2294 | 7,7923 | 23,3064 | 3,8106

12 10,4056 | 9,2397 | 66,5623 6,5302 | 14,2314 | 8,4792 | 23,0131 | 4,7789 6,8219 | 18,6176 | 8,2901 | 23,8750 | 3,8346
13 11,4842 | 9,6268 | 76,6771 6,9322 | 14,3022 | 8,7988 | 23,3003 | 4,7873 7,2944 | 18,7561 | 8,6550 | 24,1978 | 3,8455
14 12,6155 | 10,0845 | 86,7459 TA784 | 14,4943 | 9,2133 | 23,6757 | 4,7899 7,8656 | 18,9316 | 9,0713 | 24,5795 | 3,8510
15 13,6123 | 10,4404 | 97,3638 7,9101 | 14,6279 | 9,5246 | 24,0250 | 4,7903 8,3349 | 19,0749 | 9,3995 | 24,9495 | 3,8523
16 14,6958 | 10,8254 | 108,6216 || 8,3763 | 14,7606 | 9,8692 | 24,3500 | 4,7918 8,8029 | 19,2043 | 9,7432 | 25,2891 | 3,8544
17 15,7400 | 11,2025 | 121,2156 || 8,7894 | 14,8832 | 10,2007 | 24,6591 | 4,7918 9,2271 | 19,3355 | 10,0842 | 25,6030 | 3,8554
18 16,8024 | 11,5764 | 132,4147 || 9,2454 | 15,0321 | 10,5305 | 25,0124 | 4,7918 9,6976 | 19,4794 | 10,4205 | 25,9563 | 3,8558
19 17,9934 | 12,0310 | 144,5762 || 9,7420 | 15,1879 | 10,9304 | 25,3610 | 4,7918 || 10,2234 | 19,6337 | 10,8272 | 26,3105 | 3,8562
20 19,0701 | 12,4393 | 157,8558 || 10,1780 | 15,3222 | 11,2873 | 25,6993 | 4,7918 || 10,7155 | 19,7698 | 11,2033 | 26,6627 | 3,8563
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Tablica 9.29: Usrednione kwadraty bltedéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametréw procesu dla fragmentu o diugosci N = 4000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykltadniczym, czterech dwu-
kierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wyko-
rzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspotczynnikow autokorelacji.

FK FR
1/ Nmax A1 Ao A3 E3) o T3 Ty MFPE ™ o T3 Ty MFPE
1 63,1809 | 63,3124 | 63,1341 || 63,1691 | 63,3073 | 63,2795 | 63,2169 | 63,0958 || 63,2403 | 63,3757 | 63,3131 | 63,2490 | 63,1638
2 46,2619 | 46,1218 | 47,8615 46,5853 | 46,5227 | 46,3692 | 46,4065 | 46,2013 || 46,1489 | 46,0792 | 46,1291 | 46,1821 | 46,0701
3 32,8819 | 32,8094 | 36,0825 || 33,2065 | 33,2750 | 33,1507 | 32,8347 | 32,6927 || 32,4510 | 32,4072 | 32,7516 | 32,4924 | 32,5511
4 21,9498 | 21,8976 | 28,0376 22,1000 | 22,3207 | 22,2693 | 21,9444 | 21,6772 || 21,2145 | 21,3323 | 21,7835 | 21,5700 | 21,4840
5 12,6700 | 11,9920 | 24,0132 11,8533 | 11,7845 | 12,1084 | 12,3762 | 11,5207 || 11,3948 | 11,2026 | 11,8316 | 12,2617 | 11,3177
6 14,7840 | 13,6427 | 31,7378 || 13,5697 | 13,4393 | 13,8735 | 14,3382 | 12,8889 || 12,8439 | 12,7596 | 13,3653 | 14,0206 | 12,4951
7 13,8348 | 12,7111 | 33,9212 12,3833 | 12,7068 | 12,7856 | 13,7030 | 11,8769 || 11,8973 | 12,1208 | 12,4812 | 13,5550 | 11,6240
8 7,5378 | 5,8867 | 35,1527 5,0820 | 5,0125 | 58721 | 6,2920 | 4,5342 4,5563 | 4,3733 | 55474 | 6,1912 | 4,1760
9 9,8451 7,7437 | 43,1829 7,0296 | 7,1499 | 7,6952 | 87767 | 6,1826 6,5362 | 6,5851 | 7,3976 | 8,6847 | 58172
10 7,6319 | 4,7948 | 48,8753 3,8033 | 3,3192 | 4,4798 | 5,6463 | 2,7890 3,5938 | 2,9574 | 4,3001 | 5,7152 | 2,3927
11 8,8938 | 5,3511 | 58,3059 4,3649 | 3,6393 | 4,9439 | 6,4060 | 2,8556 4,2283 | 3,3598 | 4,8127 | 6,5030 | 2,4533
12 9,9752 | 58377 | 67,1647 4,8491 | 3,9331 | 53622 | 6,9974 | 2,8780 4,7574 | 3,6949 | 5,248 | 7,1140 | 2,4733

13 11,1296 | 6,3315 | 77,2473 || 53533 | 4,1566 | 57817 | 7,4945 | 2,8842 || 5,2851 | 3,9464 | 56880 | 7,6310 | 2,4798
14 12,3260 | 6,8875 | 87,3407 || 5,8951 | 44054 | 6,2620 | 8,0004 | 2,8862 || 5,8841 | 4,2227 | 6,1923 | 81583 | 2,4819
15 13,5568 | 7,4374 | 98,1821 || 64432 | 46447 | 6,7379 | 84892 | 2,8878 || 6,4576 | 44791 | 6,6794 | 86504 | 2,4828
16 14,7004 | 7,9441 | 109,2472 || 6,9513 | 4,8646 | 7,1779 | 89621 | 2,8887 || 7,0101 | 4,7163 | 7,1334 | 9,1346 | 2,4844
17 15,9240 | 8,4629 | 121,5820 || 7,4906 | 5,0836 | 7,6290 | 94552 | 2,8919 || 7,5718 | 4,9526 | 7,5952 | 9,6328 | 2,4861
18 17,1432 | 8,9963 | 133,3705 || 8,0432 | 5,3214 | 8,0938 | 9,9416 | 2,8928 || 8,1549 | 5,2038 | 8,0729 | 10,1396 | 2,4871
19 18,3293 | 9,5101 | 146,2609 || 8,5466 | 55426 | 85396 | 10,4167 | 2,8930 || 8,6952 | 54439 | 85267 | 10,6223 | 2,4874
20 19,4749 | 9,9814 | 158,1379 || 9,0677 | 57616 | 8,9513 | 10,8915 | 2,8930 || 9,2409 | 56742 | 89501 | 11,1075 | 2,4878

Tablica 9.30: Usrednione kwadraty bltedéw oszacowan parametréw w scenariuszu tagodnych zmian
parametréw procesu dla fragmentu o dlugosci N = 8000 probek. Wyniki otrzymane za pomoca
trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech dwu-
kierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wyko-
rzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspélczynnikéw autokorelacji.

FK FR
n/Nimax M A2 A3 st T2 3 Ty MFPE T To T3 Ty MFPE
1 63,1781 | 63,2992 | 63,1439 || 63,1753 | 63,3111 | 63,2687 | 63,2360 | 63,0927 || 63,2444 | 63,3776 | 63,3018 | 63,2677 | 63,1618

46,3378 | 46,1803 | 47,9438 || 46,6577 | 46,5795 | 46,4326 | 46,4689 | 46,2559 || 46,2272 | 46,1409 | 46,1887 | 46,2456 | 46,1354
3 32,8043 | 32,5701 | 36,0145 || 33,2033 | 33,1518 | 32,9449 | 32,7602 | 32,5112 || 32,4641 | 32,3084 | 32,5402 | 32,4165 | 32,3827
4 21,7719 | 21,3880 | 28,0679 || 22,0457 | 21,9139 | 21,8251 | 21,5178 | 21,2510 || 21,1658 | 20,9210 | 21,3278 | 21,1015 | 21,0700
5 12,6042 | 11,5804 | 24,1333 || 11,8928 | 11,4322 | 11,7284 | 11,6744 | 11,2282 | 11,4283 | 10,8751 | 11,4784 | 11,5200 | 11,0925
6 14,5240 | 12,9516 | 31,6710 || 13,4595 | 12,6735 | 13,2353 | 13,0964 | 12,4265 | 12,7090 | 11,9139 | 12,7462 | 12,7278 | 12,1182
7 13,6450 | 11,9897 | 33,9127 || 12,2003 | 11,6775 | 12,1366 | 11,9847 | 11,1417 | 11,7596 | 10,9443 | 11,8321 | 11,7656 | 10,9740
8 7,2489 | 4,8838 | 35,1303 || 4,9831 | 39262 | 4,9465 | 45211 | 3,6882 || 4,4433 | 32284 | 4,6550 | 4,3686 | 3,4005

9 95483 | 6,7298 | 43,4070 || 6,8595 | 5,6912 | 6,7627 | 6,4288 | 51815 | 6,3518 | 4,9624 | 6,4802 | 6,2584 | 4,9015
10 76363 | 4,0551 | 49,7238 || 3,8244 | 22741 | 3,7661 | 3,5613 | 2,0240 || 3,6265 | 1,8957 | 3,6475 | 3,581 | 1,7447
11 8,8617 | 4,6220 | 58,7945 || 4,3574 | 25287 | 4,2393 | 4,1061 | 2,0638 | 4,2135 | 2,1830 | 4,1578 | 4,1437 | 1,7788

12 10,0036 | 5,1468 | 68,1370 || 4,8680 | 2,7747 | 4,6932 | 4,6033 | 2,0775 | 4,7605 | 2,4497 | 4,6252 | 4,6627 | 1,7892
13 11,1118 | 56781 | 78,0062 || 53524 | 3,0250 | 5,1406 | 50799 | 2,0846 | 52839 | 2,7238 | 5,1005 | 51508 | 1,7974
14 12,3440 | 6,2640 | 87,9934 || 5,9090 | 3,3001 | 56483 | 56222 | 2,0874 | 58794 | 3,0251 | 56186 | 57091 | 1,7997
15 13,4959 | 6,7825 | 98,5473 || 6,4037 | 3,5298 | 6,0004 | 6,1192 | 2,0916 | 6,4140 | 3,2782 | 6,0807 | 6,2157 | 1,8036
16 14,7095 | 7,3456 | 109,2839 || 6,9476 | 3,7957 | 6,5804 | 6,6480 | 2,0924 | 6,9914 | 3,5639 | 6,5853 | 6,7606 | 1,8043
17 16,0134 | 7,9332 | 121,5468 || 7,5167 | 4,0580 | 7,0911 | 7,921 | 2,0927 | 75889 | 3,8465 | 7,1033 | 7,3110 | 1,8047
18 17,2313 | 84752 | 133,1751 || 8,0415 | 4,3044 | 7,5597 | 7,6994 | 2,0929 | 8,1458 | 4,1104 | 7,5865 | 7,8333 | 1,8049
19 18,5263 | 9,0588 | 146,1597 || 8,5948 | 4,5604 | 8,0661 | 8,2202 | 2,0929 | 8,7263 | 4,3889 | 8,0979 | 8,361l | 1,8051
20 19,7334 | 9,6267 | 159,3072 || 9,1258 | 4,8371 | 8,5596 | 8,7515 | 2,0929 | 9,3074 | 4,6959 | 8,6094 | 8,9089 | 1,8051
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Tablica 9.31: Usrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametréw procesu dla fragmentu o dlugoéci N = 2000 prébek. Wyniki otrzymane za
pomoca trzech lewostronnych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym oraz algorytmu wy-
korzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspotczynnikow autokorelacji.

FK FR
N/ Nmax A1 Ao A3 E3) o T3 Ty MFPE ™ o T3 Ty MFPE
1 65,6352 | 65,7802 | 65,5553 || 65,6203 | 65,7569 | 65,7454 | 65,6464 | 65,5920 || 65,6910 | 65,8248 | 65,7792 | 65,6784 | 65,6575
2 48,3021 | 48,4920 | 49,8034 48,6579 | 48,9039 | 48,7120 | 48,8292 | 48,3816 | 48,2141 | 48,4316 | 48,4602 | 48,5913 | 48,1993
3 34,7012 | 35,9515 | 37,4613 || 35,0506 | 36,4701 | 36,0899 | 36,4650 | 34,9014 | 34,2537 | 35,7369 | 35,6948 | 36,2034 | 34,6110
4 23,9039 | 25,8709 | 28,9839 || 24,0987 | 27,5187 | 25,9339 | 28,8237 | 23,8027 || 23,2119 | 27,2967 | 25,4606 | 28,7108 | 23,3259
5 14,5088 | 16,0241 | 24,8987 || 13,6137 | 17,7163 | 15,7821 | 21,7645 | 12,8700 || 13,2215 | 18,5455 | 15,5094 | 22,0104 | 12,2166
6 16,7523 | 18,3098 | 32,7231 || 15,6531 | 20,9306 | 18,0953 | 25,6664 | 14,2826 || 15,2078 | 23,0298 | 17,6565 | 25,8457 | 13,2982
7 16,1312 | 17,8496 | 34,7613 15,0042 | 21,1140 | 17,4184 | 26,1889 | 13,6585 || 14,9541 | 24,0838 | 17,2197 | 26,6685 | 12,7701
8 9,6390 | 11,3358 | 35,7842 7,5372 | 14,9987 | 10,7803 | 21,4822 | 6,9485 7,4060 | 18,5447 | 10,4918 | 22,0876 | 5,9151
9 11,7949 | 12,9810 | 43,9643 9,8066 | 17,7427 | 12,4187 | 24,5709 | 8,3441 9,9369 | 21,4741 | 12,1766 | 25,1970 | 7,2280
10 9,6106 | 10,0746 | 49,8213 6,2521 | 14,5867 | 9,2567 | 22,6137 | 5,0787 6,5143 | 19,0633 | 9,0821 | 23,4348 | 3,8943

11 10,6290 | 10,5060 | 58,4625 | 6,8781 | 15,3344 | 9,6318 | 23,6389 | 51378 | 7,2649 | 19,9001 | 9,4928 | 24,4630 | 3,9682
12 11,8559 | 11,0988 | 67,6563 | 7,5200 | 15,7265 | 10,1591 | 24,2092 | 51665 | 7,9863 | 20,3026 | 10,0188 | 25,0459 | 3,9950
13 12,9372 | 11,5041 | 77,7074 | 7,9325 | 15,8106 | 10,4934 | 24,4952 | 51752 | 8,4617 | 20,4557 | 10,4018 | 25,3664 | 4,0060
14 14,0074 | 11,9891 | 87,8784 | 8,4952 | 16,0151 | 10,9329 | 24,8830 | 5,1784 | 9,0520 | 20,6399 | 10,8433 | 25,7600 | 4,0110
15 15,0915 | 12,3508 | 98,3896 | 8,9254 | 16,1526 | 11,2493 | 25,2315 | 51792 | 9,5217 | 20,7859 | 11,1802 | 26,1285 | 4,0123
16 16,1827 | 12,7401 | 109,7162 || 9,3987 | 16,2877 | 11,5976 | 25,5612 | 51810 | 9,9994 | 20,9194 | 11,5289 | 26,4689 | 4,0141
17 17,2347 | 13,1206 | 121,9749 || 9,8136 | 16,4126 | 11,9325 | 25,8762 | 5,1810 || 10,4312 | 21,0532 | 11,8731 | 26,7916 | 4,0155
18 18,2994 | 13,4900 | 133,4004 || 10,2624 | 16,5539 | 12,2574 | 26,2232 | 5,1812 || 10,8914 | 21,1873 | 12,2053 | 27,1367 | 4,0156
19 19,5035 | 13,9518 | 145,6267 || 10,7616 | 16,7160 | 12,6627 | 26,5793 | 5,1812 | 11,4219 | 21,3469 | 12,6182 | 27,5008 | 4,0160
20 20,5711 | 14,3599 | 159,2890 || 11,2026 | 16,8510 | 13,0220 | 26,9167 | 5,1812 || 11,9143 | 21,4832 | 12,9935 | 27,8500 | 4,0161

Tablica 9.32: Usrednione kwadraty bledéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametrow procesu dla fragmentu o diugosci N = 4000 prébek. Wyniki otrzymane za
pomocy trzech lewostronnych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wykladniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym oraz algorytmu wy-
korzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspdtczynnikéw autokorelacji.

FK FR
N/ Nmax Ay A2 A3 T Ty T T MFPE T o 3 T MFPE
1 65,4862 | 65,6184 | 65,4364 65,4724 | 65,6125 | 65,5850 | 65,5209 | 65,4009 || 65,5443 | 65,6822 | 65,6188 | 65,5534 | 65,4702

2 48,3261 | 48,1819 | 49,9242 || 48,6596 | 48,6018 | 48,4329 | 48,4867 | 48,2663 || 48,2170 | 48,1466 | 48,1897 | 48,2567 | 48,1335
3 34,5207 | 34,4726 | 37,6295 | 34,8920 | 35,0305 | 34,8080 | 34,6537 | 34,3166 | 34,1331 | 34,1630 | 34,3927 | 34,3185 | 34,1487
4 23,3420 | 23,4161 | 29,1830 || 23,4812 | 23,8516 | 23,7593 | 23,4595 | 22,9125 || 22,6089 | 22,8769 | 23,2620 | 23,0928 | 22,6693
5 13,9777 | 13,5172 | 24,9514 || 12,9693 | 13,0933 | 13,5560 | 13,5708 | 12,3069 || 12,5360 | 12,5412 | 13,2845 | 13,4400 | 11,9959
6 16,2892 | 15,4453 | 32,8044 || 14,7719 | 14,8578 | 15,5700 | 15,5201 | 13,7092 || 14,1283 | 14,2987 | 15,0922 | 15,1678 | 13,1949
7 15,2621 | 14,4836 | 34,7885 || 13,5131 | 14,0883 | 14,4384 | 14,8148 | 12,6200 || 13,1368 | 13,6592 | 14,1775 | 14,6336 | 12,2591
8 8,6454 | 7,4199 | 35,6625 5,8696 | 6,1297 | 7,2651 7,1682 | 4,9317 54324 | 5,6376 | 6,9687 | 7,0272 | 4,4312

9 11,0275 | 9,3258 | 43,8458 | 7,8081 | 8,3228 | 9,1440 | 9,7102 | 6,6695 | 7,4948 | 7,9083 | 8,8761 | 9,5722 | 6,1621
10 83,6723 | 6,2828 | 49,4786 || 4,4665 | 4,3351 | 5,8020 | 6,4542 | 3,0501 || 4,3379 | 4,1140 | 56514 | 6,4794 | 2,5045
11 99188 | 6,8223 | 58,9155 || 50144 | 4,6434 | 6,2498 | 7,2293 | 3,1267 || 4,9619 | 4,5086 | 6,1471 | 72798 | 2,5616

12 11,0276 | 7,3273 | 67,9693 || 55085 | 4,9460 | 6,6848 | 7,8284 | 3,1478 || 5,5016 | 4,8524 | 6,6000 | 7,8967 | 2,5803
13 12,1815 | 7,8319 | 78,1232 || 6,0154 | 5,1731 | 7,1118 | 83302 | 3,1562 || 6,0337 | 5,092 | 7,0513 | 8,155 | 2,5880
14 13,3892 | 8,3986 | 88,2289 || 6,5575 | 5,4242 | 7,6019 | 88338 | 3,1583 || 6,6342 | 5,3882 | 7,5653 | 8,9400 | 2,5900
15 14,6400 | 8,9574 | 99,2096 | 17,1080 | 56606 | 8,0853 | 9,3185 | 3,1600 || 7,2136 | 56462 | 8,0617 | 94274 | 2,5913
16 15,7943 | 9,4651 | 110,5990 || 7,6202 | 58827 | 8,5257 | 9,7967 | 3,1606 || 7,7696 | 58852 | 85162 | 99173 | 2,5929
17 17,0302 | 9,9883 | 122,9484 || 8,1630 | 6,1035 | 8,9803 | 10,2000 | 3,1633 || 8,3364 | 6,1260 | 8,9829 | 10,4150 | 2,5945
18 18,2532 | 10,5208 | 134,5835 || 8,7176 | 6,3406 | 9,4429 | 10,7778 | 3,1641 || 8,9204 | 6,3771 | 94598 | 10,9212 | 2,5957
19 19,4592 | 11,0365 | 147,7375 || 9,2223 | 6,5593 | 9,8883 | 11,2558 | 3,1644 || 9,4636 | 6,6141 | 9,9138 | 11,4073 | 2,5959
20 20,6009 | 11,4963 | 159,5618 || 9,7363 | 6,7711 | 10,2899 | 11,7321 | 3,1645 | 10,0008 | 6,8375 | 10,3262 | 11,8909 | 2,5963



http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

128 Wyniki eksperymentéw

Tablica 9.33: Us$rednione kwadraty bleddéw oszacowan parametréw w scenariuszu gwaltownych
zmian parametréw procesu dla fragmentu o dtugoéci N = 8000 prébek. Wyniki otrzymane za
pomoca trzech lewostronnych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym, czterech
dwukierunkowych algorytméw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym oraz algorytmu wy-
korzystujacego zaproponowane kryterium wyboru rzedu i pasma estymacji MFPE. FK - procedura
usredniania oszacowan macierzy wspolczynnikéw odbicia, FR - procedura uéredniania oszacowan
macierzy wspotczynnikow autokorelacji.

FK FR
1/ Nmax A1 Ao A3 E3) o T3 Ty MFPE ™ o T3 Ty MFPE
1 65,4896 | 65,6114 | 65,4466 || 65,4847 | 65,6203 | 65,5804 | 65,5437 | 65,4072 || 65,5542 | 65,6873 | 65,6138 | 65,5756 | 65,4727
2 48,4026 | 48,2453 | 50,0097 48,7335 | 48,6561 | 48,5028 | 48,5440 | 48,3231 || 48,2968 | 48,2101 | 48,2553 | 48,3180 | 48,2001
3 34,4151 | 34,2156 | 37,5599 || 34,8431 | 34,8465 | 34,5884 | 34,4984 | 34,1408 || 34,0916 | 33,9938 | 34,1702 | 34,1518 | 33,9919
4 23,0345 | 22,7710 | 29,1462 23,3111 | 23,2990 | 23,1891 | 22,9034 | 22,4804 || 22,4224 | 22,3036 | 22,6809 | 22,4939 | 22,2501
5 13,7276 | 12,8960 | 25,0083 || 12,8680 | 12,5489 | 12,9794 | 12,7486 | 12,0457 || 12,4097 | 12,0004 | 12,7358 | 12,5849 | 11,8533
6 15,7668 | 14,4533 | 32,6319 || 14,5040 | 13,8749 | 14,6608 | 14,1738 | 13,2720 || 13,7817 | 13,1806 | 14,1888 | 13,7799 | 12,8989
7 14,8173 | 13,4716 | 34,7170 13,2608 | 12,8407 | 13,5301 | 12,9801 | 11,9276 || 12,7767 | 12,1925 | 13,2537 | 12,7384 | 11,6973
8 8,0297 | 6,0334 | 35,5878 55270 | 4,7204 | 59891 | 5,1825 | 4,0464 5,0130 | 4,0928 | 5,7150 | 4,9993 | 3,6883
9 10,4128 | 7,9383 | 44,0100 7,5148 | 6,5756 | 78776 | 7,1779 | 5,6384 7,0337 | 59180 | 7,6089 | 6,9738 | 5,2832
10 8,3365 | 5,1485 | 50,1584 4,2258 | 2,9417 | 4,7272 | 4,1058 | 2,2315 4,0621 | 2,6410 | 4,6309 | 4,1087 | 1,8667
11 9,5614 | 5,7129 | 59,2699 4,7574 | 3,1919 | 5,1990 | 4,6542 | 2,2688 4,6450 | 2,9237 | 5,1383 | 4,6623 | 1,8990

12 10,7119 | 6,2442 | 68,6692 || 52755 | 3,4417 | 5,6599 | 51531 | 2,2828 || 5,1987 | 3,1930 | 5,6127 | 5,1821 | 1,9097
13 11,8430 | 6,7904 | 78,6770 || 5,7661 | 3,6933 | 6,1204 | 56263 | 2,2806 || 5,7270 | 34707 | 6,1026 | 56648 | 1,9183
14 13,0956 | 7,3880 | 88,8824 || 6,3277 | 3,9705 | 6,6392 | 6,1692 | 2,2924 || 6,3257 | 3,7743 | 6,6319 | 6,2215 | 1,9206
15 14,2576 | 7,075 | 99,4202 || 6,8218 | 4,1983 | 7,0806 | 6,6681 | 2,2966 || 6,8602 | 4,0271 | 7,0933 | 6,7309 | 1,9246
16 15,4909 | 8,4758 | 110,3905 || 7,3746 | 4,4647 | 7,5759 | 7,2033 | 22973 || 7,4440 | 4,3129 | 7,6018 | 72812 | 1,9253
17 16,7993 | 9,0636 | 122,7612 || 7,9446 | 4,7274 | 8,0868 | 7,7513 | 2,2976 || 8,0423 | 4,5967 | 8,1209 | 7,8351 | 1,9257
18 18,0293 | 9,6069 | 134,5275 || 8,4730 | 4,9753 | 8,5557 | 8,2697 | 2,2978 || 8,6061 | 4,8627 | 8,6044 | 83678 | 1,9259
19 19,3449 | 10,1973 | 147,5851 || 9,0375 | 52342 | 9,0687 | 88025 | 2,2978 || 9,1981 | 51441 | 9,1214 | 89090 | 1,9259
20 20,5622 | 10,7688 | 160,7291 || 95771 | 55144 | 9,5655 | 9,3425 | 22978 || 9,7855 | 54544 | 9,6358 | 94654 | 1,9259

Rezultaty przedstawione w tabelach 9.22-9.33 pokazuja zalety stosowania dwukierunkowego
algorytmu drabinkowego z zapominaniem wyktadniczym oraz zaproponowanej metody adaptacyj-
nego wyboru rzedu i pasma estymacji. Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, gdy rzad
estymowanego modelu nie jest niedoszacowany, zastosowanie kryterium MFPE w procesie rowno-
leglej estymacji daje zwykle lepsze rezultaty niz przedstawione lewostronne oraz dwukierunkowe
algorytmy estymacji w wariantach z usrednianiem oszacowan macierzy wspotczynnikéw odbicia
oraz z u$rednianiem oszacowan macierzy wspélczynnikéw autokorelacji. Tak jak w przypadku jed-
nowymiarowym, wzrost wartoSci maksymalnego rzedu estymowanego modelu ma niewielki wplyw
na pogorszenie zaréwno jakosci estymowanej widmowej gestosci mocy jak i jakosci éledzenia zmian
parametréw procesu.

Na rysunkach 9.10 oraz 9.11 przedstawiono usrednione histogramy wyboru wartoséci rzedu
i pasma estymacji w przypadku zastosowania kryterium MFPE w procesie rownoleglej estyma-
¢ji, w wariancie z u$rednianiem oszacowan macierzy wspotczynnikéw autokorelacji, dla scenariusza
tagodnych oraz gwaltownych zmian parametréw sygnatu o dlugosci N = 4000 probek. Wyniki
zostaly lokalnie u$rednione po 100 sasiadujacych probkach. W obu wariantach zaproponowane
kryterium sprawdza sie zadowalajaco.
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Rysunek 9.12: Przykladowe widmo estymowane za pomoca zaproponowanej metody i kryterium
MFPE w procesie rownoleglej estymacji, w wariancie z u$rednianiem oszacowan macierzy wspot-
czynnikéw autokorelacji, dla scenariusza tagodnych zmian parametréw sygnatlu dla pojedynczej
realizacji: oszacowanie widmowe]j gestosci mocy kanalu (a) pierwszego, (b) drugiego oraz osza-
cowanie widma (c¢) amplitudowego i (d) fazowego koherencji dla sygnatu o dlugosci N = 4000
prébek.

4000 4000

4000 4000

Rysunek 9.13: Uérednione po 100 niezaleznych realizacjach widmo estymowane za pomoca zapropo-
nowanej metody i kryterium MFPE w procesie réwnolegtej estymacji, w wariancie z usrednianiem
oszacowan macierzy wspolczynnikéw autokorelacji, dla scenariusza tagodnych zmian parametrow
sygnalu: oszacowanie widmowej gestosci mocy kanalu (a) pierwszego, (b) drugiego oraz oszacowa-
nie widma (c) amplitudowego i (d) fazowego koherencji dla sygnatu o dlugosci N = 4000 prébek.
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Rysunek 9.14: Przykladowe widmo estymowane za pomoca zaproponowanej metody i kryterium
MFPE w procesie rownoleglej estymacji, w wariancie z uérednianiem oszacowan macierzy wspol-
czynnikéw autokorelacji, dla scenariusza gwaltownych zmian parametréw sygnatlu dla pojedynczej
realizacji: oszacowanie widmowej gestosci mocy kanalu (a) pierwszego, (b) drugiego oraz osza-
cowanie widma (c¢) amplitudowego i (d) fazowego koherencji. Wyniki otrzymane dla sygnalu o
dtugosci N = 4000 prébek.

4000 4000

4000 4000

Rysunek 9.15: Usrednione po 100 niezaleznych realizacjach widmo estymowane za pomoca zapropo-
nowanej metody i kryterium MFPE w procesie réwnolegtej estymacji, w wariancie z usrednianiem
oszacowan macierzy wspolczynnikéw autokorelacji, dla scenariusza gwaltownych zmian parame-
trow sygnalu: oszacowanie widmowej gestosci mocy kanalu (a) pierwszego, (b) drugiego oraz
oszacowanie widma (c) amplitudowego i (d) fazowego koherencji. Wyniki otrzymane dla sygnatu
o dtugoséci N = 4000 proébek.
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9.3 Metoda us$redniania modeli - wyniki badan

Metoda usredniania modeli zostata uzyta w procesie réwnoleglej estymacji z zastosowaniem
dwukierunkowego algorytmu drabinkowego z zapominaniem wykladniczym (podrozdziat 9.2). Mo-
dele otrzymane na drodze usredniania oszacowan wspolczynnikow autokorelacji dla rzedoéw n =
1,...,20 oraz pasm estymacji 7y, ..., m4 zostaly poddane procedurze usredniania. Rezultaty obej-
mujg dwa warianty wyboru wartosci pasma estymacji - za pomocg zmodyfikowanego kryterium
konicowego btedu predykeji oraz na podstawie podejscia bayesowskiego.

9.3.1 Wariant jednowymiarowy

W tabelach 9.34-9.36 przedstawiono usrednione miary oceny jakosci analizy wygenerowanego
niestacjonarnego procesu autoregresyjnego dla réznych dlugoéci sygnatu, dla dwoéch scenariuszy
zmian parametrow procesu - tagodnych oraz gwalttownych. Wyniki zostaly otrzymane dla réznych
wartosci maksymalnego rzedu estymowanego modelu oraz réznych wartodci pasm estymacji za
pomoca dwukierunkowych algorytmoéw drabinkowych z zapominaniem wyktadniczym w wariancie
z uSrednianiem oszacowan wspélczynnikéw autokorelacji. Tabele zawieraja wyniki zaréwno dla
przypadku konkretnego wyboru wartosci pasma estymacji za pomoca zmodyfikowanego kryterium
koricowego bledu predykeji (FPE*) oraz na podstawie usredniania modeli otrzymanych dla réznych
pasm estymacji (B).

Tablica 9.34: Usrednione miary Itakury-Saito oraz uérednione kwadraty btedéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koricowego bledu predykeji (FPE*) oraz
podejscia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu estymowanego modelu oraz pasma estymacji w pro-
cedurze usredniania modeli dla sygnalu o dltugosci N = 2500 probek.

dIS dCE
Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || FPE* B FPE* B FPE* B FPE* B

1 1,1000 | 4,1147 | 4,0863 | 4,0136 || 12,0135 | 11,0996 | 13,8068 | 13,7801
2 | 2,8198 | 2,5974 | 3,2149 | 3,0128 || 8,6297 | 8,6685 | 10,5374 | 10,5536
3 | 2,6882 | 24551 | 3,0722 | 2,8680 || 6,4823 | 6,776 | 83039 | 82760
4 | 1,6102 | 1,3396 | 1,8867 | 1,7380 || 2,7876 | 2,9441 | 4,1906 | 4,3753
5 || 1,6127 | 1,3289 | 1,8785 | 1,7285 || 2,6970 | 2,5302 | 3,6560 | 3,5652
6 | 0,7069 | 0,4485 | 0,9878 | 0,8333 || 1,2438 | 0,8961 | 0,8296 | 0,8327
7 || 0,7414 | 04482 | 1,0165 | 0,8487 || 0,6914 | 0,5726 | 1,2499 | 1,1847
8 |/ 0,0740 | 0,0666 | 0,1123 | 0,1223 || 0,3374 | 0,2934 | 0,6652 | 0,6141
9 | 0,0754 | 0,0621 | 0,1080 | 0,1042 || 0,3634 | 0,3165 | 0,6320 | 0,5905
10 || 0,0765 | 0,0622 | 0,1091 | 0,1005 || 0,3766 | 0,3307 | 0,7202 | 0,6349
11 || 0,0776 | 0,0628 | 0,1103 | 0,1014 || 04042 | 0,3519 | 0,9885 | 0,7151
12 || 0,0787 | 0,0634 | 0,1112 | 0,1018 || 0,4415 | 0,3685 | 1,3027 | 0,7946
13 || 0,0797 | 0,0636 | 0,1122 | 0,1024 || 04539 | 0,3736 | 1,3323 | 0,8240
14 || 0,0809 | 0,0638 | 0,1127 | 0,1029 || 04640 | 0,3728 | 1,3000 | 0,8296
15 || 0,0816 | 0,0640 | 0,1131 | 0,1034 || 04740 | 0,3738 | 1,2370 | 0,8284
16 || 0,0825 | 0,0642 | 0,1129 | 0,1036 || 04853 | 0,3794 | 1,1814 | 0,8316
17 || 0,0830 | 0,0644 | 0,1132 | 0,1039 || 04938 | 0,3838 | 1,1827 | 0,8421
18 || 0,0835 | 0,0645 | 0,1137 | 0,1042 || 04992 | 0,3881 | 1,1844 | 0,8514
19 || 0,0840 | 0,0647 | 0,1145 | 0,1044 || 0,5038 | 0,3911 | 1,1829 | 0,8579
20 | 0,0844 | 0,0648 | 0,1149 | 0,1047 || 0,5076 | 0,3935 | 1,1729 | 0,8639
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Tablica 9.35: Uérednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koricowego bledu predykcji (FPE*) oraz
podejscia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu estymowanego modelu oraz pasma estymacji w pro-
cedurze usredniania modeli dla sygnalu o dlugosci N = 5000 probek.

dis dce
Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || FPE* B FPE* B FPE* B FPE* B

T || 4,1853 | 4,1041 | 4,0661 | 4,0012 || 12,0062 | 12,0031 | 13,7742 | 13,7654
2 || 2,6440 | 2,5035 | 3,0776 | 2,9566 || 8,6373 | 8,6757 | 10,5167 | 10,5443
3 | 2,5030 | 2,3593 | 2,9520 | 2,8215 || 6,4557 | 6,4530 | 8,1751 | 8,174l
4 || 14142 | 1,2876 | 1,7953 | 1,6911 || 2,9016 | 2,9672 | 4,1114 | 4,1913
5 || 1,4182 | 1,2765 | 1,7892 | 1,6814 || 2,401 | 2,3511 | 3,2598 | 3,2366
6 | 05088 | 0,4098 | 0,8607 | 0,7735 || 1,0280 | 0,7764 | 0,6069 | 0,6028
7 || 05204 | 0,3865 | 0,8807 | 0,7808 || 0,4783 | 04362 | 0,7247 | 0,7813
8 [/ 0,0532 | 0,0433 | 0,0502 | 0,0632 || 0,2030 | 0,1802 | 0,2433 | 0,2676
9 |/ 0,0535 | 0,0435 | 0,0478 | 0,0531 || 0,2152 | 0,1982 | 0,2203 | 0,2572
10 || 0,0540 | 0,0435 | 0,0471 | 0,0506 || 0,2254 | 0,2105 | 0,2239 | 0,2803
11 || 0,0544 | 0,0438 | 0,0473 | 0,0508 || 02345 | 0,2219 | 0,2535 | 0,3114
12 || 0,0550 | 0,0441 | 0,0478 | 0,0511 || 0,2440 | 0,2364 | 0,2909 | 0,3411
13 || 0,0553 | 0,0443 | 0,0483 | 0,0514 || 02502 | 0,2385 | 0,3081 | 0,3539
14 || 0,0557 | 0,0442 | 0,0488 | 0,0519 || 02554 | 0,2380 | 0,3140 | 0,3610
15 || 0,0561 | 0,0443 | 0,0494 | 0,0524 || 0,2600 | 0,2382 | 0,3153 | 0,3634
16 || 0,0564 | 0,0444 | 0,0499 | 0,0527 || 02648 | 0,2419 | 0,3196 | 0,3681
17 || 0,0567 | 0,0446 | 0,0504 | 0,0530 || 0,2691 | 0,2449 | 0,3285 | 0,3752
18 || 0,0570 | 0,0447 | 0,0507 | 0,0534 || 02723 | 0,2468 | 0,3352 | 0,3809
19 || 0,0572 | 0,0447 | 0,0512 | 0,0536 || 02749 | 0,2480 | 0,3400 | 0,3852
20 || 0,0574 | 0,0449 | 0,0516 | 0,0539 || 0,2778 | 0,2498 | 0,3436 | 0,3889

Tablica 9.36: Usrednione miary Itakury-Saito oraz usrednione kwadraty btedéw oszacowan para-
metréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koricowego bledu predykeji (FPE*) oraz
podejscia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu estymowanego modelu oraz pasma estymacji w pro-
cedurze usredniania modeli dla sygnatu o dlugosci N = 10000 prébek.

dis dce
Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || FPE* B FPE* B FPE* B FPE* B

T || 4,1753 | 4,1012 | 4,0588 | 3,9970 || 11,0995 | 12,0005 | 13,7546 | 13,7531
2,5334 | 24611 | 2,9990 | 2,9248 || 8,6412 | 8,6759 | 10,4866 | 10,5157
3| 24002 | 2,3221 | 28728 | 2,7921 || 6,3798 | 6,4103 | 8,1095 | 8,1291
4 | 1,3092 | 1,2409 | 1,7322 | 1,6725 || 2,8847 | 2,9304 | 4,0945 | 4,1377
5 || 1,2976 | 1,2211 | 1,7389 | 1,6714 || 2,3522 | 2,3080 | 3,1587 | 3,1401
6 | 04297 | 0,3911 | 0,7974 | 0,7421 || 0,8813 | 0,6675 | 0,5377 | 0,5330
7 || 04202 | 03614 | 0,8197 | 0,7559 || 0,3790 | 0,3343 | 0,6045 | 0,6334
8 |/ 0,0392 | 0,0265 | 0,0379 | 0,0403 || 0,1203 | 0,0768 | 0,1366 | 0,1436
9 | 0,0397 | 0,0270 | 0,0368 | 0,0358 || 0,1302 | 0,0857 | 0,1294 | 0,1409
10 || 0,0402 | 0,0275 | 0,0367 | 0,0346 || 0,1386 | 0,0934 | 0,1333 | 0,1548
11 || 0,0408 | 0,0279 | 0,0369 | 0,0347 || 0,1461 | 0,1001 | 0,1459 | 0,1731
12 || 0,0413 | 0,0282 | 0,0374 | 0,0351 || 0,1528 | 0,1070 | 0,1605 | 0,1895
13 || 0,0418 | 0,0285 | 0,0378 | 0,0355 || 0,1586 | 0,1111 | 0,1685 | 0,1979
14 || 0,0422 | 0,0288 | 0,0382 | 0,0358 || 0,1635 | 0,1147 | 0,1728 | 0,2033
15 || 0,0425 | 0,0290 | 0,0385 | 0,0362 || 0,1677 | 0,1178 | 0,1747 | 0,2065
16 || 0,0428 | 0,0292 | 0,0388 | 0,0365 || 0,1718 | 0,1210 | 0,1772 | 0,2113
17 || 0,0431 | 0,0294 | 0,0392 | 0,0368 || 0,1752 | 0,1239 | 0,1808 | 0,2164
18 || 0,0434 | 0,0296 | 0,0394 | 0,0370 || 0,1781 | 0,1261 | 0,1844 | 0,2207
19 || 0,0436 | 0,0297 | 0,0397 | 0,0372 || 0,1808 | 0,1279 | 0,1872 | 0,2237
20 || 0,0438 | 0,0298 | 0,0400 | 0,0373 || 0,1831 | 0,1297 | 0,1896 | 0,2261

Wyniki zamieszczone w tabelach 9.34-9.36 pokazuja, ze w wiekszosci przypadkéw bayesowskie
podejscie do wyboru rzedu i pasma estymacji sprawdza si¢ lepiej niz wyboér konkretnej wartosci
pasma estymacji za pomoca zmodyfikowanego kryterium koncowego btedu predykcji. Na uwage
zastuguje rowniez fakt, iz w kazdym z rozwazanych przypadkéw stosowanie zmodyfikowanego kry-
terium koncowego btedu predykcji do wyboru pasma estymacji daje lepsze rezultaty niz taczny
wybdr pasma estymacji i rzedu estymowanego modelu za pomoca kryterium FPE (tabele 9.1-9.12).
Istotna zaleta przedstawionych metod jest to, iz zwigkszenie maksymalnego rzedu estymowanego
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modelu ma niewielki wptyw na pogorszenie zaréwno jakosci estymacji widma jak i é§ledzenia zmian
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Na rysunku 9.16 przedstawiono uérednione histogramy warto
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Rysunek 9.16: USrednione histogramy (a-b) warto:

mowanego modelu, (c-d) wartoéci pasm estymacji wybranych na podstawie kryterium FPE* oraz

(e-f) warto

tymowanego modelu w procesie

dtczynnikow wiarygodnoécei pasma es
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estymacji dla scenariusza (a,c,e) lagodnych i (b,d,f) gwaltownych zmian parametréw procesu dla

sygnatu o dlugoéci N = 5000 probek.
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USrednione histogramy wartosci wspélczynnikéw wiarygodnosci rzedu estymowanego modelu
pokazuja, ze zar6wno w scenariuszu ltagodnych, jak i gwaltownych zmian parametrow procesu
przedstawiona metoda sprawdza sie zadowalajaco. Zwykle, w kazdej chwili czasu najwieksza war-
tos¢ ma ten wspolczynnik wiarygodnosci, ktéry odpowiada rzeczywistej wartosci rzedu modelu.
Histogramy te pokazuja réwniez, ze metoda wykazuje tendencje do przeszacowywania rzedu esty-
mowanego modelu. Mozna zauwazy¢, ze przeszacowanie rzedu modelu jest wyraznie widoczne w
chwilach skokowych zmian parametrow procesu.

Na rysunku 9.17 przedstawiono widmowa gestos¢ mocy estymowana za pomoca procedury
usredniania modeli otrzymanych dla réznych pasm estymacji dla sygnalu o dlugosci N = 5000
prébek zaréwno w scenariuszu tagodnych, jak i gwaltownych zmian parametréw.

st
S(tw)

S(tw)

Rysunek 9.17: Widmowa gestos¢ mocy estymowana za pomocg procedury usredniania modeli
otrzymanych dla réznych pasm estymacji dla sygnalu o dtugosci N = 5000 prébek. (a-b) Wyniki
dla pojedynczej realizacji procesu oraz (c-d) wyniki usrednione po 100 niezaleznych realizacjach
zaréwno w scenariuszu (a,c) lagodnych, jak i (b,d) gwaltownych zmian parametréw.

5000

5000
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9.3.2 Wariant wielowymiarowy

Tabele 9.37-9.39 zawieraja usrednione miary oceny jakosci analizy wygenerowanego wielowy-
miarowego niestacjonarnego procesu autoregresyjnego. Wyniki otrzymano dla réznych dlugoéci sy-
gnalu zaréwno w scenariuszu tagodnych, jak i gwaltownych zmian parametréw procesu. Rezultaty
zostaly otrzymane na drodze identyfikacji za pomoca dwukierunkowych algorytméw drabinkowych
z zapominaniem wykladniczym w wariancie uéredniania oszacowan macierzy wspélczynnikéw au-
tokorelacji dla réznych warto$ci maksymalnego rzedu estymowanego modelu oraz dla réznych war-
tosci pasm estymacji. Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, wyniki zostaly otrzymane
dla przypadku wyboru okredlonej warto$ci pasma estymacji na podstawie zmodyfikowanego wie-
lowymiarowego kryterium konicowego bledu predykeji (MFPE*), a takze dla metody usredniania
modeli otrzymanych dla réznych pasm estymacji (B).

Tablica 9.37: USrednione miary wzglednej entropii oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan
parametréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koricowego bledu predykeji (MFPE*)
oraz podejécia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu modelu oraz pasma estymacji w procedurze
usredniania modeli dla sygnatu o dlugosci N = 2000 probek.

drer duce
Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || MFPE* B MFPE* B MFPE* B MFPE* B
1 2,1882 | 2,1610 | 2,2364 2,2084 63,3357 | 63,2670 | 65,6575 | 65,5862

2 0,5086 | 0,5368 0,5270 0,5535 46,1095 | 46,1995 | 48,1993 | 48,2906
3 0,3047 | 0,3185 0,3172 0,3294 33,0282 | 32,6198 | 34,6039 | 34,2819
4 0,2261 0,2207 | 0,2342 0,2312 22,2954 | 21,8642 | 23,3328 | 23,1612
5 0,1093 | 0,1003 0,1102 0,1070 11,6709 | 11,5768 | 12,2178 | 12,5918
6 0,1036 | 0,0942 0,1045 0,1006 12,5207 | 12,8824 | 13,1087 | 13,9264
7 0,1003 | 0,0897 | 0,1011 0,0957 12,0723 | 12,9285 | 12,6689 | 13,9841
8 0,0877 | 0,0748 0,0878 0,0798 5,7651 5,6440 6,0287 6,3139
9 0,0805 | 0,0666 0,0802 0,0711 6,7087 7,3678 7,0377 8,1687
10 0,0705 | 0,0559 | 0,0696 | 0,0598 3,7284 | 3,9853 | 3,9168 | 4,6085
11 0,0706 | 0,0560 | 0,0697 | 0,0599 3,7486 | 4,0812 | 3,9406 | 4,7207
12 0,0708 | 0,0561 | 0,0699 | 0,0601 3,7687 | 4,1426 | 3,9646 | 4,7893
13 0,0709 | 0,0562 | 0,0700 | 0,0602 3,7824 | 4,1709 | 3,9779 | 4,8192
14 0,0710 | 0,0563 | 0,0701 0,0602 3,7911 | 4,1868 | 3,9884 | 4,8365
15 0,0711 | 0,0563 | 0,0701 0,0603 3,7948 | 4,1971 | 3,9925 | 4,8479
16 0,0711 | 0,0563 | 0,0701 0,0603 3,7976 | 4,2038 | 3,9939 | 4,8553
17 0,0711 | 0,0563 | 0,0702 | 0,0603 3,7989 | 42066 | 3,9951 | 4,8584
18 0,0711 | 0,0563 | 0,0702 | 0,0603 3,7996 | 42084 | 3,9963 | 4,8601
19 0,0711 | 0,0564 | 0,0702 | 0,0603 3,7999 | 4,2094 | 3,9965 | 4,8608
20 0,0711 | 0,0564 | 0,0702 | 0,0603 3,8004 | 42100 | 3,9968 | 4,8614
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Tablica 9.38: USrednione miary wzglednej entropii oraz usrednione kwadraty bledéw oszacowan
parametréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koricowego bledu predykeji (MFPE*)
oraz podejsécia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu modelu oraz pasma estymacji w procedurze
usredniania modeli dla sygnalu o dtugosci N = 4000 probek.

drER dyce
Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany lagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || MFPE* B MFPE* B MFPE* B MFPE* B
1 2,3719 2,3081 2,4492 2,3894 63,1638 | 63,1240 | 65,4702 | 65,4270

2 0,5396 | 0,5461 | 0,5652 | 0,5716 || 46,0701 | 46,1230 | 48,1335 | 48,1912
3 0,3340 | 0,3345 | 0,3524 | 0,3512 || 32,5460 | 32,3307 | 34,1458 | 33,9549
4 0,2341 | 0,2269 | 0,2465 | 02379 || 21,4885 | 21,1443 | 22,6797 | 22,3695
5 0,1077 | 0,0984 | 0,1112 | 0,1048 || 11,3112 | 11,0968 | 11,9955 | 11,9948
6 0,004 | 0,0906 | 0,1038 | 0,0966 || 12,3496 | 12,2609 | 13,0538 | 13,1869
7 0,0955 | 0,0849 | 0,0085 | 0,0904 || 11,5772 | 11,5113 | 12,2261 | 12,3932
8 0,0785 | 0,0673 | 0,0801 | 00716 || 4,1895 | 3,8375 | 44412 | 4,2723
9 0,0697 | 0,0579 | 0,0704 | 00615 || 56923 | 55539 | 6,0419 | 6,0912
10 || 0,0568 | 0,0450 | 0,0568 | 0,0478 || 2,3532 | 2,0483 | 2,4804 | 2,2889
11 || 00571 | 0,0452 | 0,0572 | 0,0481 | 2,3889 | 2,1010 | 2,5195 | 2,3421
12 || 0,0574 | 0,0453 | 00574 | 0,0482 || 24106 | 2,1287 | 2,5423 | 2,3684
13 || 0,0574 | 0,0454 | 00575 | 0,0482 || 2,4206 | 2,1428 | 2,5533 | 2,3830
14 || 0,575 | 0,0454 | 0,0575 | 0,0483 || 24250 | 2,1488 | 25585 | 2,3891
15 || 0,0575 | 0,0454 | 00576 | 0,0483 || 24287 | 2,1530 | 2,5621 | 2,3931
16 || 0,0575 | 0,0455 | 00576 | 0,0483 || 24314 | 2,1556 | 2,5645 | 2,3956
17 || 0,0576 | 0,0455 | 0,0576 | 0,0483 || 24335 | 2,1574 | 2,5665 | 2,3976
18 || 0,0576 | 0,0455 | 00576 | 0,0483 || 24345 | 2,1585 | 25677 | 2,3987
19 || 0,0576 | 0,0455 | 00576 | 0,0483 || 24351 | 2,1590 | 2,5682 | 2,3992
20 || 0,0576 | 0,0455 | 0,0576 | 0,0483 || 24356 | 2,1593 | 2,5685 | 2,3995

Tablica 9.39: Usrednione miary wzglednej entropii oraz usrednione kwadraty bledow oszacowan
parametréw przy zastosowaniu zmodyfikowanego kryterium koncowego bledu predykcji (MFPE*)
oraz podejécia bayesowskiego (B) do wyboru rzedu modelu oraz pasma estymacji w procedurze
usredniania modeli dla sygnalu o dlugosci N = 8000 probek.

drER dvice
Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne Zmiany tagodne | Zmiany gwaltowne
Nmax || MFPE* B MFPE* B MFPE* B MFPE* B

1 2,400 | 2,3317 | 2,4632 | 2,3920 || 63,1618 | 63,1327 | 65,4727 | 65,4434
0,5456 | 0,5556 | 0,5632 | 0,5759 || 46,1354 | 46,1924 | 48,2001 | 48,2609
0,3391 | 0,3447 | 0,3505 | 0,3579 || 32,3796 | 32,2843 | 33,9807 | 33,8783
0,2345 | 0,2326 | 02419 | 0,2413 || 21,0720 | 20,9158 | 22,2547 | 22,0789
5 0,1048 | 0,1011 | 0,1072 | 0,1062 || 11,0876 | 10,9777 | 11,8539 | 11,8116
6 0,0074 | 0,0020 | 0,0996 | 0,0978 || 11,9872 | 11,8701 | 12,7711 | 12,7404
7 0,0918 | 0,0868 | 0,0937 | 0,912 || 10,9722 | 10,8479 | 11,7020 | 11,6478
8 0,0737 | 0,0677 | 0,0745 | 00707 || 3,4020 | 32114 | 3,6970 | 3,841
9 0,0639 | 0,0577 | 0,0641 | 0,0598 || 4,8216 | 4,6108 | 52215 | 50179
10 || 0,0503 | 0,0439 | 0,0501 | 0,0450 || 1,7059 | 1,5151 | 1,8492 | 1,6312
11 0,0506 | 0,0440 | 0,0503 | 0,0452 || 1,7297 | 1,5364 | 1,8747 | 1,6550
12 || 0,0507 | 0,0441 | 0,0505 | 0,0453 | 1,7438 | 1,5488 | 18917 | 1,6703
13 || 0,0508 | 0,0442 | 0,0506 | 0,0453 | 1,7537 | 1,5573 | 1,9027 | 1,6800
14 || 0,0508 | 0,0442 | 0,506 | 0,0453 || 1,7588 | 1,5622 | 1,9079 | 1,6855
15 || 0,0508 | 0,0442 | 0,0506 | 0,0454 | 1,7632 | 1,5658 | 19125 | 1,6894
16 || 0,0509 | 0,0442 | 0,0506 | 0,0454 || 1,7653 | 1,5680 | 1,9146 | 1,6918
17 || 0,0509 | 0,0442 | 0,0506 | 0,0454 | 1,7661 | 1,5688 | 19154 | 1,6925
18 || 0,0509 | 0,0442 | 0,0506 | 0,0454 | 1,7667 | 1,5694 | 19160 | 1,6932
19 || 0,0509 | 0,0442 | 0,507 | 0,0454 || 1,7671 | 1,5697 | 1,9164 | 1,6936
20 || 0,0509 | 0,0442 | 0,0507 | 0,0454 || 1,7672 | 1,5699 | 1,9166 | 1,6937

Wyniki przedstawione w tabelach 9.37-9.39 pokazuja, ze podobnie jak w przypadku jednowy-
miarowym, bayesowskie podejscie do wyboru rzedu i pasma estymacji zwykle sprawdza sie lepiej
niz wybér konkretnej wartosci pasma estymacji za pomoca zmodyfikowanego kryterium konco-
wego bledu predykcji MFPE*. Otrzymane rezultaty pokazujg réwniez, ze z wyjatkiem Sledzenia
zmian parametréw w scenariuszach testowych dla sygnatu o dtugoéci N = 2000 probek, stosowa-
nie bayesowskiego podejécia do wyboru rzedu oraz pasma estymowanego modelu daje najlepsze
rezultaty sposréd zestawionych metod, zaréwno w przypadku estymacji widmowej gestosci mocy,
jak i §ledzenia zmian parametréw.
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Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zwickszenie maksymalnego rzedu estymowa-
USrednione histogramy warto

Rysunek 9.18 przedstawia usrednione histogramy warto
wanego modelu, (c-d) wartosci pasm estymacji wybranych na podstawie kryterium MFPE* oraz

(e-f) warto
dla scenariusza (a,c,e) tagodnych i (b,d,f) gwaltownych zmian parametréw procesu dla sygnalu o

Rysunek 9.18: Usrednione histogramy (a-b) warto:
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dobnie jak w przypadku jednowymiarowym, w kazdej chwili czasu najwieksza warto$é¢ przyjmuje
zwykle wspélezynnik odpowiadajacy rzeczywistej wartosci rzedu modelu.

Na rysunkach 9.19 oraz 9.20 przedstawiono widmowe gestoSci mocy estymowane za pomoca
metody opartej na bayesowskim podejsciu do wyboru rzedu estymowanego modelu i pasma es-
tymacji w obu scenariuszach testowych dla sygnalu o dlugosci N = 4000 prébek. Zestawiono
oszacowania widmowej gestosci mocy kanatu pierwszego, kanatu drugiego oraz oszacowanie widma
amplitudowego i fazowego.

4000 4000

CPS(tw)

4000 4000

4000 4000

4000 4000

Rysunek 9.19: Widmowa gestos¢ mocy estymowana za pomoca procedury opartej na bayesowskim
podejsciu do wyboru rzedu estymowanego modelu i pasma estymacji w scenariuszu lagodnych
zmian parametréw procesu dla sygnalu o dlugosci N = 4000 prébek. (a-d) Wyniki dla pojedyn-
czej realizacji procesu oraz (e-h) wyniki usrednione po 100 niezaleznych realizacjach. Widmowa
gestosé mocy (a,e) pierwszego i (b,f) drugiego kanatu oraz widmo (c,g) amplitudowe i (d,h) fazowe
koherencji.
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4000 4000
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4000 4000

4000 4000

4000 4000
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Rysunek 9.20: Widmowa gestos¢ mocy estymowana za pomoca procedury opartej na bayesowskim
podejéciu do wyboru rzedu estymowanego modelu i pasma estymacji w scenariuszu gwaltownych
zmian parametréw procesu dla sygnalu o dlugosci N = 4000 prébek. (a-d) Wyniki dla pojedyn-
czej realizacji procesu oraz (e-h) wyniki usrednione po 100 niezaleznych realizacjach. Widmowa
gestosé mocy (a,e) pierwszego i (b,f) drugiego kanatu oraz widmo (c,g) amplitudowe i (d,h) fazowe
koherencji.
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Podsumowanie

Otrzymane wyniki przeprowadzonych testéw symulacyjnych pokazaly, ze zaproponowany dwu-
kierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wyktadniczym oraz zaproponowanym kryterium
tacznego adaptacyjnego wyboru rzedu estymowanego modelu i pasma estymacji umozliwia uzy-
skanie lepszych oszacowan widmowej gesto$ci mocy niestacjonarnych sygnaléw stochastycznych, w
poréwnaniu do lewostronnych i dwukierunkowych algorytmow estymacji, w ktérych rzad i pasmo
estymacji wybierane sa przez uzytkownika i nie podlegaja adaptacji. Przeprowadzone symulacje
pokazaly réwniez, ze zaproponowana bayesowska metoda estymacji, oparta na usrednianiu modeli
autoregresyjnych otrzymanych dla réznych rzedéw oraz réznych pasm estymacji, daje lepsze rezul-
taty niz klasyczne podejscie, oparte na wyborze konkretnej wartosci rzedu estymowanego modelu
oraz pasma estymacji przy zastosowaniu kryterium koncowego bledu predykcji. Badania pokazalty,
ze zaproponowane metody sprawdzaja si¢ zarowno w warunkach lagodnych jak i gwaltownych
zmian wartosci parametréw sygnatu.

Otrzymane rezultaty pokazaly, ze w wariancie jednowymiarowym procedura usredniania osza-
cowan wspoélczynnikéw autokorelacji lepiej nadaje sie do estymacji widmowej gestosci mocy niz
procedura usredniania oszacowan wspélezynnikéw odbicia (tabele 9.1-9.6). Zwykle, najlepsze re-
zultaty otrzymano, gdy zastosowano adaptacyjna metode wyboru pasma i rzedu estymowanego
modelu oparta na kryterium konicowego bledu predykeji (FPE). Tylko w dwo6ch przypadkach (ta-
bele 9.3 oraz 9.4) najlepsze wyniki uzyskano stosujac kryterium PE. Istotny jest fakt, iz w kazdym
z analizowanych przypadkéw, bez wzgledu na to, czy wykorzystana zostala procedura usredniania
oszacowan wspolczynnikéw autokorelacji, czy oszacowan wspolczynnikéw odbicia, metoda oparta
na kryterium FPE badZ PE daje znacznie lepsze rezultaty niz ktérykolwiek z estymatoréw lewo-
stronnych lub dwukierunkowych.

Wyniki przedstawione w tabelach 9.7-9.12 $§wiadcza o tym, ze w wariancie jednowymiarowym
do $ledzenia zmian wartosci parametréow sygnalu lepiej nadaje sie procedura usredniania oszacowan
wspoélczynnikéw odbicia. Dwukierunkowe algorytmy wykorzystujace procedure usredniania osza-
cowan wspolczynnikéw odbicia daja zwykle lepsze rezultaty niz ich odpowiedniki wykorzystujace
procedure uéredniania oszacowan wspdlczynnikdéw autokorelacji. Wyjatek stanowia algorytmy o
pasmie estymacji w3 zastosowane do analizy sygnatléw o tagodnych zmianach parametréw i diu-
go$ciach odpowiednio N = 2500 oraz N = 5000 prébek (tabele 9.7 oraz 9.8). Analizujac wyniki,
nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ktore kryterium daje lepsze rezultaty Sledzenia zmian para-
metréw. Czasami lepiej sprawdza sie metoda oparta na kryterium FPE (tabele 9.11 oraz 9.12), a
czasami metoda oparta na kryterium PE (tabele 9.8 oraz 9.9). Podobnie jednak jak w przypadku
estymacji widmowej gestoéci mocy, metody adaptacyjnego wyboru pasma i rzedu estymacji oparte
na kryteriach FPE i PE daja znacznie lepsze wyniki, niz ktérekolwiek z zestawionych algorytmoéw
lewostronnych oraz dwukierunkowych.

Wyniki otrzymane dla strategii mieszanych (tabele 9.13-9.15) nie pozwalaja jednoznacznie
stwierdzi¢, ktora strategia daje najlepsze rezultaty. Decydujac si¢ na zastosowanie jednej z nich
warto zauwazy¢, ze w przypadku estymacji widmowej gestosci mocy otrzymane wyniki nie réznia
sie od siebie w znaczacy sposéb. Z kolei w przypadku Sledzenia zmian parametréw, otrzymane
wyniki dla strategii mieszanych réznia sie dos¢ istotnie.

Wyniki zawarte w tabelach 9.34-9.36 pokazuja, ze zaréwno doktadno$¢ oszacowania widmowej
gestosci mocy, jak dokladno$é éledzenia zmian parametrow analizowanego procesu jednowymia-
rowego mogg zosta¢ poprawione przy pomocy bayesowskiego podejscia do wyboru rzedu estymo-
wanego modelu i pasma estymacji. Otrzymane rezultaty pokazuja przewage metody bayesowskiej
opartej na kryterium FPE* nad metoda oparta na kryterium FPE w kazdym z rozwazanych przy-
padkéw. Dodatkowo, dokladnosé estymacji moze zostaé¢ poprawiona po zastosowaniu bayesow-
skiego podejécia nie tylko do wyboru rzedu estymowanego modelu, ale takze do wyboru pasma
estymacji. Wyniki w tabelach pokazuja, ze metoda ta daje gorsze rezultaty tylko w przypadku
Sledzenia zmian wartosci parametréw, w wariancie ich gwaltownych zmian sygnatéw o dtugosciach
N = 5000 oraz N = 10000 (tabele 9.35 oraz 9.36).
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Wyniki przedstawione w tabelach 9.22-9.33 pokazuja, ze zastosowanie kryterium MFPE w pro-
cesie rownoleglej estymacji zwykle sprawdza sie lepiej niz tworzace strukture rownolegla jednokie-
runkowe oraz dwukierunkowe algorytmy estymacji bez adaptacyjnego mechanizmu wyboru rzedu
estymowanego modelu oraz pasma estymacji. Przeprowadzone testy pokazaly, ze podobnie jak
w przypadku jednowymiarowym wielowymiarowa wersja metody opartej na bayesowskim podej-
$ciu do wyboru pasma estymacji i rzedu estymowanego modelu daje lepsze rezultaty niz podejscie
oparte na wyborze konkretnych wartosci tych wielkoéci przy zastosowaniu wielowymiarowej wer-
sji kryterium koncowego btedu predykcji. Symulacje potwierdzily skuteczno$é zaproponowanych
metod zaréwno w scenariuszu tagodnych, jak i gwaltownych zmian parametrow.

Badania pokazaly, ze metoda wykorzystujaca kryterium MFPE oparta na usrednianiu osza-
cowan macierzy wspolczynnikéw autokorelacji lepiej nadaje si¢ zaréwno do estymacji widmowej
gestosci mocy jak i do $ledzenia zmian parametrow procesu, niz metoda wykorzystujaca kryterium
MFPE oparta na usrednianiu oszacowan macierzy wspolczynnikéow odbicia.

Rezultaty zestawione w tabelach 9.37-9.39 pokazuja, ze podobnie jak w przypadku jednowymia-
rowym doktadno$¢ estymacji widmowej gestosci mocy oraz doktadnosé éledzenia zmian parametrow
procesu wielowymiarowego moga zosta¢ poprawione za pomoca metody opartej na bayesowskim
podejéciu do wyboru rzedu estymowanego modelu i pasma estymacji. Wyniki pokazuja przewage
podejscia bayesowskiego nad adaptacyjnym wyborem rzedu estymowanego modelu i pasma esty-
macji za pomoca kryterium MFPE w prawie kazdym z rozwazanych przypadkéw. Wyjatek stanowi
jedynie procedura $§ledzenia zmian parametréw procesu dla sygnalu o dlugosci N = 2000 prébek
zaréwno w scenariuszu tagodnych, jak i gwaltownych zmian parametréow.
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Rozdzial 10

Z.akonczenie

W niniejszej rozprawie przedstawiono skuteczne metody estymacji widmowej gestosci mocy
lokalnie stacjonarnych proceséw stochastycznych.

Opracowane rozwiazania, takie jak dwukierunkowy algorytm drabinkowy z zapominaniem wy-
ktadniczym czy metoda oparta na usrednianiu modeli umozliwiaja precyzyjna estymacje zaréwno
w przypadku lagodnych jak i gwaltownych zmian wartosci parametréw analizowanego sygnatu.
Przedstawione metody zostaly takze rozszerzone na przypadek wielowymiarowy, dzieki czemu moga
by¢ stosowane np. do analizy sygnaléow zarejestrowanych w wersji stereofonicznej poprzez taczna
analize lewego i prawego kanalu. Zastosowane metody lacznego wyboru optymalnych wartosci pa-
sma estymacji i rzedu estymowanego modelu pozwalaja osiagna¢ zadowalajace wyniki w przypadku,
gdy stopien niestacjonarnosci analizowanego sygnalu zmienia sie w czasie.

Otrzymane wyniki badan potwierdzaja jednoznacznie teze rozprawy dowodzac, ze zastosowanie
metod adaptacyjnego wyboru rzedu modelu autoregresyjnego oraz pasma estymacji stosowanego w
procesie jego identyfikacji umozliwia zwigkszenie dokladnosci parametrycznej oceny widma chwi-
lowego modelowanego procesu niestacjonarnego.
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Dodatek A

Rekurencyjne algorytmy estymacji

A.1 Wyprowadzenie algorytmu RLS (6.11)-(6.13)

Estymator najmniejszych kwadratéw (6.8):

(1) = [_Z son@soﬂz‘)] [Zymson(i)] , (A1)

i=1

moze zostaé przedstawiony w postaci rekurencyjnej [28]. Stosujac oznaczenia:
t
Q) =3 )T (i),
i=1

q(t) = Zy(i)wn(i),

mozna zauwazy¢, ze

Q(t) = Q(t — 1) + en(t)er (1),
q(t) =at — 1) + y(t)en(t).

Podstawiajac zaleznosci (A.2) do wzoru (A.1) otrzymuje sie:

~

0.0 = Q7 (Ma(t) = Q7' [alt ~ 1) + y(t)pu (1)
= Q1) [Q(t — 1At — 1) + y(en(t)]

=Q7'(® -[Q(t) — pa®eh ()] 0ult = 1) + y(t)gon(t)} (A-3)

= Q) [ QUL — 1) + 00 (®) [5(0) — T (Ot - 1)]] .

Stosujac notacje:

e(t) = y(t) — oy (1)0n(t — 1), (A4)
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wzér (A.3) przyjmuje postac:

o~

n(t) = On(t —1) + Pt)pn(t)e(t). (A.5)

W dalszych rozwazaniach wykorzystany zostanie wzér Shermana-Morrisona [43]. Jezeli A jest
macierza o wymiarach nxn, a x jest wektorem o wymiarach nx1, to wzér Shermana-Morrisona
przyjmuje postaé

)

A 1xxTA!L

_ A.
1+ xTA1x’ (A.6)

-1

{A + XXT:| =A"1 -

przy zatozeniu, ze wszystkie odwrotnodci macierzy istniejg oraz spetniony jest warunek:
1+xTA x #£0.

Stosujac wzér Shermana-Morrisona do obliczenia odwrotnodci macierzy regresji, otrzymuje sie:

P(H) = Q' (t) = [Qt— 1) + pa(t)pl ()]

= [Pt 1) + a6l ()] (A7)

B P(— 1), (0T (P( — 1)
=P )= =P (- Den(®

Zaleznosci (A.4), (A.5) oraz (A.7) stanowig opis rekurencyjnego algorytmu najmniejszych kwadra-
téw (RLS) [28].

Formula pozwalajaca obliczy¢ wariancje szumu tworzacego (6.9):

1i{ L 0B0)]

i=1

réwniez moze zostaé przedstawiona w postaci rekurencyjnej [28]. Stosujac oznaczenia

wielko$¢ s(t) mozna przedstawi¢ jako
SOEDSHOEEACH SO ERORACH R EACEROIAD
=" y2(i) — 202 (H)a(t) + 0L ()P~ (1)Bn (1)

Wykorzystujac zaleznosé é\n(t) = P(t)q(t) mozna otrzymac:

Mozna zauwazy¢, ze

s(t) —s(t —1) = y2(t) + 05 (t — P (t — 1), (t — 1) — 6L ()P~ (£)0, (). (A.8)
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Wykorzystujac formule (A.5) oraz
PH(t) =Pt — 1) + pu(t)py (1),

mozna pokazaé, ze

0L (P~ ()0 (t) = OF (t — NP (t — 1)0, (t — 1)
+ 07 (t = )n ()l (10 (t — 1) (A.9)
+ el (P ()n (2 () + 20T (£)0n (t — 1)e(t)

Wykorzystujac zaleznosé

on (0)8n(t — 1) = y(t) —=(1)

oraz laczac wzory (A.8) i (A.9) otrzymuje sie:

s(t) = s(t —1) + |1 = o5 ()P(£)n(t)| £*(2)
(1)

=s(t—1)+ T @Z;(t)P(t — 1)<Pn(t)'

A.2 'Wyprowadzenie wielowymiarowej wersji algorytmu RLS
(6.34)

Estymator najmniejszych kwadratéw (6.33):

0,(t) = [Z \Iw)\lff(z')] {Z \Ifn@')y(i)] : (A.10)

moze zostaé¢ przedstawiony w postaci rekurencyjnej. Stosujac oznaczenia:

t

Q(t) = Z W, (i)W (i),
a(t) =Y @, (0)y(i),

i=1

mozna zauwazy¢, ze

Q(t) = Q(t — 1) + T, (1) T (1),

(A.11)
q(t) =qt — 1) + ¥, (t)y(t).

Podstawiajac zaleznosci (A.11) do wzoru (A.10) otrzymuje sie:

“alt) = Q) [alt— 1) + L0y (1)
QU = DBt~ 1) + L (1)
)

) _[Q(t) - \Iln(t)\p,{(t)] 0,(t—1)+ \Iln(t)y(t)} (A.12)

~

0 [~ 1)+ %0 [y(0) - LB, )] |
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Stosujac notacje:

P(t) =Q7'(1),
e(t) = y(t) — UL (#)0(t — 1), (A13)
wzér (A.12) przyjmuje postaé:
0,(t) = 0, (t — 1) + P()®, (t)e(?). (A.14)

Wykorzystujac wzér Shermana-Morrisona-Woodbury’ego, macierz P(¢) przyjmuje postac:

P() =Q (1) = [Q(— 1) + L. ¥ ()]

= [P D+ wmele)] (A.15)

= P(1- 1)~ Pt~ ), (1) [+ TLOP( - )%, ()] wTOR( - 1),

Zaleznosci (A.13), (A.14) oraz (A.15) stanowia opis wielowymiarowej wersji rekurencyjnego algo-
rytmu najmniejszych kwadratow.
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Dodatek B
Zawartosé dotaczonej plyty CD

Do pracy zalaczono plyte CD, na ktérej znajduje sie rozprawa doktorska w wersji elektronicznej.
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