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Streszczenie: W niniejszym artykule rozwazony zostal problem
sterowania ~ dwukolowym robotem balansujacym. Celem
zaprezentowanych prac bylo zaprojektowanie systemu sterowania
tego typu obiektem z wykorzystaniem metod nowoczesnej teorii
sterowania. W ramach syntezy, bazujac na wyprowadzonym
w oparciu o zasady dynamiki Newtona modelu, dobrana zostala
struktura  systemu  sterowania ~w  postaci  regulatora
wykorzystujacego sprzgzenie zwrotne od stanu oraz sprz¢zenie
w przéd od zadanej warto$ci predkosci liniowej robota. Dobér
wzmocnien regulatora w sprz¢zeniu od stanu  wykonano
z  wykorzystaniem  technologii  sterowania  optymalnego
z kwadratowym wskaznikiem jako$ci. Ponadto, z uwagi na

niedostateczna jakosé pomiar6w uzywanych
w sterowaniu, opracowano dyskretny filtr Kalmana. Jako$é
opracowanego rozwigzania zostala przetestowana, przede

wszystkim symulacyjnie, w srodowisku Matlab/Simulink. Zawarte
rozwazania agreguja wiedz¢ umozliwiajaca zaprojektowanie
systemu sterowania obiektami tej klasy, co moze by¢ uzyteczne
szczegllnie w réznych aplikacjach inzynierskich.

Stowa kluczowe: LQR, robot balansujacy, system sterowania.

1. WSTEP
Robot balansujacy nalezy do klasy obecnie
powszechnie wykorzystywanych autonomicznych

konstrukcji mobilnych, ktéra obejmuje zaréwno réznego
typu roboty (réwniez humanoidalne) jak i inne pojazdy, np.
[1-6]. Zatem, istotnym jest umozliwienie odpowiednio
kontrolowanego ruchu tego typu urzgdzeniom. W zwigzku
z tym, jako gléwny cel sterowania robotem balansujacym
mozna wskaza¢ jego stabilizacj¢ w wybranym (przewaznie
gbérnym) punkcie réwnowagi (pracy) oraz umozliwienie jego
przemieszczania si¢ z zadang predkoscia liniowa. Realizacja
tego zadania wymaga zastosowania odpowiedniego systemu
sterowania, przy syntezie ktérego uwzgledni¢ nalezy fakt, iz
dynamika robota (jako obiektu sterowania) jest nieliniowa.
Ponadto analizujagc zagadnienie pozycjonowania robota
balansujacego zauwazalnym jest szereg podobienstw do
zadania stabilizacji odwréconego wahadla. Analogie te
pozwalaja na uzycie blizniaczych narzedzi podczas
projektowania  systemu sterowania, ktére obejmuje,
w ogolnosci, dobdr struktury systemu oraz wartos$ci jego
parametréw.

Z uwagi na znaczenie problemu sterowania
odwrdéconym wahadtem, w literaturze znalez¢ mozna szereg
rozwigzan. Poczynajac od klasycznych ukladéw regulacji
z ré6znymi konfiguracjami regulator6w z rodziny PID [7-8],
poprzez bardziej zaawansowane struktury wykorzystujace
np. informacyjne sprz¢zenia zwrotne od stanu [7,9-10] po
ztozone, w tym nieliniowe, algorytmy sterowania [1,7,10-

e-mail: krzysztof.laddach@pg.edu.pl, rafal.langowski @pg.edu.pl

14]. Istotnymi cechami struktur nalezagcych do dwdéch
pierwszych grup (struktur liniowych bazujagcych na
sprzgzeniach zwrotnych od wyj$¢ sterowanych lub od stanu)
sg ich dobra znajomo$¢, powszechno$¢ stosowania
(szczegblnie w odniesieniu do algorytméw typu PID) oraz
fatwo$¢ implementacji sprzetowej (uwzgledniajagca réwniez
rézne ograniczenia wynikajace z np. pracy w czasie
rzeczywistym). Natomiast jako gléwny mankament
postrzegana jest gwarancja jakosci regulacji ograniczona
jedynie do pewnego otoczenia punktu pracy. Z kolei wybér
pomiedzy tymi strukturami wynika z réznych czynnikéw,
z ktérych najbardziej oczywistym jest konieczno$¢ dostgpu
do stanu (lub jego estymaty) w przypadku drugiej grupy.
Z uwagi na przytoczone powyzej cechy, przy uwzglednieniu
celu sterowania i zatozeniu o dostgpie do stanu obiektu,
w  publikacji ~ wybrano  struktur¢ = wykorzystujaca
informacyjne sprz¢zenie zwrotne od stanu oraz sprz¢zenie
w przéd od zadanej wartosci predkosci liniowej robota. Jak
juz wspomniano, drugim obok struktury elementem systemu
sterowania jest sposob doboru wartosci jego parametrow
(dobér nastaw regulatora). W odniesieniu do struktur
wykorzystujacych sprzezenia zwrotne od stanu wskazad
mozna dwa rozpowszechnione podejscia do tego
zagadnienia. Pierwsze bazuje na alokacji biegunéw, tj. takim
doborze wartosci parametréw regulatora, aby zapewni¢
wymagane potozenie biegundéw systemu zamknigtego, np.
[15]. Zatem, wymaga ono przyjecia a priori pozadanej
alokacji. Alternatywne metody opierajg si¢ o rozwigzanie
odpowiedniego  zadania  optymalizacji, np. [16].
W odniesieniu do rozpatrywanego problemu dobre wyniki
daje rozwigzanie zadania optymalizacji z liniowo-
kwadratowa funkcja celu [7,10,16]. W rezultacie uzyskany
regulator liniowo-kwadratowy (ang. linear quadratic
regulator - LQR) charakteryzuje si¢ optymalnymi, z punktu
widzenia przyjetego kryterium, warto§ciami nastaw
(wzmocnien). Ponadto, w pewnym sensie, umozliwia on
uwzglednianie ograniczen na amplitude sygnatu sterujacego,
poprzez odpowiednie ksztattowanie funkcji celu. Wtadnie ta
metodologia zostala uzyta w niniejszym artykule.

Synteza wybranego systemu sterowania wymaga
odpowiedniej wiedzy o obiekcie, typowo reprezentowanej
przez model matematyczny. Positkujac si¢ wspomniang
analogia do odwréconego wahadla wskaza¢é mozna trzy
najbardziej popularne podejscia do modelowania dynamiki
robota balansujacego. Bazuja one na zasadach dynamiki
Newtona, rownaniu Eulera-Lagrange’a lub metodzie Kane’a
[17-18]. W artykule wykorzystano pierwsze z nich, w celu
wyprowadzenia matematycznego modelu (poznawczego)
prognozujacego zachowanie si¢ rzeczywistego robota.
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Nalezy jeszcze rozwazy¢ wspomniang kwesti¢ dostepu
do stanu obiektu. Nieodzownie wigze si¢ ona
z mozliwo$ciami pomiarowymi, istotnych z punktu widzenia
sterowania wielko$ci w danym obiekcie. Innymi stowy, brak
mozliwosci bezposredniego uzyskania wartosci
wymaganych wielko$ci lub niska jako$¢ ich pomiaru
wymagaja mechanizmu, ktéry umozliwi odtworzenie
(estymacje) tych wielkosci, badz ich wtasciwe dostosowanie.
Typowymi urzadzeniami pomiarowymi stosowanymi
w robotach balansujacych sa zyroskopy, akcelerometry
i enkodery. Pierwsze dwa moga si¢ charakteryzowaé
znacznymi szumami pomiarowymi, co moze powodowac, iz
jako$¢ czeSci dostarczanych pomiar6w nie bedzie
satysfakcjonujgca. Rozwigzaniem tego problemu jest
zastosowanie filtréw pomiarowych, np. komplementarnych
[19] lub szeroko rozpowszechnionych — Kalmana [20-21].

Wobec powyzszego, celem niniejszej publikacji jest
przedstawienie syntezy systemu sterowania robotem
balansujagcym. W jej ramach, bazujac na zasadach Newtona
wyprowadzono poznawczy model dynamiki robota, ktdry
postuzyl nastepnie do przygotowania modelu uzytkowego do
celéw sterowania. Struktura systemu sterowania bazuje na
sprzezeniu zwrotnym od stanu, w ktérym wzmocnienia
dobrane zostaly z wykorzystaniem narz¢dzi optymalizacji
oraz na odpowiednio wzmocnionym sprz¢zeniu w przdd.
Przyjeto pomiarowg dostgpnos¢ wymaganych wielkosci,
przy czym z uwagi na niedostateczng jako$¢ czesci z nich,
zaprojektowano  liniowy  dyskretny filtr ~ Kalmana.
Opracowany system sterowania zostal zaimplementowany
i przetestowany w $rodowisku Matlab/Simulink. Ponadto
opracowany algorytm stabilizacji zostal zaimplementowany
w zbudowanym dwukotowym robocie balansujacym
przedstawionym na rysunku 1. Nalezy dodaé, iz obszerny
opis zaprezentowanych rozwazan mozna znalezé w [22].
Zatem, przedstawione rozwazania agreguja wiedze
umozliwiajaca pelne zaprojektowanie systemu sterowania
obiektami rozwazanej klasy, co moze by¢ uzyteczne
szczegblnie w réznych aplikacjach inzynierskich.

Rys. 1. Ilustracja konstrukcji dwukotowego robota balansujacego
2. POZNAWCZY MODEL MATEMATYCZNY

Robot zbudowany jest z nadwozia o masie my oraz
platformy, do ktérej zamocowane sg dwa identyczne kota
i dwa silniki pradu stalego tego samego typu. Naped
przekazywany jest przez przektadni¢ zmniejszajaca predkose
obrotowa o przetozeniu k. Modelujac kazdy z silnikéw
wykorzystano ogdlnie znane podejScie bazujace na
wyodregbnieniu czeéci elektrycznej i mechanicznej. Zatem,
przyjmujac liniowa zalezno$¢ momentu napedowego M,;(t)
od natgezenia pradu twornika oraz biorac pod uwage
zalezno$ci wiazace natezenie pradu ze spadkami napieé na

rezystancji R i indukcyjno$ci L twornika, model opisujacy
dynamike silnika mozna przedstawié jako:

Isa(t) + Moy (t) = Kru(t) — Krkew, (), (1

gdzie: () — pochodna wzgledem czasu zmiennej (v),

s km

I — moment bezwladno$ci watu silnika, K £ =

k,, — stala mechaniczna silnika, k, - stata
elektryczna silnika, M,,(t) — moment obcigZenia
pochodzacy od kota, u(t) — napiecie przyktadane do
zaciskéw silnika, w(t) — predko$¢ katowa walu
silnika, w,,(t) - wzgledna predkos¢ katowa,
wyrazana zaleznoscia:

wy(t) = w(t) —a(t), 2)
gdzie: a(t) — kat odchylenia nadwozia robota od pionu.

Nalezy doda¢, iz w (1) (jak i w dalszej czgsci artykutu)
pomini¢to czlon odpowiadajagcy za moment oporowy
wywolany tarciem w tozyskach silnika, poniewaz jego
warto$¢ jest o kilka rzgdéw wielkos$ci mniejsza od M, (t).
Przyjeto réwniez, ze warto$¢ L jest réwna zeru, co wynika
z faktu, ze czas trwania stanéw przejSciowych, majacych
zrédlo w czgéci elektrycznej, jest pomijalnie maty.
Natomiast, w analizie kazdego z k6t wykorzystano
II prawo Newtona zaréwno dla ruchu postgpowego jak i dla
ruchu obrotowego. Z II prawa dla ruchu obrotowego, przy
zwigzaniu z silnikiem wykorzystujac (1), uzyskano:

T(t) = KgKyu(t) — KgK ke, (6) — £ (2), (3)

gdzie: () — druga pochodna wzgledem czasu zmiennej (),
@(t) — potozenie katowe kota, T(t) — sita tarcia kota

o podtoze, Iy — moment bezwladnosci kota,
r — promien kota, K, £ k/r.
Z 11 prawa Newtona dla ruchu postgpowego otrzymano:
myE(t) = T(t) — Ny (0), 4)

gdzie: my — masa kota i silnika, x(t) — potozenie liniowe
srodka kota wzgledem zewnetrznego, statycznego
uktadu wspétrzednych, N, (t) - sita reakcji
w poziomie pomigdzy kotem a nadwoziem.

Podstawiajac (4) do (3), wykorzystujac zalezno$¢ wiazaca
ruch obrotowy z postegpowym postaci @(t) = x(t)/r oraz
uwzgledniajac oba kota i silniki, przy zatozeniu pomijalnej
réznicy pomiedzy predkosciami kot, uzyskano kofcowy
model wigzacy silniki z kolami oraz opisujacy reakcje kot
1 silnikéw z nadwoziem w postaci:

Ny (t) = 2Kz K, u(t) + 2Kz K, ko () —

2KeKZ ko () — 2 (% + my ) £(2), ©)
Mg, (t) = 2Kgu(t) — 2Kgkow,, (0). (6)
gdzie: Ny(t) - sumaryczna sita reakcji w poziomie

pomiedzy kotami a nadwoziem, Mg, (t) — sumaryczny
moment napedowy.
Warto doda¢, iz zalozenie o tej samej predkosci kot
przeklada si¢ na takie same ich potozenie liniowe, a tym
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samym na liniowe polozenie nadwozia i w konsekwencji
catego robota.
Nadwozie rozwazono jako odwrécone wahadlo, dla

ktérego potozenie $rodka cigzkosci (xy(t), yy(t)) opisuja
zaleznosci:

xy () = x(t) + Lsina(t),

yy(@) =y + lcosa(t), @)

gdzie: y — stata warto$¢ poczatkowego potozenia liniowego
wzgledem  zewngtrznego,  statycznego  uktadu
wspétrzednych, | — odleglos¢ srodka cigzkosci
nadwozia od osi obrotu (waléw silnikow).

Z 11 zasady dynamiki, ruch w osi poziomej mozna opisac
jako:

myiy(t) = Ny(t). (3

Rézniczkujgc dwukrotnie pierwsze rdwnanie (7), a nastepnie
wynik podstawiajac do (8) otrzymano:

Ny(t) = my(E(t) + 1a(t) cosa (t) — La?(t) sin a(t)). (9)
Z 11 zasady dynamiki, ruch obrotowy mozna opisa¢ jako:
Iya(t) = —=Mg(t) — Ny (8) + [Ny, (D), (10)

gdzie: Iy — moment bezwladnosci nadwozia, oraz sktadowe
sit reakcji:

Ny1(t) = Ny (t) cos a(t),

Ny, (t) = Ny (t) sina(t), (11)

gdzie: Ny(t) — sita reakcji w pionie pomigdzy kotami
a nadwoziem, wyznaczana zgodnie z:

myyn () = Ny (t) —myg, 12)
gdzie: g — przyspieszenie ziemskie.

Rézniczkujac dwukrotnie drugie réwnanie z (7), a nastgpnie
wynik podstawiajac do (12) otrzymano:

Ny (t) = my(g — l@(t) sina (£) — ld?(t) cos a(t)). (13)

Wiazac (10) z (2), (6), (9) i (13), z uwzglednieniem
zalezno$ci wiazacej ruch obrotowy z postgpowym oraz
odejmujac stronami (5) i (9) otrzymano poznawczy,
nieliniowy model opisujacy dynamike robota balansujgcego
postaci:

(Iy + myl®)é(t) = myl(g sina(t) — %(t) cosa (t))
+2Kp (K ko (t) — Kpa(t) — u(t)), (14)

(2 + 2m, +my ) £(0) = myl(¢* (O sina(e) -

@(t) cosa () + 2K K, (=K, kox(t) + koa(t) + (15)
u(t)).

3. SYNTEZA SYSTEMU STEROWANIA

Opracowana struktura systemu sterowania bazuje na
sprzezeniu zwrotnym od zmiennych stanu lub ich estymat

oraz sprz¢zeniu w przéd od zadanej wartosci predkosci
liniowej robota. Zostata ona zaprezentowana na rysunku 2.

t » x(t
frey 7 ( )EV Robot O x(t)
—P balansujacy
a(t)
e
£
£ ?zb(t),zg(t)
N
4 akcelerometr
£
enkodery
a <
dat
Fy ¢ x(t)
24(t)
Rys. 2. Schemat struktury systemu sterowania
Synteza wymagata przygotowania odpowiednich

modeli uzytkowych. Do celéw sterowania, bazujac na
modelu poznawczym, wyprowadzono liniowy model
w przestrzeni stanu. Jako zmienne stanu przyjeto:
x() =[a®) a() x@) x()]". Natomiast jako
sygnaly wyjsciowe sterowane: c(t) = [a(t) x(¢)]T. Przy
czym z uwagi na fakt, iz warto§¢ zadana dla a(t) jest
zerowa, co odpowiada stabilizacji robota w gérnym punkcie
rOwnowagi, sprze¢zenie w przéd moze by¢ projektowane
tylko dla x(t). Przektada si¢ to na zmniejszenie rozmiaru
macierzy wyjs¢ sterowanych E. Wyprowadzajac model
zlinearyzowano (14) i (15) w otoczeniu punktu pracy —
gbérnego punktu réwnowagi, w ktérym poszczegdlne jego
wspotrzedne przyjmuja zerowe warto$ci. Nastepnie zapisano
go w przestrzeni stanu. Przy czym podczas obliczania
warto$ci  poszczegdlnych  parametréw  wykorzystano
dostepne dane, szczegéty mozna znalez¢ w [22]:

Ax(t) = AAx(t) + BAu(t), (16)
Ac(t) = EAx(t), 17
Ay(t) = 1Ax(), (18)
[ 0 1 0 0
. 1898 —18,0 0 94489 -
gdzie: A= 0 0 0 1 , B =
|—-56 25 0 -1596,9
0
_59062’5 E=[0 0 1 0], I - macierz
1013,8 |

jednostkowa odpowiedniego rozmiaru, A — operator
réznicy zwykte;j.

Zgodnie z (18) zalozono pomiarowsg dostepnos¢ (y(t) —
wektor wyj$¢ pomiarowych) wszystkich zmiennych stanu.
Jednakze ich pomiary obarczone sg btgdami (rys.2). O ile
btad pomiarowy enkoderéw (z,(t)) jest znikomy i moze
zosta¢ pominigty, o tyle btedy pomiarowe pozostatych
urzadzen juz nie. W zwigzku z tym, w celu eliminacji
zaklocen z,(t), z5(t) (przyjete jako szum bialy) i z,(t)
(tzw. dryft zyroskopu), wykorzystano dyskretny filtr
Kalmana. Estymator ten bazujac na odpowiednim modelu
oraz wykorzystujac dostgpne pomiary (w tym przypadku
a(t)i a(t)) dostarcza estymat pozadanych zmiennych
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(w tym przypadku &(t), @(t)). Zatem, dla potrzeb estymacji
wyprowadzono nastepujacy model uzytkowy:

a(t) = [ (@) — 2,(0))dr. (19)
Nastepnie zatozono, podobnie jak w [21], dynamike
estymaty dryftu Z, (t) jako:
2,(t) = 0. (20)

Model (19) i (20) zostal zdyskretyzowany i zapisany
W przestrzeni stanu:

a(j) 1 ~T,
[zb(j) 0 ”zb(,—n ] 0 on
a() = [1 0][“(’)

gdzie: j £ jT, — dyskretna chwila, Ty — okres prébkowania.
Wymagane przez filtr Kalmana macierze kowariancji,
odpowiednio zmiennych stanu i pomiarowych sg postaci:

0,001
e=",
Nalezy dodaé¢, iz zaprojektowany filtr estymuje jedynie kat
odchylenia. W zwiazku z tym, estymata @(j) obliczana jest
z wykorzystaniem odpowiedniego ilorazu réznicowego.
W zwiazku z tym, iz wykazano sterowalno$¢ modelu
(16) mozliwa byla synteza algorytmu sterowania bazujacego

na sprz¢zeniu zwrotnym od stanu [22]. Zdefiniowano, zatem
nastepujace prawo sterowania:

= [0,03]. (22)

0,003]’ v

Au(t) = FAkyop — FAx(2), (23)

gdzie: F=[F, F, F3 F,] - macierz wzmocnien
w sprzezeniu od stanu, F,. — warto§¢ wzmocnienia
w sprzezeniu w przéd.

Jak juz wspomniano wartosci poszczegdlnych elementéw F
mozna dobra¢ réznymi metodami. W niniejszej pracy,
wykorzystano podejécie bazujace na rozwigzaniu liniowo-
kwadratowego zadania optymalizacji - LQR. Zgodnie z nim
optymalne wartoS§ci F znajdowane s3 w wyniku
minimalizacji, zaleznej od zmiennych stanu oraz sterowan,
odpowiedniej funkcji celu. Efekt ten mozna uzyska¢ poprzez
rozwigzanie algebraicznego réwnania Riccatiego postaci:
A"S + SA—SBN"1BTS + M = 0, (24)

S - rozwigzanie réwnania Riccatiego, N,M -
diagonalne macierze wag, zwigzane odpowiednio ze
zmiennymi stanu i sterowaniami.

gdzie:

Natomiast finalnie, wartosci optymalnych wzmocnien
wyznaczane s3 z nast¢pujacej zaleznosci:
F=M"B’S. (25)
Analiza doboru macierzy wag N i M nie stanowila
przedmiotu badan zawartych w artykule, stad przyjeto
arbitralny ich wybér, zakladajac jedynie najwicksza
istotno$¢ odchylenia katowego. Zatem, sg one postaci:

N = diag(10,1,1,1), M = [1]. 26)

Dla tak okre$lonych macierzy wag, warto$ci F wynosza:

=[-13,05 -1,71 -1,00 —6,32]. 27
Nalezy doda¢, iz w celu umozliwienia stabilizacji
robota w dowolnym potozeniu liniowym warto§¢ Fz w (27)
zostala wyzerowana. Natomiast doboér warto$¢ F. umozliwia
osiggniecie zadanej predkosci liniowej robota. Jej
wyznaczenie odbywa si¢ w stanie ustalonym z uzyciem
ré6znych metod [16]. W pracy, warto$¢ tego wzmocnienia
wyznaczono symulacyjnie i wynosi ono F. = —3,46.
Nalezy doda¢, iz prawo sterowania (23) Z wyznaczonymi
warto$ciami wzmocniefi zaimplementowano w $rodowisku
Matlab. Natomiast w zbudowanym robocie balansujacym
zaimplementowano cz¢$¢ zwigzang ze sprz¢zeniem od stanu
wraz z filtracjg sygnaléw. Zatem, zaimplementowane prawo
sterowania Au,.(t) mozna zapisa¢ jako:

Au, () = —=F[A@(t) Aa(t) Ax(t) Ax@®)]".  (28)

4. WYNIKI

Przyktadowe wyniki badan symulacyjnych, w postaci
trajektorii kata odchylenia nadwozia robota od pionu oraz
jego predkosci liniowej przedstawiono na rysunkach 3 i 4.
Mozna zauwazy¢ (rys. 3) efektywne dzialanie czesdci
systemu sterowania stabilizujgcego robota. Wynika to
z faktu, iz po okoto 1,2 s robot zostaje ustabilizowany
w punkcie pracy z poczatkowego wychylenia wynoszacego
0,3 rad. Warto dodac¢, iz badania pokazaty skutecznos$¢ tego
dziatania dla odchylen robota od osi pionowej do okoto 20°.
Natomiast trajektoria predkosci liniowej (rys. 4) zbiega do
1,1 m/s, co odpowiada osiggnigciu wartos$ci zadanej
predkosci robota.

0.5 1 1.5 2
Czas [s]

Rys. 3. Trajektoria kata odchylenia

(1) [m/s]

0 0.5 1 1.5 2
Czas [s]

Rys. 4. Trajektoria predkosci liniowej robota
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A CONTROL SYSTEM DESIGN FOR TWO-WHEELED BALANCING ROBOT

A two-wheeled balancing robot is one type of structures based on the principle of a mobile inverted pendulum. The
main aim of controlling a balancing robot is to stabilise it at the upper equilibrium point and to enable its movement with the
set speed. In this paper, a synthesis of a balancing robot control system has been given. Within its framework, based on the
model using Newton's laws, a feedforward state-feedback control system structure has been designed. The controller
parameter values have been computed using optimisation tools. More specifically, the linear-quadratic regulator (LQR) has
been designed. Moreover, due to the insufficient quality of measurements used in the control system, a linear discrete
Kalman filter has been developed. The complete control system has been implemented and tested in the Matlab/Simulink
environment.

Keywords: balancing robot, LQR, synthesis of control system.
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