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Streszczenie: Uklady sterujace typu PID sa jednymi z najbardziej
popularnych regulatoréw wykorzystywanych w uktadach regulacji.
W zwiazku z tym znanych jest szereg metod doboru wartosci ich
parametréw (nastaw). Obok réznych metod inzynierskich czy
analitycznych strojenia tego typu regulatoréw, dostepne sg rowniez
podejécia bazujagce na optymalizacji. Wskaznikiem jakoS$ci
znajdujacym w nich zastosowanie jest np. catka z kwadratu uchybu.
W artykule przedstawiono alternatywny sposéb wyznaczania
nastaw regulatora z rodziny PID bazujacy na rozwiazaniu liniowo-
kwadratowego zadania optymalizacji wykorzystujacego kryterium
energetyczne. Uszczegodtawiajac, pokazano mozliwos¢
transformacji optymalnych nastaw regulatora bazujacego na
sprz¢zeniu zwrotnym od stanu obiektu w nastawy regulatora
w klasycznym ukladzie regulacji. Jako aplikacj¢ wykorzystano
nieliniowy  matematyczny model dynamiki  podwdjnego
odwréconego wahadta.

Stowa kluczowe: LQR, PID, strojenie regulatora.
1. WSTEP

Rozwdj teorii sterowania spowodowal wypracowanie
szeregu metod doboru warto§ci parametrow (nastaw)
regulatoréw z rodziny PID [1,2]. Poczawszy od rozwigzan
eksperymentalnych, poprzez analityczne oraz inzynierskie
(oparte o koncepcje np. Zieglera-Nicholsa) wyznaczanie
wartosci parametréw regulatora, po metody bazujace na
rozwigzywaniu zadan optymalizacji. Optymalne
wyznaczanie nastaw moze odbywaé si¢ przy pomocy
réznych metod. Przyktadowo, dla pewnych przypadkéw
transmitancyjnych modeli obiektéw znane sg ogélne wzory
wyznaczane na podstawie tozsamosci Parsevala. Znanym
wskaznikiem jakoSci tego typu jest catka z kwadratu uchybu
regulacji [3]. Alternatywa moze by¢ metoda wykorzystujaca
optymalne wartoSci nastaw (wzmocnien) regulatora
bazujacego na informacyjnym sprz¢zeniu zwrotnym od
stanu obiektu. Uszczegdtawiajac, strojenie regulatora typu
PID opiera si¢ o rozwigzanie liniowo-kwadratowego zadania
optymalizacji. ~ Woéwczas, na bazie odpowiednich
przeksztalcen otrzymuje si¢ rOwnanie macierzowe
Riccatiego, ktérego rozwigzanie pozwala na wyznaczenie
wzmocnien optymalnego regulatora liniowo-kwadratowego
(ang. linear quadratic regulator - LQR) bazujacego na
sprzezeniu zwrotnym od stanu [4].
Nastepnie tak wyznaczone optymalne warto$ci wzmocnien
transformowane s3 w nastawy regulatora w klasycznym
uktadzie regulacji. Tego typu podejscie znalez¢ mozna
w szeregu pozycji literaturowych, przede wszystkim
w odniesieniu do danych aplikacji obiektéw typu SISO (ang.
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single input single output). Przyktadowo, w [5] podejscie to
zastosowano dla uproszczonych modeli transmitancyjnych
w postaci inercji z opdznieniem transportowym, a w [6] dla
potrzeb sterowania silnikiem pradu stalego opisanego
modelem liniowym. Metodologia ta =znalazta réwniez
zastosowanie w niniejszej pracy. Przy czym, w artykule
przedstawiono ogélne rozwazania poparte dowodem,
umozliwiajace uzycie tej techniki dla pewnej klasy obiektéw
typu SIMO (ang. single input multiple output). Natomiast
weryfikacje przeprowadzono z uzyciem dynamicznego,
nieliniowego,  matematycznego modelu  podwdjnego
odwréconego  wahadla. Model ten oraz  czgd¢
zaprezentowanych rozwazan mozna znalez¢ w [7].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W  ogdlnoéci, ze wzgledu na mozliwo$¢ pracy
liniowego algorytmu sterowania w punkcie pracy procesu
cechujacego si¢  nieliniowo$ciami, koniecznym jest
doprowadzenie nieliniowego modelu systemu do postaci
afinicznej. Posta¢ ta jest aproksymacja pola wektorowego
w pewnym otoczeniu punktu P 2 P(x,,u,), wzdtuz ktérego
ukladaja si¢ krzywe catkowe rozpoczynajace  si¢
w przyjetym punkcie poczatkowym. Mozna wskazaé co
najmniej dwa podejScia do budowy modelu afinicznego
[8,9]. Pierwsze oparte o zmienne przyrostowe, polega na

opracowaniu modelu liniowego, wokét punktu P
wyrazonego poprzez macierze: stanu A oraz wejs¢
sterujacych B, a nastgpnie przesunigciu wektoré6w

zmiennych: stanu x(t) i sterujacych u(t) o wektory x, oraz
Uu,, co pozwala na ,sztuczne” przesuni¢cie przestrzeni
stycznej z poczatku uktadu wspoétrzednych do punktu pracy.
Drugie podejécie bazuje na rozwigzaniu zdania
optymalizacji kwadratowe;j. Jezeli P jest punktem zerowym,
to oba ww. podej$cia sa rOwnowazne. W dalszej czeSci
publikacji rozpatrywane jest podejscie oparte o zmienne
przyrostowe. Dodatkowo z uwagi na fakt, iz w kontekscie
stabilizacji obiektu w danym punkcie, ktérego warto$¢ ze
wzgledu na przyjecie postaci uktadu wspdtrzednych jest
réwna zero, do syntezy systemu sterowania rozpatruje si¢
model liniowego, stacjonarnego, deterministycznego
systemu dynamicznego typu SIMO, dalej oznaczanego przez
X.

Og6lny model dynamiki, opisujacy mechaniczng nature
obiektu, moze zosta¢ przedstawiony jako nieliniowe pole
wektorowe, w postaci odwzorowania Wwyrazajacego
réwnania r6zniczkowe drugiego rzedu [8]:
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8(t) = —c(0(),0(1)) 6(t) — g(8(1))

1
+Q(e(),u®)). .
gdzie: (9),() — odpowiednio pierwsza i druga pochodna
wzgledem czasu zmiennej (-), O@(t) - wektor
przemieszczen  katowych,  C(-), g(),Q(-) -
w  og6lnosci, nieliniowe funkcje zalezne
odpowiednio od stanu oraz od stanu i wej$¢.

Ich linearyzacja woké6l punktu pracy (réwnowagi)
Py 2 P@(Qe, Ge,ue), gdzie @, jest warto$cig przemieszczen
katowych w punkcie pracy, a @, domyslng zerowa wartoscia
predkosci w punkcie pracy, pozwala na wyznaczenie
liniowego modelu X aproksymujacego dynamike obiektu
w tym punkcie. Woéwczas, dla rozwazanego systemu,
w kazdej chwili, dane sa nastgpujace sygnaty: x(t) € R",
u(t) € R, ¢(t), ¢er(t) € RY, ktére oznaczajg odpowiednio
wektory: stanu, wejs¢ sterujacych oraz wyjs¢ sterowanych
i ich warto§ci zadanych. Ponadto nalezy zauwazy¢, iz
wymiar przestrzeni stanu systemu 7N jest rOwny
dwukrotnos$ci wymiaru wyj$¢ sterowanych q. Wiedzac, ze
dla rozwazanej klasy obiektéw wektor stanu x(t) jest
zdefiniowany jako:

x(t) 2 [0@) 6], 2

oraz przyjmujgc warunek poczatkowy x(ty,) = x,, system
X mozna opisac jako:

[ ]=0+ [, ]«
Ex(t)

X ()
c(t)

3)

gdzie: A; € R?*", B, € R?*! _ odpowiednio, sktadowe
macierzy stanu A € R™™ i wej$¢ sterujacych
B € R™*, 09%1 _ macierz o zerowych elementach,
E € R — macierz wyj$¢ sterowanych, postaci:

E=[1 09, )
gdzie: I — macierz jednostkowa odpowiedniego wymiaru.
3. SYNTEZA REGULATORA
Zaktadajac sterowalno$§¢ X mozliwa jest synteza

algorytmu sterowania opartego o sprz¢zenie zwrotne od
stanu. Do realizacji tego celu definiuje si¢ prawo sterowania:

u(t) = uref(t) + ux(t)v (5)
gdzie: Uper(t) = KyepCrep (1), uy(t) = —Kx(t).
Sygnat u,(t) (Vt:ux(t) €EX, C ]R) zapewnia stabilno$¢
dynamiki wewng¢trznej systemu. Dobierajac  wartosci

macierzy K € R dokonuje si¢ alokacji biegunéw systemu
zamknigtego sprz¢zeniem od stanu [8]. Wéwczas, dynamika

Macierz K moze zosta¢ dobrana poprzez arbitralne zatozenie
biegunéw lub poprzez rozwigzanie odpowiedniego zadania
optymalizacji. Jak juz wspomniano zadanie takie moze mie¢
posta¢ liniowo-kwadratowa. Wowczas, minimalizowana
funkcja celu J(-) jest skalarnym  funkcjonatem
kwadratowym, zawierajagcym w sobie x(t) i u,(t) oraz
diagonalne macierze wag Q,, € R™" i R, € R postaci [4]:

J(x(©,u () = [; (" (©)Qux(®) + ux (DR u, (D)) dt (7)
W tym przypadku warto$ci K mozna wyznaczy¢ z (8) [4]:
K =R;,'B"P,, ¢))

gdzie: P, jest rozwigzaniem algebraicznego réwnania
Riccatiego: A"P,, + P,A— P,BR;,'B"P,, +Q,, = 0.

Natomiast ~ sygnal ¢ (t) (Vt:uref(t) € Xy, C ]R)

umozliwia nadazanie za stalowartoSciowa trajektorig
referencyjna [2]. Jego realizacja wymaga dobrania macierzy
wzmocnien K,..; € R*4 pozwalajgcej na:

lim; o €(t) = Crep- 9)
Macierz K.y mozna wyznaczy¢ z zalezno$ci (10) [2]:

K., =—(E(A—BK)"'B)™". (10)
Mozna zauwazy¢, iz dziatanie regulatora realizujacego
(5), a w szczeg6lnosci liniowo-kwadratowego, da si¢
poréwnaé z dziataniem szeregu regulatoréw typu PD, ktére
opisuje nastepujace prawo sterowania [1]:
u(t) = kye(t) + kye(t), (11)

gdzie: k, € R, k, € R
wzmocnien cztonu
i rézniczkujacego regulatora PD.

— odpowiednio, wektory
proporcjonalnego

Natomiast Vt:e(t) € X, c R?
regulacji danym jako:

jest wektorem uchybu

e(t) = —c(t) + Cref (0). (12)

Podstawiajac drugie réwnanie z (3) do (12), a nastgpnie
obustronnie rézniczkujac otrzymuje sig¢:
é(t) = —Ex(t) + €,cr(t). (13)

Jezeli c,op(t) jest stalowartosciowa, to uwzgledniajac
powyzsze, (11) mozna zapisaé jako:
u(t) = KpCprep(t) — kpyEx(t) — kyEx(t). (14)

Nastepnie, uwzgledniajac (2) i (4), (14) przyjmuje postaé:

wewngtrzna systemu cechuje si¢ asymptotyczng stabilnoscia, u(t) = kyCrep(t) — [y kalx(t). (15)
ktérej wynikiem jest to, ze warunki poczatkowe zostajg
roztadowane do zera w czasie t — oo, co mozna zapisa¢ Poréwnujgc stronami (14) z (5) otrzymuje sig:
jako:
limt—wo”x(t)”Z = Ov (6) Kref = kp’ (16)
K=1[ky, kq].
gdzie: ||*]|; — oznacza normg euklidesows.
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Powyzsze rozwazania dowodzg, iz mozliwy jest dobor
parametréw regulatora typu PD w oparciu o technologi¢
syntezy regulator6w od stanu. Innymi slowy, w przypadku,
gdy znana jest macierz K, wartosci jej elementéw przenosza
si¢ w nastawy regulatoréw PD. Ponadto warto zauwazy¢, ze
jezeli regulator bazujacy na sprzezeniu od stanu bedzie
optymalny np. LQR, to réwnowazny mu regulator PD,
rowniez bedzie posiadal t¢ cechg. Nalezy doda¢, iz zgodnie
z (16) zachodzi réwniez transformacja odwrotna tzn. znajac
nastawy regulatora PD, mozna je bezpos$rednio przenie$¢ na
regulator operujacy na zmiennych stanu.

4. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA

Matematyczny  model  dynamiki = podwéjnego
odwrdéconego wahadla, w postaci (1), w przestrzeni stanu
zostal szczegbélowo wyprowadzony w [7]. Nalezy w tym
miejscu doda¢, iz praca ta jest publicznie dostgpna
w  Pomorskiej Bibliotece Cyfrowej pod adresem:
http://pbc.gda.pl/dlibra/docmetadata?id=77969.  Nastepnie
model ten zostat przeksztalcony do postaci (3)
umozliwiajacej syntez¢ systemu sterowania. Opracowane
zostaty dwa algorytmy sterowania bazujace odpowiednio na:
sprzgzeniu zwrotnym od stanu (generacja sygnaltu
sterujacego zgodnie z (5)) oraz sprz¢zeniach zwrotnych od
wyj$¢ sterowanych (generacja sygnatu sterujacego zgodnie
z (11)). Ponadto, w celu umozliwienia implementacji
opracowanych rozwigzan na platformie sprzgtowej, co
zostalo zrealizowane w [7], koniecznym byta dyskretyzacja
praw sterowania [10]. Z uwagi na fakt, iz (5) zawiera jedynie
czlony proporcjonalne, jego dyskretna posta¢ jest
nastepujaca:

u(k) = Krefcref(k) —K.X(k), (17)
gdzie: k — dyskretna chwila.

Natomiast implementacja rzeczywistego regulatora
typu PD wymaga wprowadzenia pewnych modyfikacji
w stosunku do jego modelu idealnego (11). Ze wzgledu na
wystgpowanie szumOw Ww torze pomiarowym zmiennej
sterowane;j, konieczne  jest zastosowanie filtru
dolnoprzepustowego, ktory ogranicza wysokie
czgstotliwos$ci zawarte w sygnale, negatywnie wptywajace
na zachowanie si¢ czlonu rézniczkujacego. Do sterowania
wybrano klasyczny, rzeczywisty regulator PD, w strukturze
réwnolegtej.

W dziedzinie zespolonej s, jego rdéwnanie opisujace
zalezno$¢ miedzy sygnatem sterujagcym u(s) a uchybem
e(s) jest postaci [2]:

u(s) = kpe(s) +

k:S e(s), (18)

Tps+1

gdzie: T, — stala czasowa inercji rzeczywistego czlonu
rézniczkujacego.

Warto$¢ T, musi zosta¢ dobrana tak, aby skutecznie
filtrowa¢ wysokie czestotliwodci sygnatu uchybu oraz aby
przesunigcie fazowe powstate wskutek ,.dotozenia” inercji
nie bylo znaczace [2]. Dla tak opisanego, danego regulatora

PD, stosujac transformat¢ Tustina postaci [2]:
2z-1

s = (19)

T Toz+1

gdzie: Ty — okres probkowania,

dokonano transformacji przestrzeni s — z. Nastepnie
podstawiajac  (19) do (18) i przyjmujac oznaczenia:
a, = 2ky, a, 22T, + T, oraz a; 2 T, — 2T, uzyskano
dyskretny model wejscie-wyj$cie postaci:

u(z)(ayz + a3) = e(2) ((a1 + kpaz)z +kyas — al). (20)

Stosujagc  odwrotng transformat¢ Z na réwnaniu (20)
otrzymuje si¢ roOwnanie réznicowe:

aulk + 1) + asu(k) = (a; + kpaz)e(k +1)+

21
(kpa3 — al)e(k), @D

ktére po uporzadkowaniu i przesuni¢ciu prébek stanowi

dyskretna posta¢ (11) dla pojedynczego regulatora PD:

(a1+a2kp)e(k)+(a3kp—de)e(k—l)—a3u(k—1)

az

u(k) = (22)

Wykorzystujac przedstawiong w sekcji 3 metodologig,
dla sprzetowej implementacji dyskretnych praw sterowania,

dobrane  zostaly nastgpujace  warto§ci  parametréw
regulatorow umozliwiajacych stabilizacje podwdjnego

odwréconego wahadla w gérnym potozeniu réwnowagi.
Wzmocnienia regulatora bazujacego na sprzezeniu od stanu
wyznaczono jako:

K =[10,00 -246,21 301,11 (23)
11,35 0,17 25,82],

co po transformacji w nastawy poszczegélnych regulatoréw
PD dato nast¢pujace ich wartosci:

PD;:  ky,, = 10,00, kgy = 11,35,
PDy:  ky, = —24621, kg, = 0,17, 24)
PDs:  ky3 = 301,11, kas = 25,82.

Konieczno$¢ doboru nastaw trzech regulatoréw PD wynika
z faktu, iz stabilizacji podlegaja trzy wielko$ci sterowane
(potozenia elementow sktadowych podwdjnego
odwrdconego wahadta), szczegéty mozna znalez¢ w [7].

Wybrane wyniki symulacyjne zaprezentowano na
rysunkach 1 i 2. Zostaly one uzyskane przy arbitralnym
przyjeciu warunkéw poczatkowych, w otoczeniu punktu
pracy (gérne potozenie rownowagi), w postaci:

x,=[01 01 008 0 0 0] (25)

Warto dodac¢, iz zaprezentowane badania symulacyjne objety
réwniez sytuacje, w ktérej uwzgledniono wptyw zaktécen
zewngtrznych, co miato na celu pokazanie skutecznosci
dziatania obu dobranych struktur systemow sterowania.
Analizujac trajektorie zmiennej stanu xg(t) (rysunek 2)
reprezentujacej predkos$¢ katowa drugiego ramienia wahadta
mozna zauwazy¢, ze réznice miedzy dzialaniem obu
systeméw sterowania maja miejsce jedynie w poczatkowej
fazie pracy systemu. W dalszych chwilach sygnaty te
niemalze si¢ pokrywaja, co wskazuje na praktycznie tozsame
dziatania obu struktur. Potwierdza to pordwnanie
przebiegéw sygnalu sterujagcego widoczne na rysunku 1.
Réznica widoczna jest jedynie w poczatkowej fazie
trajektorii, gdzie nastgpuje gwaltowna zmiana warto$ci
sygnalu  sterujagcego  generowanego przez  strukture¢
z regulatorami PD. Spowodowane jest to istota dzialania
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numerycznego mechanizmu rézniczkowania, polegajacego
na przesuwaniu probek sygnatéw z chwil poprzednich.
Podobnie jak w przypadku przebiegéw zmiennej stanu
x¢(t), po okoto 2 sekundach, sygnaty sterujace zaczynajg si¢
pokrywac.
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Rys. 1. Przebiegi sygnatu sterujacego
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Rys. 2. Przebiegi predkosci katowej drugiego ramienia wahadta

Nalezy doda¢, iz zaprezentowane przebiegi dla systemu
sterowania bazujacego na sprzezeniu od stanu uzyskano dla
arbitralnego doboru macierzy Q,, i R,,, kierujac si¢
specyfika rozpatrywanego systemu. Uszczegélawiajac
zaobserwowano, iz dla rozwazanego obiektu szczegdlne
znaczenie maja zmienne stanu reprezentujace
przemieszczenie liniowe woOzka oraz przemieszczenia
katowe ramion wahadla. Przyjete postgpowanie wynikato
z faktu, iz zagadnienie to wykracza poza tematyke
niniejszego artykulu i samo w sobie stanowi ciekawe
wyzwanie na gruncie teorii sterowania.

5. WNIOSKI KONCOWE

W niniejszym artykule przedstawiono mozliwos¢
transformacji optymalnych nastaw regulatora bazujgcego na
informacyjnym sprz¢zeniu zwrotnym od stanu w nastawy
regulatora w klasycznym uktadzie regulacji, dla pewnej kasy
obiektéw SIMO. Tozsamo$¢ obu struktur zostala wykazana
na etapie projektowym dla systeméw ciaglych. Natomiast
opracowane, dla potrzeb implementacji dyskretne algorytmy
nie zachowuja w pelni tej cechy. Widoczne jest to
w numerycznej weryfikacji zastosowanej metodologii, gdzie
zauwazalny jest poczatkowy brak nagtej zmiany wartosci
sygnatu sterujacego, w strukturze opartej o sprze¢zenie od
stanu, w stosunku do struktury z regulatorami PD. Przy
czym zachowana zostaje zbiezno$¢ sygnatéw generowanych
w systemie zamknigtym do tych predykowanych przez
systemy ciagte.
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PID-TYPE REGULATORS TUNING BY USING STATE-FEEDBACK CONTROL DESIGN

The PID-type regulators are one of the most commonly used in control systems. Therefore, there are many different
methods of selecting values of their parameters. Apart from various engineering or analytical methods of tuning such
controllers, there are also approaches based on optimisation. In the latter case, a typical performance index is integral square
error (ISE). In this paper, an alternative method of PID parameters tuning has been presented. This approach is based on
a solution of the linear-square optimisation task with energy-based performance index. In the result, a state-feedback
controller is obtained. Subsequently, the state-feedback gains are translated into PID regulator parameters. The proposed
approach has been illustrated using a non-linear mathematical model of a double inverted pendulum.

Keywords: control system, controller tuning, LQR, PID.
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