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Do opisu (modelowania) wielu ukła-
dów fi zycznych, mechanicznych wy-
korzystywane są układy dynamiczne 
ciągłe i dyskretne o parametrach sku-
pionych i rozłożonych, stacjonarne i 
niestacjonarne. Szerokie możliwości 
tej teorii, a przede wszystkim teorii 
uogólnionych układów dynamicznych  
pozwalają zastosować je w analizie 
zachowania się geosyntetyków w ko-
lejowych konstrukcjach inżynierskich 
poprzez wykorzystanie specjalnych 
operacji różniczkowych  lub różnico-
wych oraz odpowiedniego kształtu 
endomorfi zmów [13].  Wszystkie te 
zabiegi, co istotne, mają matematycz-
ne uzasadnienie i w związku z tym ich 
zastosowanie jest uprawnione, o czym 
przekonamy się dalej. Geosyntetyki, 
czyli geowłókniny, geotkaniny, geo-

siatki, geomembrany, geowykładzi-
ny itp. są powszechnie stosowane w 
budownictwie, w tym przy budowie, 
modernizacji i remontach linii kolejo-
wych zgodnie z wytycznymi zawarty-
mi między innymi w [17]. Dobrze zbu-
dowana droga szynowa to droga nie 
podlegająca przypadkowym, niekon-
trolowanym odkształceniom. Zwięk-
szenie nośności poszczególnych 
warstw gruntu tworzących budowlę 
ziemną  ma szczególne znaczenie w 
budowie dróg kolejowych.
 Wspólną cechą geotekstyliów, 
geotkanin i geomembran jest brak 
sztywności na zginanie. Ich właściwo-
ści mechaniczne zależą od sposobu 
wykonania, użytych materiałów oraz 
sposobów zakotwienia. Często zasto-
sowane geosyntetyki w budowli  mają 

wielowarstwowe ułożenie (rys. 1).
 Takie wielowarstwowe stosowanie 
geosyntetyków jest korzystne. Świad-
czą o tym badania przeprowadzone 
w aparacie trójosiowego ścinania pró-
bek gruntu (rys. 2).
 W przekroju drogi kolejowej ta wie-
lowarstwowość przedstawiona jest na 
rys. 3. Z powyższego wynika, ze każda 
kolejna warstwa posiada inne warunki 
obciążenia i współpracy. Zilustrowano 
to schematycznie na rys. 4.

Charakter analogowy 

analizowanego problemu

W wielu przypadkach w analizie 
współpracy geosyntetyków z podło-
żem i elementami konstrukcji inży-
nierskiej (np. z podtorzem) możemy 
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wybrane geosyntetyki traktować jako 
membrany sprężyste lub powłoki 
posadowione na różnych rodzajach 
podłoża. np. typu Winklera, Eulera, Pa-
sternaka, Kerra, bowiem modelowanie 
układu rzeczywistego oznacza jego 
idealizację pod kątem uwzględnie-
nia tych cech ośrodka, które wydają 
się najistotniejsze z punktu widzenia 
analizowanego problemu. Zbudowa-
ny model fi zyczny, a następnie mate-
matyczny przedstawiony jest zwykle 
w postaci szczególnych przypadków 
uogólnionych układów dynamicznych 
[13]. W tym szczególnym opisie teoria 
uogólnionych układów dynamicznych 
[13] dopuszcza  wykorzystanie opera-
tora Laplace’a ∆, a dalej z jego pomocą  
operatora d’Alemberta   Podobnie jak 

płyta na podłożu gruntowym (podło-
żu sprężystym) opisywana jest z wyko-
rzystaniem bilaplasjanu [16].
 Analogicznie (w sensie problemów 
różniczkowych) modeluje się układy 
płytowe, czy fundamenty [8], funda-
menty płytowo - palowe [6,15, 18, 21] 
dobierając odpowiednie parametry 
układu z uwzględnieniem parame-
trów podłoża gruntowego [19]. Na 
płytach, na fundamentach płytowo – 
palowych także posadowione są linie 
kolejowe, linie tramwajowe, rurociągi, 
drogi startowe. W tych przypadkach 
także wykorzystuje się geosyntetyki. 
W [4] autorzy wykorzystują w mode-
lowaniu podłoże sprężyste do oceny 
wpływu nierównomiernego osiadania 
dna zbiornika na rozkład sił wewnętrz-

nych w jego dnie. Jest to istotne dla 
określania awaryjności dużych zbiorni-
ków [1]. Takie  koncepcje wykorzystuje 
się przy analizie wzajemnego oddzia-
ływania w układzie pojazd kolejowy 
– tor – podtorze - podłoże gruntowe 
łącznie z  ich eksperymentalną wery-
fi kacją [14], także przez wcześniejsze 
rozpoznanie podłoża gruntowego np. 
z wykorzystaniem sondowania [7] i 
określenie jego parametrów  z wyko-
rzystaniem  metody CPT bez pomiaru 
ciśnienia wody w porach gruntu lub 
metody CPTU z pomiarem ciśnienia 
wody w porach gruntu. Wyniki son-
dowania  mogą być przedstawione 
za pomocą odpowiednich wykresów 
(rys. 5). Na wykresach rejestrowane są: 
opór na stożku sondy q

c
, tarcie na tu-

lei ciernej f
s
, ciśnienie wody w porach 

gruntu u.
 W przypadku linii kolejowych 
wpływ na zachowanie się konstrukcji 
mają drgania, które są wywołane przez 
ruch pociągów i zależą między innymi 
od ich prędkości. Po przekroczeniu 
tzw.  prędkości krytycznej drgania 
toru i podtorza znacznie zwiększają 
się i gwałtownie narastają trwałe od-
kształcenia toru [3]. Decydują o tym 
rozchodzące się drgania (fale), które 
są pewnego rodzaju perturbacjami 
w polu prędkości, przemieszczający-
mi się w ośrodku przyjmując różne 
formy i prędkości. Decydujące są tu 
fale sprężyste. Są to fale mechaniczne, 
które  rozchodzą się w ośrodku spręży-
stym jakim jest podtorze i dalej prze-
chodzą do otoczenia w wyniku dzia-
łania sił związanych z odkształceniami 
objętości i postaci elementów całego 

2. Charakterystyka wyników testu przeprowadzonego w aparacie trójosiowego ścinania dla próbek 

gruntu o różnych zawartościach  geosyntetyku opracowany na podstawie [5] przy σ
3
 = 100 kPa
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3. Przykładowy schemat ułożenia geosyntetyków w przekroju drogi kolejowej [11]

4. Przykładowy schemat obciążeń (obciążeń zastępczych) warstw drogi kolejowej [11]

1. Wielowarstwowe ułożenie geosyntetyków w nasypie
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ośrodka. Obiektami zewnętrznymi 
powodującymi owe odkształcenia 
są przejeżdżające pojazdy szynowe, 
które są źródłami fal, a na ich genero-
wanie ma też wpływ geometria i stan 
toru.
 Rozchodzenie się fal sprężystych 
w podtorzu, w gruncie polega tu na 
wzbudzaniu cząstek ośrodka coraz 
bardziej odległych od źródła fal. Fale 
sprężyste (rys. 6) można  podzielić 
na fale objętościowe rozchodzące 
się w gruncie i powietrzu (hałas) oraz 
fale powierzchniowe rozchodzące się 
wzdłuż powierzchni rozdzielających 
ośrodki o różnych właściwościach, 
w tym fale rozchodzące się na po-
wierzchni gruntu.
 Fale objętościowe podłużne P do-
cierają do rejestratora drgań, do od-
biornika jako pierwsze. Fale te powo-
dują odchylenie drgania w kierunku 
równoległym do kierunku rozchodze-
nia się fal. Powodują ściskanie i rozcią-
ganie ośrodka i rozchodzą się z pręd-
kością c

L
. 

 Fale objętościowe poprzeczne S do-
cierają ze źródła do rejestratora drgań 
po fali P i mają  prędkość c

S
. Prędkość 

fal P i S zależy od wielkości parame-
trów sprężystych ośrodka i wraz ze 
zmianą tych parametrów prędkości 
te mogą różnić się znacznie, a szcze-
gólnie zmiany te mogą być związane 

np. ze wzrostem głębokości w gruncie 
[12].
 Fale powierzchniowe: fale Rayle-
igha R i Love’a L mają długie okresy i 
zmienne amplitudy, przy czym am-
plituda ich drgań maleje wykładniczo 
wraz ze wzrostem głębokości.
 Powierzchniowe fale Rayleigha R, 
których prędkość zależy od ich czę-
stotliwości,  rozchodzą się poziomo 
i wywołują zarówno pionowe, jak i 
poziome, lecz nie często poprzeczne 
ruchy powierzchni gruntu (rys. 6). Przy 
czym pionowe i poziome składowe są 
przeciwne w fazie tak, że ruch cząstek 
jest eliptyczny – odbywa się po elip-
sie zorientowanej pionowo i która jest 
prostopadła do kierunku biegu fali. 
Pod wpływem tych drgań ziarna grun-
tu poruszają się po torach zbliżonych 
do elips, grunt zaś ulega silnemu roz-
luźnieniu. Fale Love’a L rozchodzą się 
również poziomo, przy czym wywołu-
ją poprzeczne, poziome ruchy cząstek 
(rys. 6).
 Z tego wynika, że w wielu przypad-
kach  konieczne jest wzmocnienie 
podtorza, w tym z wykorzystaniem 
geosyntetyków. Porównanie skutecz-
ności niektórych wzmocnień podłoża 
dla linii dużej prędkości przedstawio-
no np. w  [20]. 

Uogólnione układy dynamiczne 

w nieklasycznym rachunku 

operatorów i ich zastosowanie

Uogólnione układy dynamiczne [13] 
pojęciowo związane są z nieklasycz-
nym rachunkiem operatorów, który 
bazuje na trzech liniowych opera-
cjach S, s, T i dwóch przestrzeniach 
liniowych L1, L0,. Zakładamy, że L1�L0, 
S:L1!L0,, T:L0!L1, s:L1!KerS oraz do-
datkowo, że ST = id, TS = id-s. Własno-
ści operacji S, T, s i ich różne reprezen-
tacje można znaleźć w [2, 10, 13]. Co 
istotne: wspomniane operacje mogą 
być defi niowane w dziedzinie ciągłej 
albo dyskretnej i wtedy prowadzą one 
odpowiednio do opisu z wykorzysta-
niem równań różniczkowych, różni-
cowych, bądź ich układów. W związku 
z tym mogą być wykorzystywane do 
opisu i analizy uogólnionych układów 
dynamicznych [13]. Takie podejście 
prowadzi do uogólnionego wzoru 
Taylora postaci

2 2
x sx TsSx T sS x= + + + 

1 1n n n n
T sS x T sS x

− −+ + ,      (1)
gdzie { }1 1:n n n

x L x L Sx L
− −∈ ∈ ∈ . 

Uwaga! W ostatnim wzorze x nie ozna-
cza współrzędnej punktu, lecz ele-
ment dowolnej przestrzeni liniowej Ln 
zdefi niowanej wcześniej. Pokazuje to 
ogólność wzoru (1).

5. Przykładowy wynik badań CPTU w wybranym punkcie (węźle) sondowania [9] 6. Fale P, S, R, L [12]
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 Okazuje się, że do analizy naszego 
problemu należy przyjąć jako opera-
cję S operator Laplace’a

 

2 2 2

2 2 2
x y z

∂ ∂ ∂
∆ = + +

∂ ∂ ∂
 

lub operator d’Alemberta 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1

a t x y z a t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∆ − = + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
�

 
i dobrać do nich operacje T i s.
Uwaga! W przypadku n=2 operator 
Laplace’a redukuje się do postaci 

2 2

2 2
x y

∂ ∂
∆ = +

∂ ∂
, natomiast dla n=1 otrzy-

mujemy tylko operację 
2

2
x

∂

∂
 

i to zmienia równanie różniczkowe 
modelu [11]. W przypadku operacji 
  (n=3) operacje T i s określone są od-
powiednio wzorami

( ){ }
( )

( )
0

0

,
,

,

1

4
T d

Af P t
f P t

d P Pπ
Ω

 !" "
= − Ω# $
" "% &

''' ,(2) 

( ){ }
( )0

1 1

4 ,
,

u
s A

d P P n
u P t

σ
π

  ∂! " #
= −$% & '

∂( )$! *+
,,

( ) ( )0 0

1 1

, ,
Au A

n d P P ad P P

 !∂
− + ⋅" #" #∂ $ %

( )0
,d P Pu

A d
t n

σ
 !∂∂ "# $

⋅ % &' (
∂ ∂) * % "+ ,

            (3)

gdzie: L0 = C1 (Ω×<0,∞)), L1 = C3 

(Ω×<0,∞)), operacja A jest podstawie-

niem za t wartości t - (d (P,P
0
)/a) i a ≠ 

0 jest stałą charakteryzującą układ za-

stępczy 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0 0
,d P P x x y y z z= − + − + − ,

n

∂

∂
  oznacza pochodną normalną, σ  

jest brzegiem zbioru Ω.

 W każdej z opisywanych  sytuacji 

w modelowaniu matematycznym 

występuje równanie różniczkowe 

cząstkowe  u=f(x, y, z, t). W naszym 

przypadku opisuje ono układ zastęp-

czy, w którym stała a charakteryzuje 

odpowiednio podłoże (podbudowę) 

z geosyntetykami, natomiast f(x, y, z, 

t) charakteryzuje ciągłe obciążenie 

zastępcze. Wielkości te, muszą być 

wyznaczone empirycznie [7, 14, 17], w 

tym laboratoryjnie z wykorzystaniem 

aparatu trójosiowego lub aproksymo-

wane przez parametry elementów 

składowych układu (rys. 3 i 4), które 

w modelu mogą być traktowane jako 

połączone szeregowo lub równolegle 

i mogą tworzyć zastępczy układ dyna-

miczny [13].

 Oczywiście x, y, z są współrzędny-

mi punktu P є Ω w chwili t, a u jest 

funkcją odpowiedniej klasy w zbiorze 

Ω×<0,∞) i oznacza ugięcie (przemiesz-

czenie, zmianę  położenia punktów P). 

W naszym modelu wystarczy, że Ω jest 

graniastosłupem lub szczególności 

prostopadłościanem o odpowiednich 

wymiarach. Korzystając ze wzorów (1), 

(2), (3) możemy zapisać

( ) ( )

( )0

, , , ,

1 1

4 ,

u x y z t u P t

u
A

d P P nσπ

= =

 ! ∂" # $
= −%& ' (

∂) *%" +,
--

( ) ( )0 0

1 1

, ,
Au A

n d P P ad P P

 !∂!
− + ⋅" ## " #∂$ % $

( )0
,d P Pu

A d
t n

σ
 !∂∂ "# $

⋅ +% &' (
∂ ∂) * % "+ ,

( )
( )

0

0

,1

4 ,

Af P t
d

d P tπ
Ω

 !" "
+ − Ω# $
" "% &

'''         (4)

czyli określić wartości funkcji u w leżą-

cym wewnątrz obszaru Ω punkcie P w 

chwili t.

 Ze wzoru (4) wynika, że jeżeli u
1
 jest 

odpowiedzią układu swobodnego 

u = 0, tzn. jest falą sferyczną, natomiast 

u
2
 jest odpowiedzią układu nieswo-

bodnego z wymuszeniem (obciąże-

niem) f(x,y,z,t), to odpowiedź u tego 

układu można przedstawić w postaci 

u=u
1
+u

2
. Jeżeli obciążenie zastępcze f 

єKern, to zgodnie ze wzorem (1) może-

my zapisać:

( ) 2 2 1 1
,

n n
u P t su Tsf T s f T s f

− −= + + + + ,

gdzie T i s są określone odpowiednio 

wzorami (2) i (3).

 Jak pokazano w [11] zmiana położe-

nia punktów analizowanego podłoża, 

a w tym punktów z geosyntetyków  

może być szacowana przez fale sfe-

ryczne (funkcje sferyczne). 

Uwaga! Wykorzystane układy dy-

namiczne można analizować też w 

przestrzeni wyników [13], która jest 

bogatsza w elementy niż przestrzeń 

wyjściowa.

 Własności rozwiązań (4) [11] upraw-

niają do wykorzystania przedsta-

wionych opisów matematycznych 

do modelowania zmian położenia 

punktów analizowanego obszaru Ω, 

a w szczególności interesujących nas 

punktów (x, y, g(x, y)) geosyntetyków, 

gdzie z = g(x, y) jest równaniem po-

wierzchni geosyntetyku, a (x, y) należą 

do zbioru D �R2, który jest rzutem Ω 

na płaszczyznę XOY układu współ-

rzędnych i punktów leżących  w war-

stwach położonych dostatecznie bli-

sko powierzchni geosyntetyku.

 W celu przeprowadzenia identyfi -

kacji modelu trzeba przeprowadzić 

badania eksperymentalne wykorzy-

stując eksperyment czynny, bierny lub 

mieszany i przeprowadzić walidację 

modelu.

Dyskretyzacja problemu i układ 

dynamiczny dyskretny

Niech 
; ; ;x i x y j y z k z t l t= ∆ = ∆ = ∆ = ∆    

gdzie ∆x, ∆y, ∆z, ∆t są odpowiednio 

przyrostami  zmiennych x, y, z, t

oraz 
( ), , , , , ,

, , , ,i j k l i j k lu u i x j y k z l t f= ∆ ∆ ∆ ∆ =
 

( ), , ,u i x j y k z l t= ∆ ∆ ∆ ∆  

Zastępując pochodne cząstkowe ich 

ilorazami różnicowymi i wprowadza-

jąc w przestrzeni czterowskaźniko-

wych sygnałów dyskretnych operacje 

1 , , , 1, , ,i j k l i j k lS u u +=   

2 , , , , 1, ,i j k l i j k lS u u +=   

3 , , , , , 1,i j k l i j k lS u u +=  

4 , , , , , , 1i j k l i j k lS u u +=

albo

1 , , , 1, , , , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , 1, , , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , , 1, , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

1 , , , , , , 1 , , ,i j k l i j k l i j k lS u u u+= −  

możemy analizowane układy dyna-

miczne ciągłe zastąpić dyskretnymi 

układami dynamicznymi o parame-

trach rozłożonych, które można wy-

korzystać do badania w dziedzinie 

czterowskaźnikowych sygnałów dys-

kretnych lub do numerycznego wy-

znaczania ich odpowiedzi.

Podsumowanie

Przedstawiono metodę analizy pro-

blemu z wykorzystaniem nieklasycz-

nego rachunku operatorów i uogól-
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nionych układów dynamicznych.

 Ogólnie przyjęty aparat matema-

tyczny pokazuje szerokie możliwości 

tworzenia jednolitych opisów proble-

mów inżynierskich w różnych dziedzi-

nach: ciągłej i dyskretnej.

 Wykorzystując wzór (4) można pro-

wadzić analizę ilościową i jakościową 

problemu, po przeprowadzeniu iden-

tyfi kacji, kalibracji i walidacji modelu, 

najlepiej z wykorzystaniem badań in 

situ w celu określenia parametrów 

układu zastępczego.

 Wielkości u(x, y, z, t) można wyzna-

czać numerycznie, a także z wykorzy-

staniem metod hybrydowych na ba-

zie wzoru (4) lub wykorzystując układy 

dynamiczne dyskretne o parametrach 

rozłożonych przybliżające dany układ 

dynamiczny ciągły.

 Otrzymane zależności   można wy-

korzystywać do badań symulacyjnych 

i eksperymentalnych.

 Wspomniane modele analogowe 

można wykorzystywać do określania 

awaryjności, niezawodności syste-

mów transportowych, ich elementów 

oraz wykorzystać do planowania ich 

napraw bieżących i głównych.

 Analizę problemu dodatkowo kom-

plikuje wzajemne oddziaływanie po-

szczególnych elementów konstrukcji, 

przykładowo nawierzchni kolejowej, 

podtorza z geosyntetykami i podłoża 

gruntowego.  Wyjściem z tej sytuacji 

jest wykorzystanie układów analogo-

wych i zastępczych. 
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