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Streszczenie: W analizie wspoétpracy geosyntetykdw z elementami konstrukgji inzynierskiej mozemy je traktowac jako membrany sprezyste
lub powtoki posadowione na réznych rodzajach podtoza. Modelowanie uktadu rzeczywistego oznacza jego idealizacje pod katem uwzgled-
nienia tych cech osrodka i jego elementodw, ktére wydaja sie najistotniejsze z punktu widzenia analizowanego problemu. Zbudowany zosta-
nie model fizyczny, a nastepnie matematyczny przedstawiony w postaci uogélinionego uktadu dynamicznego. W tym opisie wykorzystuje
sie rézne operatory. Prowadzg one do ukfadéw ciggtych o parametrach roztozonych. Rozpoczynajac od opisu z wykorzystaniem uktadéw
dynamicznych ciggtych mozna przejs¢ do uktadow dynamicznych dyskretnych. Pozwala na to teoria uogdinionych uktadéw dynamicznych,
poprzez wykorzystanie innych operatoréw. Takie podejscie umozliwia prowadzenie analizy problemu z wykorzystaniem sygnatéw ciggtych
i dyskretnych. Otrzymane wyniki pozwalaja tez wyznacza¢ odpowiedzi analizowanych uktadéw metodami analitycznymi, numerycznymi
lub hybrydowymi.

Stowa kluczowe: Geosyntetyki; Uktady dynamiczne; Nieklasyczny rachunek operatoréw

Abstract: While interacting with the elements of the engineering structures, geosynthetics can be treated as elastic membranes or shells
placed on different types of foundation. Modeling of the real system takes into account the most important properties of the system and
its elements. We will develop a physical and mathematical model in a form of generalized dynamic system. The mathematical description
will use different operators leading to a continuous distributed system. The modeling will be further modified by development of discrete
dynamic systems, which is enabled by the theory of generalized dynamic systems. This approach allows for the analysis of the problem with
continuous and discrete signals. The results will show the response of the analyzed systems with analytic, numerical or hybrid methods.

Keywords: Geosynthetics; Dynamic systems; Non-classical operational calculus

Do opisu (modelowania) wielu ukfa-
dow fizycznych, mechanicznych wy-
korzystywane s uktady dynamiczne
ciggte i dyskretne o parametrach sku-
pionych i roztozonych, stacjonarne i
niestacjonarne. Szerokie mMozliwosci
tej teorii, a przede wszystkim teorii
uogodlnionych uktadow dynamicznych
pozwalajg zastosowac je w analizie
zachowania sie geosyntetykdw w ko-
lejowych konstrukcjach inzynierskich
poprzez wykorzystanie specjalnych
operacji rézniczkowych lub réznico-
wych oraz odpowiedniego ksztattu
endomorfizméw [13].  Wszystkie te
zabiegi, co istotne, majg matematycz-
ne uzasadnienie i w zwiazku z tym ich
zastosowanie jest uprawnione, 0 czym
przekonamy sie dalej. Geosyntetyki,
czyli geowtdkniny, geotkaniny, geo-
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siatki, geomembrany, geowyktadzi-
ny itp. sg powszechnie stosowane w
budownictwie, w tym przy budowie,
modernizacji i remontach linii kolejo-
wych zgodnie z wytycznymi zawarty-
mi miedzy innymi w [17]. Dobrze zbu-
dowana droga szynowa to droga nie
podlegajaca przypadkowym, niekon-
trolowanym odksztatceniom. Zwiek-
szenie  nosnosci  poszczegdlnych
warstw gruntu tworzacych budowle
ziemmng ma szczegolne znaczenie w
budowie drég kolejowych.

Wspdlng cechg  geotekstylidw,
geotkanin i geomembran jest brak
sztywnosci na zginanie. Ich wiasciwo-
$ci mechaniczne zaleza od sposobu
wykonania, uzytych materiatéw oraz
sposobodw zakotwienia. Czesto zasto-
sowane geosyntetyki w budowli maja

wielowarstwowe utozenie (rys. 1).

Takie wielowarstwowe stosowanie
geosyntetykow jest korzystne. Swiad-
Cza o tym badania przeprowadzone
w aparacie trojosiowego scinania pro-
bek gruntu (rys. 2).

W przekroju drogi kolejowej ta wie-
lowarstwowos¢ przedstawiona jest na
rys. 3. Z powyzszego wynika, ze kazda
kolejna warstwa posiada inne warunki
obcigzenia i wspotpracy. Zilustrowano
to schematycznie na rys. 4.

Charakter analogowy
analizowanego problemu

W wielu przypadkach w analizie
wspotpracy geosyntetykéw z podto-
zem i elementami konstrukgji inzy-
nierskiej (np. z podtorzem) mozemy
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1. Wielowarstwowe utoZenie geosyntetykow w nasypie
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3. Przyktadowy schemat utozenia geosyntetykow w przekroju drogi kolejowej [11]
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4. Przyktadowy schemat obciqzen (obcigzeri zastepczych) warstw drogi kolejowej [11]

wybrane geosyntetyki traktowac jako
membrany sprezyste lub powtoki
posadowione na roznych rodzajach
podtoza. np. typu Winklera, Eulera, Pa-
sternaka, Kerra, bowiem modelowanie
uktadu rzeczywistego oznacza jego
idealizacje pod katem uwzglednie-
nia tych cech osrodka, ktore wydaja
sie najistotniejsze z punktu widzenia
analizowanego problemu. Zbudowa-
ny model fizyczny, a nastepnie mate-
matyczny przedstawiony jest zwykle
w postaci szczegolnych przypadkow
uogodlnionych uktadow dynamicznych
[13]. W tym szczegdlnym opisie teoria
uogodlnionych uktadow dynamicznych
[13] dopuszcza wykorzystanie opera-
tora Laplace’'a A, a dalej zjego pomoca
operatora d’Alemberta [] Podobnie jak

ptyta na podfozu gruntowym (podto-
ZU sprezystym) opisywana jest z wyko-
rzystaniem bilaplasjanu [16].
Analogicznie (w sensie problemow
rozniczkowych) modeluje sie ukfady
ptytowe, czy fundamenty [8], funda-
menty ptytowo - palowe [6,15, 18, 21]
dobierajac  odpowiednie parametry
uktadu z uwzglednieniem parame-
trow podfoza gruntowego [19]. Na
ptytach, na fundamentach ptytowo —
palowych takze posadowione s3 linie
kolejowe, linie tramwajowe, rurociagi,
drogi startowe. W tych przypadkach
takze wykorzystuje sie geosyntetyki.
W [4] autorzy wykorzystuja w mode-
lowaniu podfoze sprezyste do oceny
wplywu nierdbwnomiernego osiadania
dna zbiornika na rozkfad sit wewnetrz-

ﬁrzeglqd komunikacyjny
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2. Charakterystyka wynikow testu przeprowadzonego w aparacie tréjosiowego scinania dla prébek
gruntu o rézZnych zawartosciach geosyntetyku opracowany na podstawie [5] przy o, = 100 kPa

nych w jego dnie. Jest to istotne dla
okreslania awaryjnosci duzych zbiorni-
kéw [1]. Takie koncepcje wykorzystuje
sie przy analizie wzajemnego oddzia-
tywania w uktadzie pojazd kolejowy
— tor — podtorze - podtoze gruntowe
tacznie z ich eksperymentalng wery-
fikacjg [14], takze przez wczesniejsze
rozpoznanie podtoza gruntowego np.
z wykorzystaniem sondowania [7] i
okreslenie jego parametrow z wyko-
rzystaniem metody CPT bez pomiaru
cisnienia wody w porach gruntu lub
metody CPTU z pomiarem cisnienia
wody w porach gruntu. Wyniki son-
dowania mogg byc¢ przedstawione
za pomocg odpowiednich wykresow
(rys. 5). Na wykresach rejestrowane sa:
opdr na stozku sondy g, tarcie na tu-
lei ciernej f, cisnienie wody w porach
gruntu u.

W przypadku linii  kolejowych
wptyw na zachowanie sie konstrukcji
majg drgania, ktore sg wywotane przez
ruch pociggow i zalezg miedzy innymi
od ich predkosci. Po przekroczeniu
tzw.  predkosci krytycznej drgania
toru i podtorza znacznie zwiekszaja
sie i gwattownie narastajg trwate od-
ksztatcenia toru [3]. Decydujg o tym
rozchodzace sie drgania (fale), ktére
sg pewnego rodzaju perturbacjami
w polu predkosci, przemieszczajacy-
mi sie w osrodku przyjmujac rézne
formy i predkosci. Decydujgce s3 tu
fale sprezyste. Sg to fale mechaniczne,
ktére rozchodza sie w osrodku sprezy-
stym jakim jest podtorze i dalej prze-
chodzag do otoczenia w wyniku dzia-
tania sit zwigzanych z odksztatceniami
objetosci i postaci elementéw catego
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5. Przyktadowy wynik badari CPTU w wybranym punkcie (weZle) sondowania [9]

osrodka. Obiektami  zewnetrznymi
powodujacymi  owe odksztatcenia
sq przejezdzajace pojazdy szynowe,
ktore sg Zrodtami fal, a na ich genero-
wanie ma tez wptyw geometria i stan
toru.

Rozchodzenie sie fal sprezystych
w podtorzu, w gruncie polega tu na
wzbudzaniu czastek osrodka coraz
bardziej odlegtych od Zrédta fal. Fale
sprezyste (rys. 6) mozna podzieli¢
na fale objetosciowe rozchodzace
sie w gruncie i powietrzu (hatas) oraz
fale powierzchniowe rozchodzace sie
wzdtuz powierzchni rozdzielajacych
osrodki o réznych wiasciwosciach,
w tym fale rozchodzace sie na po-
wierzchni gruntu.

Fale objetosciowe podtuzne P do-
cierajg do rejestratora drgan, do od-
biornika jako pierwsze. Fale te powo-
duja odchylenie drgania w kierunku
rownolegtym do kierunku rozchodze-
nia sie fal. Powodujg $ciskanie i rozcia-
ganie osrodka i rozchodzg sie z pred-
koscig ¢,.

Fale objetosciowe poprzeczne S do-
cierajg ze Zrédta do rejestratora drgan
po fali P i majg predkosc c.. Predkosc¢
fal P i S zalezy od wielkosci parame-
trow sprezystych osrodka i wraz ze
zmiang tych parametrow predkosci
te moga réznic sie znacznie, a szcze-
golnie zmiany te moga by¢ zwigzane
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np. ze wzrostem gtebokosci w gruncie
[12].

Fale powierzchniowe: fale Rayle-
igha R i Love'a L maja dtugie okresy i
zmienne amplitudy, przy czym am-
plituda ich drgan maleje wykfadniczo
wraz ze wzrostem gtebokosci.

Powierzchniowe fale Rayleigha R,
ktérych predkosc zalezy od ich cze-
stotliwosci, rozchodzg sie poziomo
i wywotujg zaréwno pionowe, jak i
poziome, lecz nie czesto poprzeczne
ruchy powierzchni gruntu (rys. 6). Przy
czym pionowe i poziome sktadowe sg
przeciwne w fazie tak, ze ruch czastek
jest eliptyczny — odbywa sie po elip-
sie zorientowanej pionowo i ktora jest
prostopadta do kierunku biegu fali.
Pod wptywem tych drgan ziarna grun-
tu poruszaja sie po torach zblizonych
do elips, grunt zas$ ulega silnemu roz-
luZnieniu. Fale Love'a L rozchodzg sie
rowniez poziomo, przy czym wywotu-
ja poprzeczne, poziome ruchy czastek
(rys. 6).

Z tego wynika, ze w wielu przypad-
kach  konieczne jest wzmocnienie
podtorza, w tym z wykorzystaniem
geosyntetykow. Porownanie skutecz-
nosci niektorych wzmocnien podfoza
dla linii duzej predkosci przedstawio-
nonp.w [20].

6.FaleR S, R L[12]

Uogélnione ukfady dynamiczne
w nieklasycznym rachunku
operatoréw i ich zastosowanie

Uogodlnione uktady dynamiczne [13]
pojeciowo zwigzane s3 z nieklasycz-
nym rachunkiem operatoréw, ktory
bazuje na trzech liniowych opera-
Cjach S, s, T i dwdch przestrzeniach
liniowych L', L°. Zaktadamy, ze L'cL’,
SL'=L°, TP, siLl'=>KerS oraz do-
datkowo, ze ST =id, TS = id-s. Wasno-
$ci operacji S, T, s iich rézne reprezen-
tacje mozna znalez¢ w [2, 10, 13]. Co
istotne: wspomniane operacje mogg
by¢ definiowane w dziedzinie ciggtej
albo dyskretnej i wtedy prowadzg one
odpowiednio do opisu z wykorzysta-
niem réwnan rézniczkowych, rézni-
cowych, bad7 ich uktadéw. W zwigzku
7 tym mogga byc¢ wykorzystywane do
opisu i analizy uogoélnionych uktadéw
dynamicznych [13]. Takie podejscie
prowadzi do uogodlnionego wzoru
Taylora postaci
x=sx+TsSx+T’sS’x+...

TS+ T S x

. ()
gdzie xe L' {xe L™ :Sxe L"’l} .

Uwagal W ostatnim wzorze x nie ozna-
cza wspotrzednej punktu, lecz ele-
ment dowolnej przestrzeni liniowej L"
zdefiniowanej wczesniej. Pokazuje to
0goInosc¢ wzoru (1).
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Okazuje sie, ze do analizy naszego
problemu nalezy przyjac¢ jako opera-
cje S operator Laplace’a

az az az
=—t—+—
ox* 9y’ 97
lub operator dAlemberta
19> o 9 o

a® or?

10
? 5 3 d’ o
i dobrac¢ do nich operacje T i s.
Uwaga! W przypadku n=2 operator
Laplace'a redukuje sie do postaci

U=A

9’ 82
=30 9 natomiast dla n=1 otrzy—
mujemy  tylko  operacje —

i to zmienia réwnanie rézniczkowe **
modelu [11]. W przypadku operadji
[ (n=3) operacje T i s okreslone sg od-
powiednio wzorami

}I )

el 14
o=l ()

—Aui ! + ! A
on\d(P,R)) ad(P,R)

_(a_ujad(mz) .

a) on (3)
gdzie: [° = C (Ox<0,0)), L' = C
((1x<0,00)), operacja A jest podstawie-
niem za t wartosci t - (d (PP)/a) i a #

0 jest stafg charakteryzujaca ukfad za-
stepczy

d(P.R)=\(x=x) +(y=y,) +(z=2,)""

9 oznacza pochodng normalng, ©

8"jest brzegiem zbioru Q).

W kazdej z opisywanych sytuacji
w modelowaniu  matematycznym
wystepuje  rownanie  rézniczkowe
czastkowe [u=flx, y, z t). W naszym
przypadku opisuje ono ukfad zastep-
czy, w ktorym stata a charakteryzuje
odpowiednio podtoze (podbudowe)
7 geosyntetykami, natomiast f(x, y, z
t) charakteryzuje ciggte obcigzenie
zastepcze. Wielkosci te, muszg by¢
wyznaczone empirycznie [7, 14,171, w
tym laboratoryjnie z wykorzystaniem
aparatu tréjosiowego lub aproksymo-
wane przez parametry elementéw
sktadowych uktadu (rys. 3 i 4), ktore
w modelu moga by¢ traktowane jako
potgczone szeregowo lub réwnolegle

i moga tworzy¢ zastepczy uktad dyna-
miczny [13].

Oczywiscie x, y, z sg wspotrzedny-
mi punktu P € Q w chwili t, a u jest
funkcja odpowiedniej klasy w zbiorze
(Ox<0,e0) i 0ZNacza ugiecie (przemiesz-
czenie, zmiane potozenia punktéw P).
W naszym modelu wystarczy, ze Q) jest
graniastostupem lub  szczegdlnosci
prostopadtoscianem o odpowiednich
wymiarach. Korzystajac ze wzoréw (1),
(2), (3) mozemy zapisac

u(x, v, z,t) = u(P,t) =

el

_Aui( ! j L
on\d(P.R)) ad(P.F)

A[a_u)_ad<ﬂ%>}a}+

ot on
L Af (Root)

o e
czyli okresli¢ wartosci funkcji u w leza-
cym wewnatrz obszaru Q) punkcie P w
chwili t.

Ze wzoru (4) wynika, ze jezeli u, jest
odpowiedzig uktadu swobodnego
u=0,1zn.jest falg sferyczng, natomiast
u, jest odpowiedzig uktadu nieswo-
bodnego z wymuszeniem (obcigze-
niem) f(xy,z1), to odpowiedZ u tego
uktadu mozna przedstawi¢ w postaci
u=u,+u,. Jezeli obcigzenie zastepcze f
€Ker", to zgodnie ze wzorem (1) moze-
my zapisac:
u(Pt)=su+Tsf +T°s’f+..+T"'s"'
gdzie T i s sg okreslone odpowiednio
wzorami (2) i (3).

Jak pokazano w [11] zmiana potoze-

nia punktow analizowanego podfoza,
a w tym punktéw z geosyntetykdw
moze by¢ szacowana przez fale sfe-
ryczne (funkgcje sferyczne).
Uwaga!l Wykorzystane ukfady dy-
namiczne mozna analizowac tez w
przestrzeni wynikéw [13], ktéra jest
bogatsza w elementy niz przestrzen
wyjsciowa.

Wiasnosci rozwigzan (4) [11] upraw-
niajg do wykorzystania przedsta-
wionych opiséw matematycznych

do modelowania zmian potozenia
punktéw analizowanego obszaru Q,

d(P,PR)

ﬁrzeglqd komunikacyjny

a w szczegdlnosci interesujacych nas
punktow (x, y, g(x, y)) geosyntetykdw,
gdzie z = glx, y) jest rbwnaniem po-
wierzchni geosyntetyku, a (x, y) nalezg
do zbioru D CR?, ktory jest rzutem Q
na ptaszczyzne XOY uktadu wspot-
rzednych i punktow lezgcych w war-
stwach potozonych dostatecznie bli-
sko powierzchni geosyntetyku.

W celu przeprowadzenia identyfi-
kacji modelu trzeba przeprowadzi¢
badania eksperymentalne wykorzy-
stujgc eksperyment czynny, bierny lub
mieszany i przeprowadzi¢ walidacje
modelu.

Dyskretyzacja problemu i uktad
dynamiczny dyskretny

Niech
x=iAx;y = jAy;z=kAz;t = 1At
gdzie Ax, Ay, Az, At s odpowiednio
przyrostami zmiennych x, y, z, t
oraz
Ui jri :u(iAx, jAy7kAZ’lAt)’fi.j,k¢/ =

=u(iAx, jAy,kAz,lAt)

Zastepujagc pochodne czastkowe ich
ilorazami réznicowymi i wprowadza-
jac w przestrzeni czterowskazniko-
wych sygnatow dyskretnych operacje

Sl”:,kz Uiy ok
Solly iy = Uik

Szuiﬁ/,k,l =U; ke

S4ui,j‘k.1 =U ks
albo
Su;. Gkd T Wi ks T Wik
Su,; dkd = Wi kg T Wik
Su;. Gkd T Wik T Wik
Sy, =u, —u

ikl i,j.k,1+1 ij.k,l

mozemy analizowane ukfady dyna-
miczne ciggte zastapi¢ dyskretnymi
uktadami dynamicznymi o parame-
trach roztozonych, ktére mozna wy-
korzysta¢ do badania w dziedzinie
czterowskaznikowych sygnatow dys-
kretnych lub do numerycznego wy-
znaczania ich odpowiedzi.

Podsumowanie
Przedstawiono metode analizy pro-

blemu z wykorzystaniem nieklasycz-
nego rachunku operatoréw i uogol-
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nionych uktadéw dynamicznych.

Ogdlnie przyjety aparat matema-
tyczny pokazuje szerokie mozliwosci
tworzenia jednolitych opisoéw proble-
mow inzynierskich w réznych dziedzi-
nach: ciggtej i dyskretne).

Wykorzystujac wzor (4) mozna pro-
wadzi¢ analize ilosciowa i jakosciowa
problemu, po przeprowadzeniu iden-
tyfikacji, kalibracji i walidacji modelu,
najlepiej z wykorzystaniem badan in
situ w celu okreslenia parametrow
uktadu zastepczego.

Wielkosci u(x, y, z t) mozna wyzna-
cza¢ numerycznie, a takze z wykorzy-
staniem metod hybrydowych na ba-
zie wzoru (4) lub wykorzystujac uktady
dynamiczne dyskretne o parametrach
roztozonych przyblizajace dany ukfad
dynamiczny ciagty.

Otrzymane zaleznosci mozna wy-
korzystywac do badan symulacyjnych
i eksperymentalnych.

Wspomniane modele analogowe
mozna wykorzystywac¢ do okreslania
awaryjnosci, niezawodnosci  syste-
mow transportowych, ich elementéw
oraz wykorzysta¢ do planowania ich
napraw biezacych i gtéwnych.

Analize problemu dodatkowo kom-
plikuje wzajemne oddziatywanie po-
szczegolnych elementow konstrukdji,
przyktadowo nawierzchni kolejowej,
podtorza z geosyntetykami i podtoza
gruntowego. Wyjsciem z tej sytuacji
jest wykorzystanie uktadow analogo-
wych i zastepczych. <
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