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Streszczenie 
 

W pracy analizowany jest problem optymalizującego zintegrowanego 
sterowania ilością i jakością w systemach dystrybucji wody. Proponowane 
decyzje i sterowania powinny zapewniać optymalizację przyjętego wskaź-
nika jakości, przy spełnieniu ograniczeń właściwych tej klasie systemów. 
Ostatecznie do rozwiązania złożonych zadań optymalizacji dynamicznej 
zaproponowane zostało podejście hybrydowe, wspomagające predykcyjne 
algorytmy sterowania i wykorzystujące zalety analizowanych w pracy 
algorytmów: algorytmu bazującego na metodzie podziałów i ograniczeń 
oraz algorytmów genetycznych. 
 
Słowa kluczowe: systemy dystrybucji wody, zintegrowane sterowanie 
ilością i jakością, sterowanie optymalne, hierarchiczna struktura sterowa-
nia, sterowanie predykcyjne, algorytmy genetyczne, programowanie 
całkowitoliczbowe. 
 
Hybrid optimization algorithm for control  
of water distribution systems 

 
Abstract 

 
In this paper an approach to optimizing integrated control of quantity and 
quality in water distribution systems is presented. The optimizing  
integrated control meets consumer demand for drinking-quality water and 
maintains constraints while minimizing the operating costs. In predictive 
control 24 hours demand prediction and mathematical model of the water 
distribution system is used. The structure of basic control consists of two 
layers. To optimizing control at the upper layer hybrid algorithm is used. 
This algorithm is a combination of branch and bound algorithm and  
genetic algorithm, presented as well in this paper. 
 
Keywords: water distribution systems, integrated water quantity and 
quality, optimal control, hierarchical control structure, predictive control, 
genetic algorithms, mixed-integer programming. 
 
1. Wprowadzenie 
 

W sterowaniu systemami dystrybucji wody (SDW) wyróżnić 
można dwa aspekty: sterowanie ilością (procesami hydrauliki)  
i jakością wody. Sterowanie ilością polega na wyznaczeniu odpo-
wiednich trajektorii pracy pomp i ustawień zaworów, tak, aby 
zapewnić spełnienie wymagań nałożonych na procesy hydrauliki 
(odpowiednie ciśnienia w węzłach, przepływy w rurociągach, 
pokrycie zapotrzebowania odbiorców na wodę). Sterowanie jako-
ścią polega natomiast na utrzymywaniu w wodzie odpowiedniego 
stężenia parametrów odpowiedzialnych za jej jakość. W niniejszej 
pracy sterowanie jakością sprowadza się do wyznaczenia trajekto-
rii dozowania środka dezynfekującego (chloru) w taki sposób, aby 
jego stężenie w punktach monitorowania utrzymywane było  
w zadanych granicach.  

Optymalizujące sterowanie SDW napotyka na wiele trudności, 
wynikających głównie ze złożoności analizowanych systemów.  
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Część z nich pojawia się przy próbie stworzenia modelu systemu 
wykorzystywanego do celów sterowania - oprócz problemów 
związanych z jego kalibracją należy również zdecydować się na 
pewien kompromis między jego dokładnością a funkcjonalnością. 
Inne trudności związane są np. z interakcją, jaka zachodzi pomię-
dzy procesami hydrauliki i jakości, z różnicą w dynamice tych 
procesów, nieliniowością pojawiającą się w zależnościach je 
opisujących, itd.  

Część z tych problemów można rozwiązać, stosując podejście 
zintegrowanego sterowania ilością i jakością wody [1, 2] z wyko-
rzystaniem hierarchicznej struktury sterowania [3]. Jednym  
z najbardziej efektywnych podejść do konstrukcji algorytmów 
sterowania wydaje się podejście hybrydowe [4].  

 
2. Hierarchiczna struktura sterowania 
 

Zastosowana w pracy hierarchiczna struktura sterowania, 
przedstawiona na rys. 1, składa się z dwóch warstw [3]. Wykorzy-
stanie dwuwarstwowej struktury sterowania umożliwia rozwiąza-
nie problemu związanego z doborem kroku dyskretyzacji, który 
dla procesów jakościowych powinien być mniejszy niż dla proce-
sów ilościowych. W górnej warstwie rozwiązywane są zadania 
optymalizacji dynamicznej, uwzględniające zintegrowane stero-
wanie ilością i jakością wody, z częstością wynikającą z kroku 
dyskretyzacji odpowiedniego dla procesów ilościowych. 
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Rys. 1.  Hierarchiczna dwuwarstwowa struktura optymalizującego zintegrowanego 

sterowania ilością i jakością w SDW 
Fig. 1.  Hierarchical two-layer structure for optimizing integrated control of  

quantity and quality in WDS 
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Umożliwia to zmniejszenie wymiaru problemu optymalizacji 
rozwiązywanego w tej warstwie, jednak prowadzić może również 
do naruszenia ograniczeń nałożonych na jakość wody w systemie. 
Konieczna jest więc korekta uzyskanego w ten sposób sterowania 
jakością wody, która dokonywana jest w dolnej warstwie struktury.  

Górna warstwa realizuje sterowanie w oparciu o ideę sterowa-
nia predykcyjnego. Do regulatora w tej warstwie przesyłana jest 
taryfa opłat za energię elektryczną, predykcja zapotrzebowania na 
wodę oraz informacja na temat stanu ilości i jakości w systemie, 
uzyskana w wyniku pomiarów i/lub wyestymowana na początku 
przyjętego 24-godzinnego horyzontu sterowania. Korzystając  
z powyższych informacji, optymalizator w górnej warstwie roz-
wiązuje problem optymalizacji ilości i jakości, generując w efek-
cie zoptymalizowane trajektorie pracy pomp i ustawień zaworów 
oraz trajektorie dozowania chloru na najbliższe 24 godziny. Uzy-
skane w ten sposób trajektorie wykorzystywane są do sterowania 
systemem przez okres czasu równy długości jednego kroku stero-
wania, np. przez 2 h, tak więc tylko 2 h z wygenerowanych  
24-godzinnych trajektorii zostaną wykorzystane. Dodatkowo, do 
regulatora w dolnej warstwie przesyłana jest informacja dotycząca 
stanu jakości, mierzonego w systemie z częstością wynikającą  
z przyjętego kroku jakości. Na podstawie tej informacji dokony-
wana jest korekta zoptymalizowanej trajektorii dozowania chloru 
uzyskanej w warstwie górnej. Opisany cykl powtarzany jest wie-
lokrotnie aż do końca przyjętego horyzontu sterowania.  

Uzyskane w ten sposób sterowania hydrauliką zapewniają speł-
nienie ograniczeń nałożonych na procesy ilościowe, zachodzące  
w SDW. Natomiast w przypadku procesy jakościowych, uzyskane 
sterowania spełniają ograniczenia narzucone dla modelu jakości 
wykorzystywanego w górnej warstwie sterowania. Jednak ze 
względu na znaczne uproszczenia przyjętego w tej warstwie mo-
delu, ograniczenia nałożone na jakość wody w rzeczywistym 
SDW mogą zostać naruszone. W związku z tym konieczna jest 
korekta sterowania jakością, która przeprowadzana jest w dolnej 
warstwie sterowania w oparciu o pomiary jakości wody w rze-
czywistym systemie dokonywane z częstością wynikającą z przy-
jętego kroku dyskretyzacji jakości.  
 
3. Sformułowanie problemu optymalizacji 
 
3.1. Funkcja celu 
 

Problem optymalizującego zintegrowanego sterowania (POZS), 
rozwiązywany w górnej warstwie struktury sterowania, polega na 
minimalizacji przyjętej funkcji jakości J, która dla zintegrowanego 
sterowania ilością i jakością wody składać się będzie z dwóch 
składników: kosztów operacyjnych JO oraz wskaźnika jakości 
wody w systemie JQ:  

J = JO + JQ.                 (1) 
 

Koszty operacyjne JO wyrazić można jako sumę czterech pod-
stawowych składników: kosztów wydobywania wody surowej JW, 
kosztów pompowania wody (sprowadzających się do kosztów 
energii elektrycznej) JP, kosztów uzdatniania (oczyszczania) wody 
JU oraz kosztu dozowanego w sieci dezynfekanta (w tym wypadku 
chloru) JC: 

JO = JW + JP + JU + JC,           (2) 
 
W SDW koszty operacyjne redukują się do dwóch składników: 

kosztów pompowania JP i kosztu chloru JC, przy czym koszt 
chloru, w porównaniu do kosztów pompowania, jest pomijalny. 
Całkowite koszty operacyjne można więc rozpatrywać jako JP  
i wyrazić zależnością:  
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gdzie T jest przyjętym horyzontem sterowania,  to krok dys-
kretyzacji dla procesów ilościowych, 

htΔ
( )kγ  jest jednostkową ceną 

energii elektrycznej w kroku k, np to ilość stacji pomp zaś p(i) 
oznacza zużycie energii elektrycznej przez wybraną stację.  

Wskaźnik jakości JQ można przedstawić jako:  
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gdzie cref jest przyjętą wartością pożądanego, zaś ci - rzeczywiste-
go stężenia chloru w węźle monitorowanym (1,…, Nmon), a ctΔ  to 
krok dyskretyzacji jakości.  
 
3.2. Ograniczenia 
 

Całkowite koszty operacyjne zapisać można jako: h(k)∈Hk, 
q(k)∈Qk, y(k)∈Yk, c(m)∈Cm, gdzie: k = 1,…, hT tΔ ;  
m = 1,…, cT tΔ ; H, Q, Y i C są ograniczeniami nałożonymi 
odpowiednio na wartości ciśnień w węzłach h, przepływów  
w rurociągach q, poziomów w zbiornikach y oraz stężeń chloru c 
w węzłach monitorowanych.  

W związku z dynamiką pojawiającą się zarówno w części doty-
czącej ilości, jak i jakości wody w SDW, sformułowany POZS jest 
problemem optymalizacji dynamicznej. W jego matematycznym 
sformułowaniu zapis pojawiają się zależności nieliniowe, będące 
zapisem przyjętej funkcji celu oraz ograniczeń operacyjnych. 
Oprócz zmiennych przyjmujących wartości rzeczywiste, w zależ-
nościach tych pojawiać się również mogą zmienne całkowitolicz-
bowe. Rozwiązanie tak sformułowanego problemu optymalizacji 
wymaga zastosowania złożonych algorytmów. Do rozwiązania 
POZS w tej pracy zaproponowane zostały następujące algorytmy: 
algorytm bazujący na metodzie podziałów i ograniczeń (ang. 
branch and bound method) [5], określany dalej w skrócie jako 
POA, algorytmy genetyczne (AG) oraz algorytm hybrydowy, 
będący połączeniem obu wspomnianych metod.  
 
4. Propozycja algorytmów optymalizacji 
 
4.1. Algorytm bazujący na metodzie  

podziałów i ograniczeń (POA) 
 

W tym podejściu wykorzystana została zdyskretyzowana forma 
POZS [2]. Sformułowany problem optymalizacji jest problemem 
nieliniowym o zmiennych mieszanych (ciągłych i całkowitolicz-
bowych). Aproksymacja pojawiających się w nim zależności 
nieliniowych została dokonana przy użyciu metody linearyzacji 
wieloodcinkowej (ang. piecewise linearization) z wykorzystaniem 
zmiennych typu SOS2. W ten sposób oryginalny problem POZS 
został aproksymowany przez problem MIL (ang. mixed-integer 
linear). Rozwiązanie tego typu problemów napotyka na trudności, 
wynikające z dużego wymiaru problemu nawet dla systemów 
średniej wielkości. W związku z tym poszukiwanie optymalizują-
cych sterowań przez POA w tej pracy ograniczone zostało jedynie 
do części hydraulicznej POZS (funkcja celu uległa zatem redukcji 
do postaci (3)). Uzyskane rozwiązanie wykorzystane zostało do 
wzbogacenia populacji początkowej AG, gdzie rozwiązywany był 
już problem zintegrowanego optymalizującego sterowania ilością  
i jakością wody. Do rozwiązania problemu MIL wykorzystano 
dostępny w środowisku GAMS optymalizator Cplex, bazujący na 
metodzie podziałów i ograniczeń w wersji dyskretnej [5].  
 
4.2. Algorytmy genetyczne (AG) 
 

W tym podejściu rozwiązywany jest problem zintegrowanego 
optymalizującego sterowania ilością i jakością. Optymalizowana 
funkcja celu ma postać (1). Stopień spełnienia ograniczeń spraw-
dzano przy użyciu symulatora i na tej podstawie dokonywana była 
ewaluacja funkcji celu. Pozwoliło to na eliminację zmiennych 
niedecyzyjnych w sformułowaniu problemu.  

Selekcję osobników do kolejnej generacji dokonywano na pod-
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stawie wartości ich funkcji przystosowania. W przypadku osobni-
ków niedopuszczalnych wartość ta ustalana była w zależności od 
stopnia naruszenia ograniczeń. W tej pracy wykorzystywano dwie 
metody selekcji: stochastic universal sampling oraz constraint 
handling method [6]. Algorytmy genetyczne, w których zaimple-
mentowano te metody, są dalej oznaczane odpowiednio jako 
standardowy AG oraz zmodyfikowany AG. Do implementacji AG 
wykorzystano środowisko MATLAB, zaś jako symulatora użyto 
pakietu EPANET.  
 
4.3. Algorytm hybrydowy 
 

Oba przedstawione wyżej podejścia mają swoje wady i zalety. 
Główną zaletą, jaką oferuje POA, jest możliwość uzyskania glo-
balnego optimum. Wadą natomiast jest to, że MIL jest jedynie 
aproksymacją oryginalnego problemu optymalizacji. Jego sformu-
łowanie wymaga użycia zarówno zmiennych decyzyjnych, jak  
i niedecyzyjnych, przez co wymiar problemu jest bardzo duży 
nawet dla niewielkich systemów. AG pozbawione są tej wady,  
z powodu wyeliminowania zmiennych niedecyzyjnych oraz moż-
liwości wykorzystania symulatora. W ich przypadku trudność 
natomiast sprawia ocena stopnia zbieżności uzyskanego rozwiąza-
nia do globalnego optimum oraz określenie kryteriów zatrzymania 
działania algorytmu.  

Podejście hybrydowe jest próbą połączenia zalet obu wymie-
nionych metod. Cały cykl obliczeniowy rozpoczyna się od doko-
nania zgrubnej linearyzacji hydraulicznej części problemu  
i wykorzystania POA do jego rozwiązania. Uzyskany wynik prze-
kazywany jest do AG w celu wzbogacenia jego populacji począt-
kowej. AG poszukuje rozwiązania zarówno dla hydrauliki,  
jak i jakości. Początkowo rozwiązanie uzyskane przy pomocy AG 
miało być przekazywane z powrotem do POA i opisany cykl miał 
być powtarzany wielokrotnie, aż do uzyskania zadowalających 
wyników. Jednak ulepszenie rozwiązania uzyskanego przy pomo-
cy POA byłoby możliwe jedynie po przeprowadzeniu za każdym 
razem dokładniejszej linearyzacji. Wiązałoby się to z dodaniem 
nowych zmiennych, co w efekcie powodowałoby wzrost wymiaru 
problemu MIL. W trakcie badań okazało się, że dokonanie do-
kładniejszej linearyzacji nie przynosiło znaczącej poprawy roz-
wiązania uzyskanego przy pomocy POA, natomiast czas wyko-
nywania obliczeń przez POA wzrastał dwukrotnie. W związku  
z tym zrezygnowano z idei cyklicznego przełączania algorytmów, 
poprzestając na jednokrotnym przekazywaniu wyników z POA  
do AG.  
 
5. Zastosowanie przedstawionych  

algorytmów do wybranego SDW 
 
5.1. Analizowany SDW 
 

Analizowany SDW (rys. 2) składa się z 1 zbiornika, 2 rurocią-
gów i 2 węzłów połączeniowych. Woda z każdego z 2 rezerwu-
arów pompowana jest przez stację pomp wyposażoną w 1 pompę. 
P1 to pompa stałoprędkościowa, sterowana jedynie przez włącze-
nie lub wyłączenie, zaś prędkość względna pompy zmiennopręd-
kościowej P4 może się zmieniać w zakresie od 0.75 do 1.  

 
 

 
 
Rys. 2.  Struktura sieci 
Fig. 2.  The network structure 
 

Przyjęto, że pobór wody skupiony jest w węźle w4, który jedno-
cześnie jest węzłem monitorowanym. Dopuszczalne stężenie 
chlory w tym węźle wynosi 0.1 - 0.3 mg/l. Przyjęto, że predykcja 
zapotrzebowania na wodę na przyjętym horyzoncie sterowania 
jest znana.  
 
5.2. Uzyskane wyniki 
 

Obliczenia wykonane zostały na PC wyposażonym w procesor 
1.46 GHz i 512 MB pamięci RAM, przy wykorzystaniu następu-
jących wersji programów: GAMS IDE 2.0.10.0, MATLAB 6.5 
oraz EPANET 2.0.  

Wyniki uzyskane przy pomocy każdego z wymienionych algo-
rytmów prezentowane są oddzielnie - dla POA przedstawione są 
na rys. 3, dla standardowego AG na rys. 4, dla zmodyfikowanego 
AG na rys. 5 oraz dla algorytmu hybrydowego na rys. 6.  

 
 
a)                b) 

      
 
c) 

 
 
Rys. 3.  Wyniki uzyskane przy użyciu POA: a) zużycie energii przez pompę 4,  

b) zużycie energii przez pompę 1, c) poziom w zbiorniku 3 
Fig. 3.  The results obtained by using BBA: a) electricity power consumption  

for pump 4, b) electricity power consumption for pump 1, c) level in tank 3 
 

 
a)                b) 

      
 
c) 

 
 
Rys. 4.  Wyniki uzyskane przy użyciu standardowego AG: a) zużycie energii  

przez pompę 1, b) poziom w zbiorniku 3, c) stężenie chloru w węźle  
monitorowanym 

Fig. 4.  The results obtained by using standard GA: a) electricity power  
consumption for pump 1, b) level in tank 3, c) chlorine concentration  
in monitored node 
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a)                 b) 

      
 
c) 

 
Rys. 5.  Wyniki uzyskane przy użyciu zmodyfikowanego AG: a) zużycie  

energii przez pompę 4, b) zużycie energii przez pompę 1, c) poziom  
w zbiorniku 3 

Fig. 5.  The results obtained by using modified GA: a) electricity power  
consumption for pump 4, b) electricity power consumption for pump 1,  
c) level in tank 3 
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Rys. 6.  Wyniki uzyskane przy użyciu algorytmu hybrydowego: a) zużycie  

energii przez pompę 1, b) poziom w zbiorniku 3, c) stężenie chloru  
w węźle monitorowanym 

Fig. 6.  The results obtained by using hybrid algorithm: a) electricity power  
consumption for pump 1, b) level in tank 3, c) chlorine concentration  
in monitored node 

 
Pompy załączane były głównie w tych okresach, w których  

ceny energii były niskie (czyli w godzinach 11:00 - 16:00 oraz 
21:00 - 8:00) (por. rys. 3a), b), 4a), 5a), b). oraz 6a)). W pozosta-
łych okresach pompy były wyłączone, a zapotrzebowanie odbior-
ców na wodę pokrywane było z zapasów zgromadzonych w zbior-
niku, co zaobserwować można na rys. 3c), 4b), 5c) oraz 6b). We 
wszystkich prezentowanych przypadkach różnica między pozio-
mem wody w zbiorniku na koniec przyjętego horyzontu sterowa-
nia a poziomem początkowym nie przekraczała założonej maksy-
malnej wartości. Stężenie chloru w węźle monitorowanym mieści-
ło się w zadanych granicach i oscylowało wokół przyjętej wartości 
odniesienia, co widać na rys. 4c) oraz 6c).  

Wszystkie wersje AG oraz algorytmu hybrydowego testowane 
były dla liczby generacji równej 500, liczby osobników równej 40, 
kroku dyskretyzacji równego 3600 s dla procesów ilościowych 
oraz 1800 s dla jakości oraz wartości odniesienia dla stężenia 

chloru w węźle monitorowanym równej 0.15 mg/l. Aby zmniej-
szyć element niepewności związany z tym, że AG startują z loso-
wych warunków początkowych, każda z testowanych wersji AG 
oraz algorytmu hybrydowego uruchamiana była dziesięciokrotnie. 
Algorytmy genetyczne testowane były dla różnych wartości wag 
hydrauliki i jakości w funkcji celu. Okazało się, że zwiększanie 
wagi hydrauliki kosztem wagi jakości skutkowało znalezieniem 
rozwiązań lepszych pod względem wartości funkcji celu, ale 
większa liczba przeprowadzonych uruchomień algorytmu zakoń-
czyła się bez znalezienia rozwiązań dopuszczalnych. Kompromis 
pomiędzy wartością funkcji celu oraz liczbą uruchomień zakoń-
czonych znalezieniem rozwiązań dopuszczalnych udało się osią-
gnąć dla wartości wagi równej 0.8 dla hydrauliki i 0.2 dla jakości.  

W zmodyfikowanym AG testowany był również wpływ róż-
nych wartości parametru mutacji pm. Przy stosowaniu constraint 
handling method jako metody selekcji zalecane jest przyjmowanie 
stosunkowo dużych wartości pm [6]. W obecnej pracy zastosowano 
dynamiczną zmianę pm w zależności od stopnia przystosowania 
danego osobnika. Najlepsze wyniki udało się osiągnąć, gdy osob-
nikom o przystosowaniu mniejszym od średniego przystosowania 
w populacji przypisano wartość pm równą 0.5, zaś pozostałym - 
wartość 0.002. Ciekawym pomysłem, który można przetestować 
w dalszych badaniach, wydaje się nadawanie wartości pm propor-
cjonalnie do różnicy przystosowania danego osobnika i średniego 
przystosowania w populacji. Przy rozwiązaniu zastosowanym  
w tej pracy, zmodyfikowany AG okazał się mniej efektywny od 
standardowego AG, dlatego do budowy algorytmu hybrydowego 
wykorzystano standardowy AG.  

 
6. Wnioski końcowe 
 

W pracy zaproponowane zostało podejście do optymalizującego 
zintegrowanego sterowania ilością i jakością wody w rozpatrywa-
nym przykładowym SDW z wykorzystaniem skonstruowanego  
w tym celu algorytmu hybrydowego, będącego próbą połączenia 
zalet algorytmów wchodzących w jego skład: POA oraz AG. 
Uzyskane wyniki porównane zostały z wynikami uzyskanymi 
przy pomocy samych AG. Przeprowadzone badania wskazują  
na to, że algorytm hybrydowy zgodnie z przewidywaniami zdołał 
poprawić wynik uzyskany przy pomocy samego AG dzięki wyko-
rzystaniu informacji uzyskanych w wyniku działania POA.  
W pracy zaprezentowane zostały wyniki uzyskane przy zastoso-
wanym tu podejściu do dynamicznej zmiany wartości pm oraz 
zaproponowano podejście alternatywne. Testowanie efektywności 
proponowanych algorytmów odbywało się przy założeniu znanej 
predykcji zapotrzebowania na wodę. W dalszych badaniach inte-
resujące byłoby przetestowanie ich efektywności w przypadku 
zmian zapotrzebowania, przy wykorzystaniu predykcyjnego ste-
rowania repetycyjnego.  
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