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Streszczenie

Artykut prezentuje iteracyjna metod¢ wyznaczania sterowania optymalne-
go dla systeméw dynamicznych ciaglych i dyskretnych w czasie. Celem
sterowania jest minimalizacja funkcjonatu kosztu (wskaznika jakosci) przy
narzuconych ograniczeniach w postaci rownan rézniczkowych lub rézni-
cowych, warunkdw brzegowych oraz algebraicznych zalezno$ci w postaci
réwnan lub nieréwno$ci wiazacych ze soba optymalne funkcje sterujace
u(t) i funkcje wektora stanu x(t). W pracy zaproponowano iteracyjng
metodg obliczeniowa oparta na parametryzacji funkcji sterujacych na bazie
funkcji sklejanych, wprowadzeniu przesuwnego funkcjonatu kary do
wskaznika jako$ci oraz wyznaczaniu kolejnego przyblizenia funkcji steru-
jacych w oparciu o gradientowe algorytmy kierunkow sprzezonych. Meto-
de zilustrowano dwoma przyktadami z dziedziny transportu dotyczacych
sterowania autobusem miejskim migdzy przystankami i stawiajacych za
cel poprawienie plynnosci jazdy (komfortu pasazera) lub minimalizacje
zuzycia paliwa.

Stowa kluczowe: sterowanie optymalne, systemy dynamiczne.

Numerical calculation of optimal control
for dynamic systems

Abstract

The paper presents a sequential method of optimal control calculation
for continuous and discrete time dynamic systems. The aim of the
procedure is minimization of a cost functional (performance index).
Control functions are subject to constraints defined by set of differential
(or difference) equations, initial conditions and set of algebraic equalities
and/or inequalities describing relationships among control and state
variables. The method described is based on control parameterization by
spline function approximation, consideration algebraic constraints by
addition the shifted penalty functional to the performance index as well as
application of nonlinear programming algorithms to the process of solution
improving. The gradient procedures based on conjugate directions turned
out especially effective. The method was illustrated by two practical
problems from urban transport domain. The purpose of the optimization
was to improve passenger comfort and to minimize bus fuel consumption.

Keywords: optimal control, dynamic systems.
1. Wprowadzenie

Projektowanie inzynierskie polega na doborze najlepszych, wg
wybranych kryteriow, parametréw konstrukcyjnych i funkcji
sterujacych, wplywajacych na ekonomiczno-fizyczne charaktery-
styki systemu. Teoria sterowania optymalnego (TSO) jest jednym
z istotnych narzgdzi w tym procesie i znajduje szerokie zastoso-
wanie w wielu dyscyplinach. Analityczne metody TSO i nume-
ryczne algorytmy rozwijane sa zaréwno dla systeméw dynamicz-
nych ciagtych (opisanych rownaniami rézniczkowymi) jak i dys-
kretnych (opisanych réwnaniami réznicowymi). Celem procedur

obliczeniowych jest wyznaczenie wektora sterowan u (") takiego,

by ekstremalizowat wybrany wskaznik jakosci J(u'(")), przy
uwzglednieniu ograniczen natozonych na optymalizowany obiekt.
W systemach dynamicznych zmienne u sg funkcjami czasu, wy-
miar6w przestrzennych lub zmiennych stanu x badanego uktadu.
Ograniczenia sa formulowane w postaci réwnan lub nieréwnosci
uwzgledniajacych zaleznosci algebraiczne i catkowe miedzy
wektorem sterowania u a wektorem stanu X .

W przypadku gdy struktura sterowania jest ustalona, lub system
znajduje si¢ w stanie ustalonym (u=const, x=const), problem
sterowania optymalnego upraszcza si¢ do poszukiwania wektora
parametréw z , czyli do problemu optymalizacji statycznej (OS)
definiowanego nastepujaco:

mins,(z) , 1)
zeR"
przy
s5(z)<0, ©))
gdzie

si: R" >R dla i=0,1,....,

Proste problemy OS moga by¢ rozwiazane metodami analitycz-
nymi wykorzystujacymi twierdzenie Kuhna-Tuckera i mnozniki
Lagrange’a. Jednak wigkszos¢ praktycznych zagadnien wymaga
uzycia iteracyjnych procedur prowadzacych od arbitralnie wybra-
nego rozwiazania poczatkowego z’ do rozwiazan z9 coraz bliz-
szych rozwiazaniu optymalnemu z". Algorytmy numeryczne OS
sa udoskonalane od lat, zwlaszcza odkad projektowanie wspoma-
gane komputerowo stato si¢ powszechng praktyka. Obejmuja one
metody programowania liniowego (LP), kwadratowego (QP) czy
nieliniowego (NLP). Spoéréd tych ostatnich wyrézniamy metody
bezgradientowe proste (np. Hooka-Jeevesa, Rosenbrocka,
Neldera-Meada), bezgradientowe z minimalizacjg kierunkowa
(np. Gaussa-Seidela, Powella) oraz duza grupg algorytméw gra-
dientowych (w szczegdlnoscei opartych na kierunkach sprzgzonych
lub aproksymacji hesjanu funkcji celu sy(z) w tzw. metodach
zmiennej metryki lub quasi-newtonowskich). Rozwinigto tez
szereg technik dla uwzglednienia ograniczen (2) takich jak rzuto-
wanie wektora poprawy, transformacja zmiennych czy wprowa-
dzanie funkcji kary dla obszaréw zabronionych s;(z) > 0 ). Osobna
grupe metod stanowia algorytmy genetyczne i ewolucyjne rozwi-
jane w ramach dyscypliny ,.sztuczna inteligencja”. Szeroki prze-
glad metod OS mozemy znalez¢ w literaturze [1].

Zagadnienia optymalizacji dynamicznej (OD), polegajace na
wyznaczeniu optymalnego sterowania, sg bez poréwnania bardziej
ztozone od probleméw (1)+(2), a algorytmy OS moga by¢ wyko-
rzystane do rozwiazania jedynie czastkowych podprobleméw OD.
Wickszo$¢ opublikowanych metod wyznaczania sterowania
optymalnego odnosi si¢ do specyficznych zagadnien, nie
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uwzgledniajacych wielu kategorii ograniczen wystgpujacych
w praktyce inzynierskiej. Prezentowana w niniejszej pracy metoda
obliczeniowa proponuje jednolite podejécie dla szerokiej klasy
problemow OD, uwzgledniajacych zalezno$ci migdzy wektorem
u(t) jak i x(t) zardbwno w postaci rownan rézniczkowych jak
i nieréwnoéci algebraicznych.

2. Matematyczne sformutowanie problemu OD

Opracowana metoda OD umozliwia rozwiazanie nastgpujacych
probleméw optymalizacji dynamicznej ciaglej i dyskretne;:

A) Problem optymalnego sterowania dla ciaglych systemow
dynamicznych:

Znalez¢ wektor funkcji sterujacych, przedziatami ciagtych,
u(t) =[u,(t),...,upy (H]" dla ustalonego przedziatu czasowego
3 =[0; ] , a takze odpowiadajacy mu wektor rézniczkowalnych
funkcji stanu  x(t) =[x, (t),..., Xy o1, ktore minimalizuja funk-
cjonat kosztu J:

J=hx(tg))+ j‘fo (x(t),u(t), t)dt, 3)
0

i uwzgledniaja ograniczenia:

x(t) = f(x(t), u(t),t), 4)
x(0)=X’, (%)
r, (x(t),u(t, <R, p=1..,P, (©6)

gdzie x,(t) - oznacza pochodng funkcji x;(t) wzgledem czasu;

B) Problem optymalnego sterowania dla dyskretnych systemow
dynamicznych:

Znalez¢ wektor funkcji sterujacych u(k) =[u,(k),...,uy 1"
oraz odpowiadajacy mu wektor funkcji stanu
x(k) =[x, (k),...,xy (K)]" dlak € I=1{0,.,K} , ktére minima-
lizujg funkcjonat kosztu J:

K-1
J=h(x(K)) + 3 f, (x(k),u(k),k), 0
k=0

i uwzgledniaja ograniczenia:

x(k+1) = f(x(k), u(k),k) , k=1,....K-1, ®)
x(0)=X", O
1, (x(k),u(k),k) <R, p=1...,P. (10)

W obu typach zadan (3)+(6) i (7)+(10) przyjmujemy, ze funkcje
fo: RN xRMx 3 >R, f:RVxRMx 3 >RV, r: RNxRMx 3 > R,

h: RN — R, sarézniczkowalne wzgledem swoich argumentow.

Klasyczne metody wyznaczania sterowania optymalnego wy-
wodza si¢ z rachunku wariacyjnego i opieraja si¢ na formutowaniu
warunkow koniecznych istnienia rozwigzania optymalnego [2].
Jednakze réwnania Eulera-Lagrange’a nie obejmuja zagadnien
z dodatkowymi ograniczeniami nierdwnosciowymi (6) a twier-
dzenie Pontryagina uwzglednia ograniczenia natozone na funkcje
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sterujace u(t) . Ztozono$¢é warunkéw koniecznych, a takze istnie-
nie zagadnienia dwugranicznego dla réwnan roézniczkowych, przy
uwzglednieniu warunkow transwersalnosci dla trajektorii sprzezo-
nej do x(t) , powoduje ze metody analityczne znalazly zastosowa-
nie jedynie przy rozwiazywaniu stosunkowo prostych zadan,
w szczegoblnosci do konstrukeji regulatoréw dla liniowych ukfa-
déw dynamicznych i kwadratowych wskaznikow jakosci. Te same
trudnosci napotykamy gdy podstawa obliczen analitycznych jest
réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana wywodzace si¢ z kon-
cepcji programowania dynamicznego (PD) [3]. Metoda ma prak-
tyczne zastosowanie glownie przy dyskretyzacji wprowadzonej
zaréwno w dziedzinie czasu jak i przestrzeniach funkcyjnych x
oraz u , o ile uzyskany w ten sposéb stopien wielowymiarowosci
nie jest duzy.

W nastepnym paragrafie przedstawiono algorytm iteracyjny,
ktéry umozliwia rozwiazanie probleméw (3)+(6) i (7)+(10)
W oparciu o nastgpujace zatozenia:

a) Ograniczenia (6) lub (10) zostaja uwzglednione poprzez wia-
czenie funkcjonalu kary do wskaznikow jakosci (3) lub (7)
1 minimalizacj¢ rozszerzonego funkcjonatu ¥,

b) Funkcje sterujace w zadaniu (3)+(6) sa reprezentowane przez
kombinacjg liniowa funkcji bazowych @(t):

L‘P
u,(t)=> a0t , m=1,...,.M, (1)
=1

Jako funkcje bazowe wybrano funkcje sklejane 0-go, 1-go
12-go rzgdu [4], tzn. funkcje przedziatami wielomianowe.

3. Opis algorytmu OD

Koncepcja minimalizacji wskaznikéw jakosci (3) lub (7) wy-
wodzi si¢ z metod bezposrednich. W petli zewngtrznej nastepuje
sprawdzenie czy osiagnigto zadang doktadnosé ograniczen (7) lub
(10) i modyfikacja funkcjonatu kary. W petli wewnetrznej rozwia-
zywane sg zadania (3)+(5) lub (7)+(9), lecz pierwotne wskazniki
jakosci (3) lub (7) sa w niej zastapione przez funkcjonaty rozsze-
rzone ¥ , zdefiniowane odpowiednio przez formuty (12) i (13).
Do minimalizacji funkcjonatéw ¥ wykorzystano zasad¢ minimum
funkcji Hamiltona H(x, A, u, *), gdzie wektor funkcji A(*) jest
sprzgzony do x . ROownania rézniczkowe sprzgzone sg rozwiazy-
wane przy odwrotnym biegu czasu, gdyz z warunku transwersal-
nosci znana jest warto$¢ A(ty) (lub A(K)) [2].

3.1. Petla zewnetrzna

W petli zewngtrznej funkcjonat kosztu jest modyfikowany do
nastgpujacej postaci

— dla systemow ciagtych:

Y= T{fo(x,u,t) + Zp:np*[max(o; 1, (X,u,t) - wp(t))]z}dt +
0

p=1

12)

tg
+hix(te) = h(x(tx)+ [go(x,u,0dt ,
0
— dla systeméw dyskretnych:

V= Z_l{fo(x’“’k) + i N, *[max(0; r,(x,u,k) - Wp(k))]z} + )
13

k=0 p=1

K-1
+h(x(K)) = h(x(K)) + 2 g,(x,u,k) ,
k=0

Warunki (4), (5) lub (8), (9) pozostaja niezmienione.
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Funkcjonat kary dodany do pierwotnych wskaznikéw jakosci
charakteryzuje si¢ dwiema zmiennymi, a mianowicie przesuwnym
wektorem funkcji progowych w(*) oraz wektorem wspot-
czynnikow kary m. Poczynajac od pierwszego przyblizenia
(W)()=R, =const, n) >1, p=1,...,P) oba elementy sa

zmieniane az warto$¢ funkcjonatu kary jest mniejsza od doktadno-
§ci g, warto$ci wprowadzanej przez uzytkownika. Zmiany wekto-
row w(*) oraz m zaleza w poszczegdlnych iteracjach od stopnia
przekroczenia zadanej doktadnosci €, . Jezeli ograniczenia (6) lub
(10) sa nieznacznie przekroczone nastgpuje modyfikacja jedynie
funkcji progowej wg formuty:

wp™(s) « R, —max(0; r,(x(-),u(-), - )—wgld(-)) , p=1..,P. (14)

Jezeli ograniczenia (6) lub (10) sa silnie naruszone nastgpuje
modyfikacja obu wektorow:

new old

Ny < axng a=2+10,

Wy () < R, —;};{max(o; HEENE), ) -wi@)), p=1..P. (15)

3.2. Petla wewnetrzna

Minimalizacja funkcjonatu rozszerzonego (12) lub (13) prze-
prowadzana jest dla ustalonych wektoréw w(*) i n . Sterowanie
(11) dla systeméw ciagtych lub macierz [u(0),...,u(K-1)] dla sys-
temow dyskretnych jest najlepszym rozwiazaniem uzyskanym
w poprzednich iteracjach petli wewnetrznej. Obliczenia w petli
wewnetrznej wykonywane sa w kolejnych krokach:

Krok 1

Rozwiazywane sg réwnania stanu (4) lub (8) z uwzglgdnieniem
warunkoéw brzegowych (5) lub (9) i obliczany rozszerzony
funkcjonat kosztu (12) lub (13). Do catkowania réwnan réznicz-
kowych stosowana jest numeryczna metoda 4-tego rzedu
Runge-Kutty-Gill’a [5].

Krok 2

Obliczane s3 funkcje wektora sprzg¢zonego do Xx:
A=), AT, liczac wstecz zmiennej t lub k oraz rozpo-
czynajac od warto$ci AMtx) lub A(K) okreslonych przez warunki
transwersalnosci. Przyjmujac pomocniczg zmienng t=tg-t roz-
wigzujemy rownania rézniczkowe podobnie jak w Kroku 1:

@ [t Dt -0 -9, .
dt ox(tg — 1)

(16)
+ Ogo(x(tg — 1) u(ty —1)tg — 1)
Ox(tg — 1) ’
gdzie
Sh(x(tg))

Tel0 ], Mo =Mt =—2 =,

lub dla systeméw dyskretnych

T
Ak —1) = [W] Ay — 22wl
ox(k) ax(k)
7
. _ oh(x(K))
z warunkiem poczatkowym A(K) = —6X(K)

Krok 3

Wyznaczany jest gradient V¥ funkcjonatu rozszerzonego (12)
lub (13) korzystajac z funkcji Hamiltona:

H(X,}“,u’ . ):gO(Xaur * )+7\'T(Xaus M )*f(X,ll, . )’ (18)

— dla systemoéw ciagtych:
oY " OH(x(t),A(t),u(a,t),t) )
- = 2 A(tHydt, i=1,...,L,(19
| 200 90 de, i (19)
a,=[a,,..,a]" , V¥= il o , (20)
Oa, oa;

— dla systemow dyskretnych:

¥  OH(x(k),A(k),u(k),k)
ouk) ou(k)

, k=0,.,K-1. ()

Krok 4

Obliczenia w petli wewngtrznej sa zakonczone, jezeli norma
gradientu ||V‘I’||<8\,, , gdzie ey jest zadana doktadnoscia mini-

malizacji.
Krok 5

Na podstawie biezacego wektora gradientu (z Kroku 3) oraz
wektora gradientu i kierunku poprawy obliczonych w poprzedniej
iteracji wyznaczany jest biezacy kierunek poprawy d macierzy
wspOtczynnikow ay,; dla systemow ciaglych lub wektora wupy
dla systemow dyskretnych. Moga tu by¢ uzyte formuly Polaka-
Ribierego lub Fletchera-Reevsa algorytmu gradientu sprz¢zonego
OS [1] lub jedna z metod zmiennej metryki.

Krok 6

Stosujac jedna z metod minimalizacji kierunkowej wyznaczamy
dugo$¢ kroku y* w kierunku d:

¥(y+y'd)=min (y+yd) (22)
gdzie y=a dla systeméw ciaglych lub y=u dla systemow
dyskretnych. Warto$¢ W obliczamy tak jak w Kroku 1.

Krok 7
Wyznaczamy nowe wartosci sterowania:
acatyd dla systemow ciaglych, 23)
ue—u+yd

dla systeméw dyskretnych, (24)

i wracamy do Kroku 1.

4. Zastosowanie algorytmu OD do sterowania
autobusem

Iteracyjng metode OD, przedstawiong w paragrafie trzecim, za-
stosowano do wyznaczenia sterowania optymalnego autobusu
miejskiego, poruszajacego si¢ migdzy przystankami na odcinku
drogi [0; L]. Sformulowano dwa problemy OD w oparciu
o uproszczony model dynamiki wzdhuznej pojazdu. W pierwszym
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problemie celem sterowania jest podniesienie komfortu jazdy dla
pasazeréw (unikanie gwaltownych zmian predkosci), w drugim
problemie — minimalizacja zuzycia paliwa. W obu problemach
przyjeto potozenie i predko$é pojazdu jako zmienne stanu x oraz
te same warunki brzegowe:

x; =V (predkosé), x;(0)=0, xi(tx)=0;

X, =S (potozenie), x,(0)=0, x(tgx)=L.
Zatozono réwniez, ze powyzsze warunki koncowe x(tx)=Xg
zostang uwzglednione poprzez dodanie funkcji

h(x(t)=CL[x:X(tx) + (Xa(tx)-L)’] do wskaznikéw J zdefiniowa-
nych ponizej.

Problem 1

Znajdz sterowanie u(t) minimalizujace funkcjonat J:

tx tg
J= I[przyspieszenie]z (t)dt= j u?(t)dt,
0 0

obiekt:
X, =u, X, =X;;
sterowanie:
u(t) = a(t) (przyspieszenie);
ograniczenia:
0< X](t) < Vmax s 'Umin < u(t) < Umax .
Problem 2

Znajdz wektor sterowan u(t) minimalizujacy funkcjonat J:

-

M= R —

I= {natezenie zuzycia paliwa}dt ,

t

J= {[Azulz(t)+Alu,(t)+A0] [Bzxf(t)u§ +lel(t)u2(t)+B0]}dt,

=3

obiekt:
%, = [Kouuy (Koxtud + Kixyu, +Kg) = (Cox} +Cy) = us] / (D,u3+Dy)

sita:
napgdowa oporéw ruchu hamulca inercja X, =x,

sterowanie:

u; — stopien wykorzystania momentu obrotowego silnika,
U; = M¢/Mgnax(n), gdzie n = C;x u, jest predkoscia
obrotowa silnika,

u, — przetozenie uktadu przeniesienia napedu (UPN)

z bezstopniowg skrzynia biegow,
u; — sita hamujaca przytozona do kot jezdnych;

ograniczenia:
0<u <1, Uppin S0y € Upay

Npyip < ClXIuZ < Nppax » 0< uz < U3max .

Wielkosci wystepujace w opisach obu przyktadéw obliczenio-
wych, poza wektorami u(t), x(t) oraz funkcjami od nich zalezny-
mi, sg parametrami stalymi wyznaczonymi dla rzeczywistego
obiektu.
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5. Wyniki i wnioski

Opisang w paragrafie 3 procedurg iteracyjnego obliczania ste-
rowania optymalnego zastosowano do 2 probleméw zdefiniowa-
nych wyzej.

Dwa rozwiazania optymalne Problemu 1 przedstawiono na rys. 1
(uzyskane przy aproksymacji sterowania funkcjami sklejanymi 0-go
i 1-go rzedu). W obu przypadkach przyjeto jako sterowanie poczat-
kowe u’(t)=0.2 i L,=16 weztow dla funkcji sklejanych.
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Rys. 1. Sterowanie poczatkowe (~*~ "~ ) i rozwiazanie Problemu 1 wyznaczone
przy aproksymacji u(t) przez funkcje sklejane: a) (—) 0-go rzedu;
b) (---) 1-go rzedu.

Fig. 1. Initial control (-"~"~ ) and Problem 1 solution determined with u(t)
approximation by B-splines: a) (—) 0-th order; b) (---) 1-st order

Sterowanie poczatkowe oraz optymalne (aproksymowane funk-
cjami sklejanymi 1-go rzedu) uzyskane dla Problemu 2, przedsta-
wiono na rys. 2. Ze wzgledu na wigksza ztozono$¢ Problemu 2
w poréwnaniu z Problemem 1 ilos¢ iteracji petli zewngtrznej i we-
wnetrznej byla okoto 10 razy wigksza. Dla obu probleméw najefek-
tywniejsza okazata si¢ metoda Fletchera-Reevesa gradientu sprze-
zonego zastosowana w Kroku 5. Uzyskane sterowania optymalne
pokazuja sposoby przejazdu odcinka [0; L] przez autobus miejski:

a) Gdy zalezy nam na podniesieniu komfortu jazdy (Problem 1),
przyspieszenie i opdznienie pojazdu osiagaja najwigksze warto-
$ci na poczatku oraz koncu odcinka trasy i przechodza liniowo
do wartos$ci zerowej gdy v=V .y ;

b) Gdy zalezy nam na oszczgdnosci paliwa (Problem 2) nalezy:

- rozpedza¢ pojazd wykorzystujac charakterystyke momentu
obrotowego silnika Mg,.x(n) przy przetozeniu UPN utrzymu-
jacym predkos¢ obrotowa silnika n bliskg n,;

- nastgpnie wykorzystac energie kinetyczna do przejazdu z wy-
taczonym silnikiem;

- hamowa¢ z maksymalna dopuszczalna sila.
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b ()1 Zaprezentowana metoda obliczeniowa okazata si¢ efektywnym
narzedziem dla rozwiazywania probleméw sterowania optymalne-
go spotykanych w praktyce inzynierskiej. Umozliwia tatwa mody-
fikacje algorytmu dla szerszej klasy probleméw zdefiniowanych
przez inne typy ograniczen takich jak:

% » t]s]
tx
|g;(xu,0)dt <G, j=1,...8 (25)
0
H
T czy
;‘; ,\_‘_/ Xmin < x(tK) < Xmax s (26)
¢ % % g ] % »tls] Dodatkowg zaleta prezentowanej metody jest jej modutowosé
by (0N pozwalajaca na opcjonalny wybor procedur na réznych jej eta-
510" pach.
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Rys. 2. Sterowanie poczatkowe (- - -) i rozwiazanie Problemu 2 (—) uzyskane
przy aproksymacji funkcji u(t) funkcjami sklejanymi 1-go rzedu

Fig. 2.  Initial control (- - -) and Problem 2 solution (—) determined with u(t)
approximation by B-splines of 1-st order




