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Gwarantowanie bezpieczenstwa
w systemie z polaczeniami awaryjnymi

1. Wprowadzenie

Zatdézmy, ze w pewnym budynku wystapito niebezpieczenstwo ataku terrorystyczne-
go. Grupa mobilnych, zautomatyzowanych agentdéw, ma za zadanie odnalezienie intruza
lub stwierdzenie, ze alarm byt falszywy. Poniewaz zadanie musi zosta¢ wykonane nieza-
wodnie, agenci winni przyja¢ strategi¢ gwarantujaca odnalezienie intruza niezaleznie od
przyjetej przez niego strategii, posiadanej przez niego wiedzy, a takze predkosci z jaka
moze si¢ przemieszczac. Oznacza to, ze jesli w dowolnym momencie poszukiwania pojawi
si¢ Sciezka, na ktdrej nie stoi zaden agent, migdzy juz przeszukanym obszarem a potencjal-
na lokacja intruza, obszar ten bgdzie trzeba przeszukaé¢ ponownie. Przyjgcie tych zalozen
powoduje, ze przedstawiony problem staje si¢ rownowazny innym problemom bezpieczen-
stwa systemow, takim jak opanowanie rozprzestrzeniajacego si¢ pozaru, usunigcia zagroze-
nia bakteriologicznego z danego obszaru czy usunigcie wirusa rozprzestrzeniajacego sig
w sieci komputerowe;.

Do zamodelowania tego problemu wykorzystane zostanie zagadnienie przeszukiwania
grafu i wyznaczania jego liczby przeszukiwawczej. Liczba przeszukiwacza grafu okresla
minimalng ilo$¢ agentdw niezbgdnych do zagwarantowania przechwycenia uciekiniera
przy przyjetych powyzej zatozeniach. By tego dokonaé, agenci stosujg strategie przeszuki-
wawcza. Wyznaczenie liczby przeszukiwawczej grafu jest problemem trudnym obliczenio-
wo dla dowolnych grafow, jednak jest mozliwe w czasie wiclomianowym dla drzew.

1.1. Systemy z polaczeniami awaryjnymi

Zalézmy, ze rozwazany system posiada topologi¢ drzewa. Oznacza to, ze nawet po-
migdzy kluczowymi elementami systemu istnieje tylko jedno potaczenie. Ze wzglgdu na
zawodno$¢ systemow, takie rozwiazanie jest czgsto niewskazane.

Jesli w systemie o topologii drzewa wprowadzimy polaczenia awaryjne migdzy klu-
czowymi punktami — przyktadowo dodatkowa nitka gazociagu poprowadzona tak, by omi-
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na¢ wybrany region i zagwarantowa¢ dostarczenie gazu do wyznaczonego odbiorcy — mo-
zemy uzyska¢ system o topologii kaktusa. W tak zaprojektowanym systemie migdzy wy-
branymi elementami systemu — wierzcholkami istnieje wigcej niz jedna S$ciezka, jednak
zadna krawedz nie nalezy do wigcej niz jednego cyklu.

W tej pracy rozwazamy problem wyznaczenia liczby przeszukiwawczej, a takze strate-
gii agentdw zapewniajacych bezpieczenstwo, w systemie o topologii kaktusa.

1.2. Zakres pracy

W rozdziale 2 przedstawione sa podstawowe terminy zwiazane z gwarantowaniem
bezpieczenstwa poprzez przeszukiwanie grafow. System z polaczeniami awaryjnymi o to-
pologii kaktusa powstaje z systemu o topologii drzewa i zachowuje pewne wlasnosci struk-
tury drzewiastej wzgledem gwarantowania bezpieczenstwa. Wtasnosci te w odniesieniu do
drzew zostaly podsumowane w podrozdziale 2.1.

Wybrane dotychczasowe obserwacje w zakresie gwarantowania bezpieczenstwa
w kaktusach zostaty przedstawione w podrozdziale 2.2. Aby zastosowa¢ metodologi¢ ana-
logiczna do gwarantowania bezpieczenstwa w drzewach, konieczne jest przeanalizwanie
wplywu istnienia powstatych w wyniku dodania potaczen awaryjnych cykli na liczbe i stra-
tegi¢ przeszukiwawcza drzewa. By tego dokona¢, proponujemy ustalenie liczby przeszuki-
wawczej dowolnego grafu, zawierajacego cykl taki, ze usunigcie krawedzi nalezacych do
cyklu rozspaja graf na kaktusy o znanej liczbie przeszukiwawczej nie wigkszej niz k. Licz-
ba przeszukiwawcza takiego grafu zalezy nie tylko od &, iloSci odgatezien i ich rozmiesz-
czenia, ale takze od ich dodatkowych wtasnosci. Konieczne jest wigc zidentyfikowanie
ukorzenionych kaktusow, w ktorych te wlasnosci sa obecne. W podrozdziale 3.1 zaprezen-
towano jedna z wazniejszych wlasno$ci, oznaczang jako (**), oraz zdefiniowano jej wyste-
powanie dla kaktusow posiadajacych rdzen lub alejg.

Zgodnie z wynikami przedstawionymi w podrozdziale 2.2 liczba przeszukiwawcza
kaktusa skonstruowanego w sposob omdéwiony powyzej nalezy do zbioru {k, k+1, k+2}.
W podrozdziale 3.2 zmniejszono moc tego zbioru dla kaktuséw podkubicznych do dwoch,
dla kazdej ilosci odgatezien z liczba przeszukiwawcza nie wigksza niz k.

2. Dotychczasowe badania

Problem przeszukiwania grafow zostal po raz pierwszy zaproponowany w [1]. Grupa
mobilnych agentow wykonuje strategie przeszukiwawcza, czyli sekwencj¢ ruchow gwa-
rantujacych przechwycenie uciekiniera. Strategia przeszukiwawcza sklada si¢ z dowolnej
kombinacji nastgpujacych ruchow:

— umieszczenie agenta w dowolnym wierzchotku grafu;
— usunigcie agenta z dowolnego wierzchotka grafu;
— przemieszczenie agenta wzdtuz krawedzi grafu.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Gwarantowanie bezpieczenstwa w systemie z polaczeniami awaryjnymi 665

Kazdy z tych ruchéw moze zosta¢ wykonany w statym czasie.

Inicjalnie wszystkie krawedzie grafu sa skazone. Krawedz e={u,v} moze zosta¢ wy-
czyszczona, w dwoch przypadkach. W kazdym z nich pewien agent przemieszcza sig
wzdtuz e, od wierzchotka u do v. Krawedz e zostaje wyczyszczona, jesli albo w wierzchot-
ku u znajduje sig¢ agent, albo wszystkie krawedzie incydentne z u, oprdcz e, sa czyste. Wy-
czyszczenie e oznacza, iz agenci upewnili sig, iz uciekinier nie znajduje si¢ w e.

Sciezke nazywamy strzezona, jesli w przynajmniej jednym z jej wewnetrznych wierz-
cholkow przebywa agent. Jesli w dowolnym momencie czysta krawgdz e nalezy do nie-
strzezonej $Sciezki zawierajacej krawedz skazona, to e zostaje ponownie skazona (reconta-
mined).

Minimalna ilo$¢ agentéw potrzebnych do przeszukania grafu G jest nazywana jego
(krawedziowa) liczba przeszukiwawcza i bgdzie w tej pracy oznaczana jako s(G). Jesli k
agentéw wystarcza do przeszukania grafu G, to k agentow wystarcza do przeszukania grafu
G bez dopuszczania do ponownego skazenia krawedzi [2]. Ta wlasciwos¢ nazywana jest
monotonicznoscia.

W dalszej czg$ci pracy uzywana bgdzie poszerzona definicja odgalgzienia, zapropono-
wana w [3]. Niech v begdzie dowolnym przegubem w G. Niech H oznacza dowolng sktado-
wa spojnosci powstala po usunigciu v z G. Odgalezieniem grafu G w wierzchotku v nazy-
wamy podgraf powstaly jako suma H, v oraz wszystkich krawedzi G, incydentnych zaréw-
no z v jak i z jednym z wierzchotkéw w H. Odgalezieniem cyklu C bgdziemy nazywali
dowolne odgatezienie w wierzchotku nalezacym do C, nie zawierajace C.

Lemat 2.1. [1] Niech G' bedzie dowolnym podgrafem grafu G. Wowczas s(G') < s(G).

Wigcej informacji na temat problemdéw gonitwy i ucieczki mozna znalez¢ w [4]. Aktu-
alny przeglad wynikoéw z dziedziny przeszukiwania grafow znajduje si¢ w [5].

2.1. Przeszukiwanie drzew

Wyznaczanie liczby przeszukiwawczej dowolnego grafu jest NP-trudne [6], jednak jej
wyznaczenie jest mozliwe w czasie wielomianowym dla drzew [6]. U podstaw algorytmu
lezy lemat Parsona [1]:

Lemat 2.2. [1] Dla dowolnego drzewa T i liczby catkowitej k, wierzchotkowa liczba
przeszukiwawcza s(T) = k + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w drzewie T istnieje wierzcholek v,
w ktorym istniejq co najmniej trzy rozne odgalezienia o liczbie przeszukiwawczej rownej k.

Sciezke wierzchotkéw, o ktorych mowa w lemacie 2.2, nazywamy aleja. Bardziej for-
malnie aleja drzewa T to Sciezka vy, v,, ..., v, , skladajaca si¢ z przynajmniej dwoch wierz-
chotkow, taka ze w v, i v, istnieje doktadnie jedno odgalezienie z liczba przeszukiwawcza
rowna s(7), a we wszystkich pozostatych istnieja doktadnie dwa takie odgalezienia. Rdze-
niem drzewa posiadajacego liczbg przeszukiwawcza rowna s(7) nazywamy taki wierzcho-
ek, w ktorym wszystkie odgalgzienia posiadaja liczbg przeszukiwawcza mniejsza od s(7).
Rdzen mozemy traktowa¢ jako alejg o dtugosci 0.
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Lemat 2.3. [6] Kazde drzewo T posiada albo rdzen, albo unikatowq aleje.

Warto zauwazy¢, ze rdzen drzewa nie musi by¢ unikatowy. W minimalnym drzewie
(w sensie definicji zaproponowanej w [1]) o danej liczbie przeszukiwawczej, kazdy wierz-
chotek nie bedacy lisciem jest rdzeniem.

Na podstawie lematu 2.3 wszystkie ukorzenione drzewa mozemy podzieli¢ na cztery
kategorie, w zalezno$ci od potozenia korzenia:

1) Typ H — Korzen jest rdzeniem drzewa T.

2) Typ E — Korzen znajduje si¢ w jednym z odgatezien w wierzchotkach krancowych alei
(v; ub v,).

3) Typ I — Korzen jest jednym z wewngtrznych wierzchotkéw alei (v, ..., v,._y).

4) Typ M — Korzen znajduje si¢ w odgalgzieniu w ktoryms$ z wewngtrznych wierzchot-
kéw alei, ale nie na samej alei.

Dla drzewa typu M, M-odgalgzieniem nazywamy odgalezienie alei zawierajace korzen
drzewa. M-odgalezienie zawsze posiada mniejsza liczbg przeszukiwawcza niz cate drzewo.

Na podstawie lematu 2.3 i powyzszego podziatu w [6] zaproponowano algorytm obli-
czajacy liczbg przeszukiwawcza drzewa w czasie liniowym. Algorytm dziata w oparciu
o struktury info(T) = [typ, s, M-info], gdzie typ, odpowiada jednemu z czterech typow wy-
mienionych powyzej, s jest liczba przeszukiwawcza drzewa T, a M-info jest polem pustym
dla drzew typu H, E i1 a dla drzew typu M zawiera strukturg info M-odgal¢zienia drzewa T.
info(T) jest wyznaczane w czasie O(s(7)) na podstawie struktur info dowolnych dwoéch nie-
pustych poddrzew T, posiadajacych doktadnie jeden wspolny wierzchotek w 7. Zapamigtu-
jac konstrukcje struktur info, mozna wygenerowac strategi¢ przeszukiwawcza dla T w cza-
sie O(n logn). Wynik ten zostat poprawiony w [7], gdzie zaproponowano algorytm wyzna-
czajacy strategi¢ przeszukiwawcza drzewa w czasie liniowym.

2.2. Przeszukiwanie kaktusow

Niech G bedzie dowolnym kaktusem z liczba przeszukiwawcza k oraz wyrdznionym
wierzchotkiem zwanym dalej korzeniem. Mowimy, ze G jest typu (¥), jesli istnieje strategia
przeszukiwawcza dla G wykorzystujaca k agentow taka, ze przez caly czas jej trwania jeden
z agentow znajduje si¢ w korzeniu. Kaktus moze by¢ typu (*) tylko wtedy, gdy korzen nie
jest lisciem [3].

Niech graf G’ powstaje z grafu G poprzez dodanie do niego wierzchotka stopnia 1
sasiadujacego z korzeniem. Mowimy, ze G jest typu (**), gdy nie istnieje taka strategia
przeszukiwacza dla grafu G, wykorzystujaca k agentow, ze jesli zostanie ona zrealizowana
w grafie G’, to dodana krawedz pozostanie jedyna skazona krawedzia w G”.

Lemat 2.4. [3] Jesli w danym kaktusie G istnieje cykl, ktorego wszystkie odgalezienia
posiadajq liczbe przeszukiwawczq co najwyzej k, to k < s(G) <k + 2.

Ponizszy lemat nie zostal dostownie przytoczony, jednak jest szczegdlnym przypad-
kiem jednego z lematéw przedstawionych w [3].
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Lemat 2.5. Jesli w danym grafie G istnieje cykl C taki, Ze w przynajmniej trzech
roznych wierzchotkach istniejq odgatezienia, ktorych liczba przeszukiwacza wynosi k, to
s(G) =k + 1.

3. Przeszukiwanie grafow z cyklem centralnym

Zgodnie z obserwacjami przedstawionymi w podrozdziale 2.2, mozliwe jest, by kaktus
posiadajacy liczbg przeszukiwawcza k nie miat rdzenia ani alei, jesli zawiera on cykl spet-
niajacy okreslone warunki. Taki cykl bgdziemy nazywac¢ cyklem centralnym. W kazdym
kaktusie istnieje albo rdzen, albo unikatowa aleja, albo cykl centralny.

,vv AT ”
) Y A A < N

a) Rdzen b) Aleja c) Cykl centralny

Rys. 1. Czyszczenie kaktuséw za pomoca k+1 agentow
Objasnienia w tekscie

Lemat 3.1. Niech dany kaktus G posiada liczbe przeszukiwawczq s(G) = k. Dla dowol-
nych dwdch lisci v, i v,, incydentnych odpowiednio z krawedziami e, i e, mozliwe jest prze-
szukanie kaktusa G za pomocq k+1 agentow tak, by e, zostata wyczyszczona jako pierwsza
a e, jako ostania.

Dowod: Latwo zauwazy¢, iz analogiczny lemat zakladajacy wykorzystanie k+2 agen-
tow jest prawdziwy. Pierwszy agent czySci e, i zatrzymuje si¢ w wierzcholku sasiadujacy
z v,, drugi zostaje umieszczony w wierzcholku sasiadujacym z v,. k agentéw czySci pozo-
stata cze$¢ grafu, a nastgpnie drugi agent przemieszcza sig do v, czyszczac e,.

Jesli kaktus G posiada rdzen (rys. 1a), to odgalgzienie w rdzeniu zawierajace wierz-
chotek v, posiada liczbg przeszukiwawcza co najwyzej k—1. Mozna je wigc wyczyScic, roz-
poczynajac od e, a konczac na krawedzi incydentnej z rdzeniem. Nastgpnie mozna wyczy-
Sci¢ wszystkie odgalezienia niezawierajace e,. Odgalezienie w rdzeniu zawierajace e, po-
siada liczbe przeszukiwawcza co najwyzej k—1, wigc moze teraz zostaé wyczyszczone tak,
by e, zostata wyczyszczona jako ostatnia.

Jesli G posiada alejg (rys. 1b) mozna postapi¢ analogicznie. Najpierw mozna wyczy-
sci¢ odgalezienie w wierzcholku alei zawierajace v, jako pierwsza krawedz czyszczac e,
a konczac w wierzcholtku alei. W wierzchotku tym istnieja co najwyzej dwa odgatezienia
z liczba przeszukiwawcza k. Jeden agent pozostaje w miejscu, a pozostali czyszcza odgate-
zienia niezawierajace v,. Agenci nastgpnie przemieszczaja si¢ wzdhuz alei, czyszczac
wszystkie odgalezienia, az dotra do wierzchotka, w ktorym odgalezienie zawiera v,. Liczba
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przeszukiwawcza tego odgalgzienia jest mniejsza od k. Jeden z agentdw pozostaje w tym
wierzchotku, a pozostatych k agentéw czy$ci odgalezienia niezawierajace v,. W koncu
czyszczone jest odgalezienie zawierajace v,, zaczynajac od krawedzi incydentnej z aleja,
a koficzac na e,.

Jesli G nie posiada rdzenia ani alei, to musi posiada¢ cykl centralny (rys. 1c). Odgalg-
zienia cyklu centralnego C, posiadaja liczbg przeszukiwawcza co najwyzej k—1. W pierw-
szej kolejnosci agenci czyszcza odgalezienie zawierajace v, kofczac na krawedzi incy-
dentnej z wierzchotkiem cyklu C. Nastepnie agent a, pozostaje w miejscu, a, przemieszcza
si¢ wzdtuz C, az dotrze do wierzchotka, w ktorym odgalezienie zawiera v,, a pozostatych
k-1 czysci wszystkie odgalezienia w wierzchotkach odwiedzanych przez a,. Nastgpnie,
w kierunku przeciwnym do a,, po C przemieszcza sig a, i wszystkie pozostate odgaltgzienia
czyszczone sa W sposob analogiczny. W koncu agenci czyszcza odgalgzienie zawierajaca
v,, zaczynajac od krawedzi incydentnej z cyklem centralnym, a koficzac na e,. O

3.1. Grafy typu (*¥)

Lemat 3.2. Wyczyszczenie grafu G tak, by dana krawedz e zostala wyczyszczona jako
pierwsza, mozliwe jest wtedy i tylko wtedy, gdy mozliwe jest wyczyszczenie G tak, by e
zostata wyczyszczona jako ostatnia.

Dowdd: Poniewaz rozwazamy jedynie strategie monotoniczne, wystarczy zauwazyc¢,
ze jesli wszystkie ruchy strategii czyszczacej zostana wykonane w odwrotnej kolejnosci,
przy czym je$li w danym ruchu agent przemieszczat si¢ z wierzchotka v, do v,, to przemie-
Sci sig z v, do v,, to rowniez wykonana zostanie strategia czyszczaca. O

W [3] zdefiniowana zostata klasa grafow (¥*). Warto zauwazy¢, ze jesli korzen kaktu-
sa G jest liSciem, to klasa graféw (**) jest tozsama z klasa grafow, dla ktorych istnieje
strategia przeszukiwacza, wykorzystujaca s(G) agentéow, w ktorej krawedz incydentna
z korzeniem jest czyszczona jako ostatnia. Zgodnie z lematem 3.2 nie istnieje rOwniez stra-
tegia, w ktorej krawedz ta jest czyszczona pierwsza.

Lemat 3.3. Niech G bedzie dowolnym kaktusem, zawierajacym przynajmniej jeden
wierzcholek stopnia 1. Niech r bedzie wyroznionym korzeniem stopnia 1. Jesli G jest typu
(%), to w kazdej strategii przeszukiwawczej wykorzystujqcej s(G) agentow, krawedz e incy-
dentna z korzeniem musi zostac¢ wyczyszczona pomiedzy pierwszym a ostatnim momentem,
w ktorym w G znajdzie sie s(G) agentow.

Dowdd: Zgodnie z dowodem lematu 3.2 wystarczy pokazaé, ze e nie moze zosta¢ wy-
czyszczona, zanim w G znajdzie si¢ s(G) agentow. Zaldozmy, ze istnieje strategia przeszuki-
wawcza P, w ktorej tak si¢ dzieje. Mozna skonstruowac strategi¢ P’, w ktorej najpierw
czyszczona jest krawgdz e, po czym jeden z agentdw pozostaje w wierzchotku incydentnym
z korzeniem. Pozostatych k&—1 agentéw kontynuuje strategi¢c P, a od chwili, w ktorej kra-
wedz e zostata wyczyszczona w P, wszyscy agenci kontynuuja strategi¢ P. P’ zapewnia wy-
czyszczenie grafu, wige G nie jest (**). O

Lemat 3.4. Niech G bedzie dowolnym kaktusem, zawierajqcym przynajmniej jeden
wierzchotek stopnia 1. Niech r bedzie wyrdoznionym korzeniem stopnia 1. Jesli G zawiera
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rdzen, to nie jest typu (¥*). Jesli G zawiera aleje, to jesli G jest typu E to nie jest (¥%),
a w przeciwnym wypadku G jest typu (*¥).

Dowad: Jesli G posiada rdzen, lub posiada alejg 1 jest typu E, to liczba przeszukiwaw-
cza odgalezienia w rdzeniu lub krancowym wierzchotku alei, zawierajacego r, posiada licz-
bg przeszukiwawcza mniejsza od s(G). Zgodnie z lematem 3.1 mozemy przeszukac je, za-
czynajac od dowolnej krawedzi i konczac w rdzeniu lub w krancowym wierzchotku alei.
Wszystkie odgal¢zienia w rdzeniu posiadaja liczbg przeszukiwawcza mniejsza od s(G).
Krancowy wierzcholek alei posiada doktadnie jedno odgalgzienie z liczba przeszukiwaw-
cza rowna s(G), ale moze ono zosta¢ wyczyszczone poprzez przemieszczanie jednego
agenta wzdtuz alei i czyszczenie wszystkich odgatgzien w wierzchotkach alei, niezawiera-
jacych kolejnego wierzchotka alei, przez pozostalych s(G)-1 agentow.

W przeciwnym razie, poniewaz korzen jest stopnia 1, G nie moze by¢ typu H ani 1.
G jest wigc typu M. Niech v; oznacza wierzchotek alei, w ktérym ukorzeniony jest kaktus
zawierajacy r. Zgodnie z definicja alei w v; istnieja doktadnie dwa odgalezienia, ktorych
liczba przeszukiwawcza wynosi s(G). W chwili, gdy po raz pierwszy w jednej z nich zosta-
nie rozmieszczonych s(G) agentow, w grafie pojawi si¢ niestrzezona $ciezka migdzy krawe-
dzia incydentna z r a skazonymi krawedziami w drugim z odgat¢zien. Poniewaz rozwaza-
my jedynie strategie bez ponownego skazenia krawgdzi, nie jest mozliwe wyczyszczenie G,
rozpoczynajac od krawedzi incydentnej z r. O

3.2. Kaktusy podkubiczne z cyklem centralnym

Graf kubiczny, to dowolny graf regularny stopnia 3. Grafem podkubicznym nazywa-
my dowolny podgraf grafu kubicznego. W tym podrozdziale rozwazamy kaktusy podku-
biczne. Nalezy zauwazy¢, iz dla tej klasy graféw w kazdym wierzchotku cyklu jest co naj-
wyzej jedno odgalezienie. Dla kaktusow podkubicznych zadne odgalezienie nie jest typu (*),
poniewaz zaden wierzchotek nie nalezy do dwoch cykli.

W dalszej czgéci k bedzie oznaczato najwigksza z posrod liczb przeszukiwawczych
odgatezien cyklu centralnego. ¢,< £,< ... <t_oznaczaja momenty realizacji strategii przeszu-
kiwawczej, w ktorych k agentéw po raz pierwszy znalazto si¢ w odgalezieniu cyklu
w wierzchotkach, odpowiednio, v,,v,,...,v,, poza wierzchotkiem nalezacym do cyklu. Od-
galgzienia te sa oznaczone jako B, B,, ..., B, i posiadaja liczbg przeszukiwawcza k.

Rys. 2. Cykle z dwoma i z pigcioma odgal¢zieniami z liczba przeszukiwawcza k.
Odgalezienia oznaczone jako B, to dowolna kombinacja odgatezien B, B,, B4i Bs
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Lemat 3.5. Dany jest kaktus podkubiczny G z cyklem centralnym. Jesli istniejq
co najwyzej 2 odgalezienia cyklu centralnego z liczbq przeszukiwawczq rowngq k, to
s(G)<k+ 1.

Dowdd: Niech agent a, zostanie umieszczony w wierzchotku v,. Pozostatych k agen-
téw czysci B,. Nastegpnie agent a, przemieszcza sig¢ wzdhuz cyklu centralnego, az dotrze do
wierzchotka v, w ktorym znajduje si¢ odgalezienie z liczba przeszukiwawcza k, a pozosta-
tych k—1 agentow czySci odgalezienia w wierzchotkach odwiedzanych przez a,. Jesliv = v,,
to graf zostal wyczyszczony. Jesli nie, to v = v,. a, pozostaje w v,, a a, przemieszcza sig
wzdhuz cyklu centralnego w kierunku przeciwnym do a,. Pozostatych k-1 agentow czysci
wszystkie odgalezienia w wierzchotkach odwiedzonych przez a,. Gdy a, dotrze do v, to
pozostaje w nim, a pozostatych k agentow czysci B,. O

Lemat 3.6. Dany jest kaktus podkubiczny G z cyklem centralnym. Jesli istnieje nie
mniej niz 5 odgatezien cyklu centralnego z liczbq przeszukiwawczq rowng k, to s(G) = k+2.

Dowdd: Rozwazmy dowolng strategi¢ czyszczaca G, bez ponownego skazenia krawe-
dzi. W chwili t; w odgalezieniach B, i B; znajduje si¢ przynajmniej po jednej skazonej
krawedzi, a w B, i B, przynajmniej po jednej czystej krawedzi. W G istnieja jednak dwie
wierzchotkowo roziaczne Sciezki migdzy B, U B, a B, U Bs. W chwili ¢, jeden agent nie
moze wigc zapewni¢ by nie doszto do ponownego skazenia. Mamy wige s(G) = k+1 i zgod-
nie z lematem 2.4 s(G) = k+2. O

Lemat 3.7. Dany jest kaktus podkubiczny G z cyklem centralnym. Niech istniejq co
najmniej 3 odgatezienia cyklu centralnego z liczbq przeszukiwawczq k, a s(G) < k+2. Niech
t, oznacza chwile, w ktorej wyczyszczona zostaje pierwsza z krawedzi nalezqcych do cyklu
centralnego, e. Wowczas t,> 1.

Dowdéd: Dowdd analogiczny do dowodu lematu 3.6. W G istnieja dwie wierzchotkowo
rozlaczne Sciezki migdzy B, U B, a pierwsza wyczyszczong krawedzig. O

Tabela 1 przedstawia mozliwe wartosci liczby przeszukiwawczej dowolnego kaktusa
podkubicznego G, w ktérym istnieje cykl ktorego odgalgzienia posiadaja liczbg przeszuki-
wawcza co najwyzej k, w zalezno$ci od ilosci tych odgatezien. Zawarto$¢ pol tabeli wynika
bezposrednio z lematow 2.4, 2.5, 3.51 3.6.

Tabela 1
Mozliwe wartosci s(G), w zaleznosci od ilosci odgatgzien cyklu,
posiadajacych liczbg przeszukiwawcza k

Ilos¢ odgatezien k k+1 k+2
1 Mozliwe Mozliwe Nigdy
2 Mozliwe Mozliwe Nigdy
3 Nigdy Mozliwe Mozliwe
4 Nigdy Mozliwe Mozliwe
5+ Nigdy Nigdy Zawsze
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