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Streszczenie. W pracy zaproponowano rownanie wigzow opisujacych punktowy
kontakt pomigdzy ukladem wielocztonowym i nieruchoma krzywka. Réwnania
potozenia punktu ukladu wielomasowego polaczono z réwnaniem opisujacym
profil krzywki. Z réwnan predkos$ci i przyspieszen punktu wyznaczono pierwsze
i drugie pochodne rownania wigzéw. Analizg rozszerzono o zagadnienie dynamiki
ukfadu z  wigzami. Przedstawiono wyniki przykltadowych symulacji
komputerowych. Ograniczono si¢ do analizy uktadow plaskich. Metode tatwo
rozszerzy¢ do ukladoéw przestrzennych.

1. WSTEP

Formulowanie réwnan wigzow to jedno z waznych zadan w procesie przygotowywania
modelu ukladu wielocztonowego. Nalezy podkresli¢, ze zagadnienia dynamiki ukladow
o strukturze drzewa sa opracowane szczegdélowo. Istnieje obszerna literatura obejmujaca
migdzy innymi kilkadziesiat pozycji ksiazkowych. Przyktadem sa tu pozycje [1-5]. Uog6lnienie
zagadnien dynamiki zamknigtych fancuchéw kinematycznych jest trudniejsze. Glowny powod
to mnogos$¢ form mozliwych do przyjecia przez wigzy. Tylko nieliczne typy wigzow zostaty
opisane szczegdlowo. Najczesciej opisywano wigzy reprezentujace pary: sferyczna, obrotowa
i postgpowa. Ich opisy znajdziemy w cytowanych juz pracach [1-5]. Inne spotykane typy
wigzOw to wigzy reprezentujace pary cylindryczne i §rubowe [1, 5], bezmasowe prety [2, 4],
przegub Cardana [3, 5], styk dwdch plaszczyzn [5], styk koto/grunt [7], styk kolo/szyna [6],
punktowy styk dwoch cial [5], przektadnie [2, 4]. Osobnym zagadnieniem sa wigzy kierujace.
Omowienie tego zagadnienia mozna znalez¢ w pracy [1].

Zagadnienie kontaktu ukladu wielomasowego i krzywki prezentowane jest sporadycznie.
Przyktadowe réwnanie wigzow znajdujemy w pracy [4]. Pochodne rownania wigzéw nie sa
tam omawiane. Analiz¢ ograniczono do ukladu skladajacego si¢ z obracajacej si¢ krzywki
i pionowego popychacza polaczonego z ostoja za pomoca pary postgpowej lub obrotowe;.
Analiz¢ bardziej rozbudowanego ukladu przedstawiono w pracy [8]. Stykajacymi si¢
elementami sa dwie krzywki. Do opisu ich powierzchni wykorzystano odcinakowo ciagle
funkcje wspotrzednych biegunowych. Obydwie krzywki sa tu elementami ruchomymi.
Metodologicznie, model ten nawiazuje do modelu styku cial, jaki zaprezentowano w [5].

W pracy ograniczono si¢ do opisu styku krzywki i ostrza popychacza. Roéwnania
wyznaczono w ukladzie wspotrzgdnych zwiazanym z krzywka. Przeanalizowano zachowanie
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ukladu plaskiego. Praca jest punktem wyjscia do analiz poswigconych wigzom opisujacym
kontakt ostrza i krzywki tréjwymiarowe;.

Prace podzielono na siedem rozdzialdw. W rozdziale drugim przedstawiono réwnania
wigzéw. Rozdzial trzeci poswigcono omodwieniu pochodnych réwnan wigzow. Rozdziat
czwarty 1 piaty omawiaja kolejno: dynamike ukladu wielomasowego o strukturze drzewa oraz
dynamik¢ uktadu z wigzami. W rozdziale szostym zaprezentowano model i wyniki
przyktadowych obliczen. Najwazniejsze wnioski zaprezentowano w rozdziale siodmym.

2. ROWNANIE WIEZOW OPISUJACE STYK OSTRZA I KRZYWKI

W rozwazanym zagadnieniu wymuszamy ruch punktu ukladu wzdhiz zadanej trajektorii.
Trajektoria ta realizowana jest przez wigzy materialne (krzywkeg — rys. 2). Istnieje tu istotna
roéznica w stosunku do klasycznego zagadnienia ,,planowania trajektorii ruchu koncéwki” [1].
Zagadnienie ,planowania trajektorii” polega na narzuceniu przebiegdéw czasowych dla
wszystkich wspotrzednych kartezjanskich punktu. W przypadku uktadu ptaskiego opisuja to
dwa réwnania wigzéw. Obecne podejscie prowadzi do jedynego rownania wigzow. Opisuje
ono odlegtos$¢ od krzywki. Pozycja na krzywce nie jest narzucona. Wynika z dynamiki.

struktura
wielocztonowa

koricowy element

Rs
I
X
/z 0

ciato odniesienia

punkt kontaktu ptaska krzywka

Rys. 1. Analizowany ukiad: kontakt krzywki i ostrza (a); struktura wielocztonowa (b)

Przyjeto nastgpujace zalozenia: manipulator jest plaski; kinematyke modelu opisujemy
we wspotrzednych ztaczowych; element koncowy $lizga si¢ po nieruchomej krzywce; krzywka
oraz popychacz sa nieodksztalcalne; mozliwy jest poslizg w punkcie styku. Zaletami modelu
sa: model kontaktu jest spojny z zalozeniami dynamiki ukladow wielocztonowych
(nieodksztatcalnos¢ czlondéw); daje mozliwos¢ operowania wigkszymi krokami catkowania
(w stosunku do modelu odksztatcalnego). Wada jest zgoda na nieskonczenie duze naprgzenia
w punkcie kontaktu. Stworzony model stanowi wazne odniesienie dla bardziej szczegélowych
rozwazan.

Przyjeto, ze polozenie punktu manipulatora opisuja rOwnania:

xAzfl(q) , yA:fz(q)n (D

gdzie: x4 , y4 - wspotrzedne kartezjanskie polozenia punktu; q — wektor wspotrzednych
zlaczowych manipulatora.

Poniewaz punkt manipulatora styka si¢ z krzywka, obowiazuje dodatkowa zalezno$¢
Ya=Li(x,), ()

gdzie: f; — funkcja opisujaca profil krzywki.
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Prowadzi to do rOwnania wiezow:

h(q)=1,(a)- fi(£(q))=0. 3)

3. POCHODNE ROWNANIA WIEZOW
Po wprowadzeniu réwnan wigzow nie wszystkie elementy wektora g mozna traktowac jako

niezalezne. W celu eliminacji predkosci 1 przyspieszen wspotrzednych zaleznych, wyznaczamy
pierwsza i druga pochodna réwnania wiezéw. Rézniczkujac (1) oraz (2), uzyskamy:

of, . of, . 0
i=l:nYY i=1:n 04 y

gdzie: vy , v,4 - wspolrzedne kartezjanskie predkosci punktu.
Pochodna réwnania (3) (relacje miedzy predkosciami wspotrzednych zlaczowych) zapisujemy

0 0 0
Zﬁ.inL.Zi.'i. (5a)
i:l:naqi ﬁxA i=l:n6q,'

Wykorzystujac zapis macierzowy, rownanie (5) przyjmuje postaé

Jamo J:(Jz—af«.aj ,- J,:[Jl,.l{ﬂ ,- Jzz[JQ,J:P’Q] (5b)
ox 0q

4 i oq,
Uzyskanie drugiej pochodnej rownania wigz6w wymaga operowania pochodnymi z rownan
(4) oraz (5). Przyjmuja one postaé:

axA:(J1'q)q'q+J1'q ; ayA:(JQ'q)q'q+J2'q 3 (Jk'q)qi:aiq'("lk'q)’ (6a)
o' f. af.
a,= (8xA;2 'va +£'am > (6b)

a zatem druga pochodna rownania wiezéw (3) (relacje migdzy predkosciami wspotrzednych
zlaczowych) zapisujemy

(Jz—gﬂ-JlJ-d{(JQ-q)q-d—aﬂ-(J,-q)q-o':— e -(J,-q)-(J,-q)}O- )
X ox, (0x,)

Po podstawieniu symboli zaproponowanych w réwnaniu (5b) otrzymujemy
V-q),-g+J-G=0

(0-%0) o v wd - g -0 a0 @
T IR T I AU e SR WA G
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4. DYNAMIKA UKEADU WIELOCZELONOWEGO BEZ WIEZOW

Uktad zbudowano z nieodksztalcalnych cial oraz par postgpowych i obrotowych o jednym
stopniu swobody. Uktad posiada forme tancucha kinematycznego. Lancuch rozpoczyna si¢ od
nieruchomego ciala odniesienia. Ciala uktadu numerujemy. Cialu odniesienia nadajemy numer
zero. Pozostale ciata tancucha numerujemy w kolejnosci nastegpowania w tancuchu (rys. 1b).

Wyprowadzamy réwnania opisujace predkosci i przyspieszenia srodkéw masy ciat oraz
predkosci 1 przyspieszenia ruchu obrotowego cial. Predkosci i przyspieszenia wyznaczamy
wzgledem nieruchomego ciala odniesienia. Sa one liniowymi kombinacjami wektorow
czastkowych. Ich wspofczynnikami sa predkosci i przyspieszenia wspotrzednych ztaczowych.
Kombinacje takie mozna zapisa¢, wykorzystujac zasady rachunku macierzowego:

d'=A¥.q ; I'=A".q ; &'=A¥ . g+o" ; F=A".g+i", (9

gdzie: @' - predko$é katowa czlonu i; X' - polozenie $rodka masy cztonu i; A" ; A% -
macierze ktérych elementami sa wektory; o "*; X" - wyrazenia wzoru na przyspieszenia

niezalezne od przyspieszen wspotrz¢dnych ztaczowych.

Roéwnania dynamiki uzyskujemy, rozcinajac pary kinematyczne. W miejscach przecigcia
pojawiaja si¢ sity i pary sit reakcji. Dynamike ciat opisuja: 11 zasada dynamiki Newtona (ruch
postepowy) oraz rownania Eulera (ruch obrotowy). Otrzymujemy [2]:

m'.;_C:CZZ(f:lfa ; @X(i'@)+;'5zzzzlgc+25:1aXio" (10)

gdzie: X. — przyspieszenie liniowe $rodka masy ciata; 7, - sila zewnetrzna; 7,. - zewngtrzny

moment sil, okreslony wzgledem srodka masy ciala; 7, - wektor okre$lajacy potozenie punktu
przylozenia sily (wzgledem $rodka masy ciala).

Rys. 2. Uklad wielocztonowy: obciazenia ciala (a); wektory geometrii uktadu (b)

W ukiadzie wielocztonowym réwnania (10) taczymy z réwnaniami (9) wszystkich czionow.
Grupujac wyrazenia poprzedzajace przyspieszenia wspotrzednych ztaczowych, otrzymamy [2]:

B -G+m' -X*@@)=f"+3, [

(11)
R2i g =i T i) T iR N 7z =i ~ij UFJ
B* .G+& x(l @ )+I 0"*(q.q)=1 +Z,-E{,-,,-+}t +Z,-E{,-,,-+}” xf7,
gdzie: B™, B> - macierze ktérych elementami sa wektory.
Z réwnan czlonu i wyznaczane sa oddzialtywania w wezle poprzedzajacym. Nastepnie

przeksztalcane sa tak, aby nie zawieraty symboli oddzialywan ciat o numerach wigkszych niz i.
Jest to mozliwe, gdy wyznaczanie rownan dynamiki rozpoczynamy od koncowego cztonu
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fancucha. Rownania innych ciat uzyskujemy droga iteracji zstepujacej. Symbole oddziatywan
sasiedniego ciata o numerze wigkszym sa zastgpowane wzorami wyznaczonymi w poprzednim
kroku. Proces powtarzamy az do uzyskania réwnania czlonu (. Po tej operacji, rOwnania
zapisujemy w postaci [2]:

fi=C".g+D" +E" i'=C¥.q+D¥ +E¥ (12a)
gdzie:
cv :z“g/é” 2 D" 221.1g1m1 - ; E" :_ZI.islf—‘:J ; c* :z“g/[éu +(Zk.i£k£1ik] )X éf”] : (le)
52”' :z].iél[(bl X(I:] (Z)])+1:] -((;)]’R +m] '(Zk.lékéll-k] )X‘;]}R:I; Ez’i :_21.1&1[;” _(Zk.iékéll-k])xf-‘:}]] :

Tylko jedna ze sktadowych oddziatywan (12a) (sity lub pary sit) zawiera sktadowa aktywna.
Odnajdujemy ja, rzutujac oddziatywania na kierunek przemieszczenia poprzedzajacej pary
kinematycznej. Elementy roéwnan grupujemy w macierzach. Uzyskujemy [2]

M(q)'q+F(qaq)+Q(q7q7fe7te’I)203 (13)

gdzie: M -macierz mas, F —wektor zawierajacy pozostale efekty bezwladnosciowe
(niezalezne od przyspieszen wspotrzednych zlaczowych); Q — wektor zawierajacy efekty
oddziatywan zewngtrznych.

5. DYNAMIKA UKEADU WIELOCZELONOWEGO Z WIEZAMI

Roéwnania dynamiki ukladu z wigzami przyjmuja posta¢ rozniczkowo-algebraiczna.
Przeprowadzana jest operacja rozlaczania zamknigtych tancuchéw kinematycznych.
Rozniczkowe réwnania dynamiki (13) ukladu rozlaczonego taczymy z algebraicznymi
réwninami wigzow (3). Rownania dynamiki ukladu rozlaczonego rozszerzamy o wyrazy
reprezentujace reakcje. Korzystajac z rownan Lagrange’a I rodzaju, otrzymujemy [9]:

M@ .-G +F(@q.q)+Q(q".q".f,.t,.n+J"(@)-A=0 ; h(@)=0, (14)

gdzie: J - jakobian macierzy h; A - macierz kolumnowa mnoznikéw Lagrange’a; ¢ - macierz
wspotrzednych ztaczowych uktadu rozcigtego.

Liczba elementéw macierzy q jest wigksza niz liczba stopni swobody ukladu. Elementy
macierzy q dzielone sa na zalezne v oraz niezalezne u. Zalezne usuwane sa metoda opisana
w [9]. Rozpoczynamy od numerycznego rozwiazania nieliniowej funkcji h:

v=h"(u, ) gdzie q=1[u, v]. (15)

Nastepnie czg$¢ algebraiczna réwnania (14) jest rozniczkowana. Otrzymywane sa liniowe
roéwnania (5b, 8) wiazace predkosci i przyspieszenia wspotrzedney zlaczowych. Rownania te
rozwiazywane sa algebraicznie w celu uzyskania relacji przedstawiajacych predkosci
1 przyspieszenia wspotrzednych v [9]:

v=-J'-J u- ; v=-J'-J d+J'-A (16)
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Pozwala to na eliminacj¢ wektora v z czg$ci rozniczkowej rownania (14). Otrzymujemy
M(u,t)-i+Fu,u)+Q(u,u,f,t,t)+J" (u)-A=0. (17)

Posta¢ ta sklada si¢ z »n rownan. Zaleza one od (mn-w) niezaleznych wspotrzednych
zlaczowych ukladu z wigzami. Z roéwnania (17) mozna wybra¢ w rownan, ktore postuza do
wyznaczenia w niewiadomych A. Uzyskane zaleznoS$ci okreslajace mnozniki A wstawiane sg do
niewykorzystanego fragmentu rownania (17). Prowadzi to do rownan dynamiki postaci [9]

M(u,t)-i+F (u,u)+Q (u,uf,,t, t)=0, (18a)

gdzie: M =M, M, 9] J,-d] () (M, -M,, 97 -,);
F =F, -M, -J,-A-J.(0;f(F, -m, -J,-A); (18b)
Q' =Q

. e,
6. WYNIKI OBLICZEN
Analizowany uklad wieloczlonowy przedstawiono na rys. 2b. Sklada si¢ on z 4 czlonow
potaczonych kolejno: para obrotowa; para obrotowa; para postgpowa; para obrotowa.

Parametry czlonow podano w tabeli 1. W parach umieszczono elementy sprezysto-thumiace.
Przyjeto sztywnosci: k,=15; k;=40; k,~18 [N/m] oraz thumienia: c¢,=1; ¢;=1; c,=1 [Ns/m].

Tabela 1. Parametry czlonow

Nr czlonu dhugos¢ [m] masa [kg] Moment bezwt. [kg m’]
1 0,3 1 0,10
2 0,1 0,5 0,01
3 0,3 1 0,10
4 0,3 1 0,10

Przeprowadzono seri¢ testow dla roznych profili krzywki. Calkowano numeryczne
roéwnania dynamiki. Jako pierwszy przetestowano wklgsty profil krzywki. Opisuje go rownanie
yx) = -0,595x + 0,5x" + 0,5x". Na rys. 3 przedstawiono uzyskane przebiegi czasowe
przemieszczen w wybranych parach kinematycznych. Na rys. 4 zaprezentowano wybrane
polozenia manipulatora.

O
~—

przesuniecie prowadnicy potozenie na krzywce

a) para obrotowa pomiedzy ciatami 3 i 4
0,06

o
N
(@)
~
o
©

0,03 0,5

o
[N}

0,2

przemieszczenie [rad]
przesunigcie [m]
Wspétrzgdna y [m]

00 02 ‘ ‘ ‘ o
0 05 1 15 05 1 1,5 ' 05 1 15
czas [s] czas [s] czas [s]

Rys. 3: Uzyskane przebiegi czasowe: obrot w przegubie pomigdzy ciatami 3 i 4 (a);
przesunigcie w prowadnicy (b); pozycja punktu styku na krzywce (c)
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a) b) c)

0.6 t=0s 06 t=0,5335s 0.6/ t=1,5335s

04 04 04

0.2 02 0,2

0 0 0

027, 02 04 06 08 % g 02 04 06 08 % o 02 04 06 08

Rys. 4: Wybrane polozenia — profil krzywki: y = -0,595-x + 0,5x*+ 0,5:x’

Nastepnie przetestowano profil wypukly. Jego rownanie to: y(x)=-0,357-x— 0,3-x"— 0,3x’.
Na rys. 5 przedstawiono uzyskane przebiegi czasowe przemieszczen w wybranych parach
kinematycznych. Na rys. 6 zaprezentowano wybrane potozenia manipulatora.

a ) 02, para obrotowa pomiedzy ciatami 3i 4 b) przesuniecie prowadnicy C) potozenie na krzywce
04 06

T —_ =
% % ~ 0.4
2 g 02 2
$ 02 < S
- N
5 g 5 02
0 N Q
X = 0 7]
o a =
o

0,4 0

0,2

0 0,5 1 15 0 0,5 1 15 0 0.5 1 15
czas [s] czas [s] czas [s]

Rys. 5: Uzyskane przebiegi czasowe: obrot w wezle pomigdzy ciatami 3 i 4 (a); przesunigcie
w prowadnicy (b); pozycja punktu styku na krzywce (c)

Poréwnujac wyniki przedstawione na rys.4 z wynikami przedstawionymi na rys. 6,
zauwazamy, ze krzywke wypukla wyrdznia wystgpowanie duzych przemieszczen w wezle
pomigdzy cialami 3 i 4. W krzywce wklgstej przemieszczenia te praktycznie nie wystepuja.

a) b) c)
06/ t=0s 06 =0,5127 s 0.6f t=0,9827 s
04 04 Z

02 0,2

& )

0.6 t=1,2127s 0.6 t=1,3427s

-0,2

B -0,2
0 0,2 0,4 0,6 0.8 ’ 0 0,2 0,4 0,6 0.8 0 0 0,2 0,4 0,6 0.8

Rys. 6: Wybrane polozenia uktadu — profil krzywki: y = 0,357-x — 0,3-x°— 0,3-x’
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7. WNIOSKI

Metody analizy ukladu wielocztonowego sa uzytecznym narzg¢dziem analizy dynamiki
mechanizméw, w tym mechanizméw krzywkowych. Znajomo$¢ kinematyki mechanizmu
potaczona ze znajomos$cia geometrii krzywki pozwala na sformulowanie réwnan wigzow
opisujacych ruch po krzywce. Podatnos¢ elementéw mechanizmu popychacza moze migé
istotny wplyw na dzialanie calego mechanizmu krzywkowego. W skrajnych przypadkach
podatnos¢ ta moze doprowadzi¢ do niewtasciwego dziatania mechanizmu krzywkowego.
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DYNAMICS OF A MULTIBODY SYSTEM
UNDER CONSTRAINTS EXPRESSING A PUNCTUAL
CONTACT BETWEEN THE SYSTEM
AND A CAM FIXED IN POSITION

Summary. The paper presents a formula for a cam/follower contact in
a multibody system. Kinematic equations of the multibody structure are combined
with the profile equations. From velocity and acceleration formulas, first and the
second derivatives of the constraint equations are composed. The kinematical
considerations are extended and the dynamics of such systems is expressed. Then,
some exemplary, numerical calculations are presented in the paper. Restriction to
a planar system is imposed. Regardless of these restrictions, the constraint
equations can be easily extended to the 3D cases.
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