
����������	
	��

	
	���	
�	
	������	�

� ������������	 !�"���#	����!$�	��%�$���&'	�	��!���'����	(�����&'

)*�

�$������+	�,	�������'����#	��$��	�-.����

�������	�
�����
��
����

����������������������
����������������
�
���������

������
��������

�$�.����	���$���	/$�!�'����	�!%$�'�01	��$��	'�2���1	$��2	'	3���-	'�4&5��������

�4�5e���"��',	6����%�	������$�'����	 /$�!�'����	 �	4�'��$����'����	��2��	3�'��5�'���
'����	.�7	$������'���	��	4����1	��0��'�����	�!�.����	��-��	�	��������,

8	'�$-�����	4�������	����	!�	���������	�	$&3����	$�!��0���	��2��	3�'��5�'���9

4�3�$�#	4�'�!���#	 ����������������	 $���	 ��4,	 :�!���3�#	��0��2/���0	'���24-01	4�3�$�	 ���-

�	!����%�	�����0���	�$���-5	4�/'�2����	0���	���$!���'���-	4$���	�!!���5&'	��$�3�	4�3�$;

��0	'����1����	 �	 ���	 ��%$�3e����,	8	 !������	 ��1%-	 .2!�����	 4��5-%�'���	 ��2	 �	 0�!��0
��$���	��$������%�1	4�3�$����1#	�	!$-%��0	02������	���$�%�'����	��!�",

:��	!��1!#	��%�!�����-	���-	4�/'�2����	���'����	-'�%�	<)#	�#	=#	
�>,	(1	��	�$���-5�

%5&'���	�-�o$&'	%$������#	��/	�����0���	4$���	0���	4$�'!�4�!�.���	4��$'��1	4-.�����01	��
���	�����	'	02���-	4������,

(�$-��-$�	!�����0	��2/��	�$���-5-	0���	����24-01��,	8	����24���	4-�����	4$��!���'���

��!��	������������	��%�!������#	�	����24���	4$��!���'���	!�������	'�131��	��2	�	4$�.��;

���	���.���%�	%�������	4�3�$-,	8	4-�����	)	!�������	4$��%�1!-	�+����'����	����!	.-;

!�'�	��$����%$��&'	��0�$&������#	��/	'	4-�����	?	��&'���	'���������'�	�	���'����;

�����'�	����!�	 .-!�'�	 ��$���o%$��&'	���������-01����	 ��',	 /$�!��	 ����	 4$��45�'-,
8	 �����������0	 +�$���	 4$��!���'���	'������	'�����01��	 �	 !�/'��!���"	 ���4-��$�'���#

�'�1������	�	����	��%�$������,	�$��2	��"�����	-'�%���	��	�����	������	��3��'���	��;

�����'�"	!��	4$��02��%�	��!��-	���$�%o'����	��!�"	-'�$-���'�����	�����'�,

����
������ ��� �����

��5&3��#	 3�	 4�!4�����#	 /'��!����	 �-.	 ���#	 $�������5	 '	 �����	 �����	 @$&!�5	 �%��a, po
czym zawia!���5	�	���	+�����	.$�%�!2	��$�3�	4�3�$��0,	��!�����	������	0���	!��4�����$�



)*A �$������+		�,	�������'���#	��$��	�-.���

0���	 ��4����'����	 �����0	 ����0��/��	 %�������	 ����	 �%����#	 �.�	 ������	 ��5�0	 ���0�	 .�5�	 ���

������	 0��	 ��	 ��3��'�,	 ���5-%-01�	 ��2	 02������	 ���$�%�'����	 ��!�"#	 .$�%�!2	 ���'����

4$�����$��#	������/7	%�������	 0�!��%�	�%�����	�%���	B	��!�����#	��/	����	4��$��.��	!�

-��"������	��0	������/��	B	������	4$���'�$�����	!���%�	��!����,

C�	 ���.��/7	 $��4$����$��������	 ��2	 4�3�$-	 '45�'�01	 �����	 ��������#	 0��9	 '�����/7

�%���#	 $�!��0	 4�!5�3�#	 $�!��0	 -3���%�	 ��4������#	 '�$-���	 4�%�!�'�#	 ��4�%$�+��	 ��$��-

�	 ��5�	'���$-,	C����&$�	�	����	��01	���$����$	�������	'	������#	 ����	�1	���5�,	����'�/���

4�3�$#	��&$�	�$'�	!5-3�0#	0���	�$-!���0���	!�	�4���'����	�	��%�#	��&$�	'�.-��5	4$��!	��'�;

�1,	6����%�	����	4��$��.��	!�	0�%�	�!5�'�����	$�/���	'$��	�	�4&@�������	���0�	%�/�����0,

C��������	'�$��/7	��$��	$�/���	�	�'�!$����	��%�	����-#	%!�3	�4�����	�.���$	$�����$��	��2

�'����	'	!'&��	���$-�����#	4$��4�����01�	���4�2#	��&$�0	!5-3���	�/	�!4�'��!�	���$-���;

'�	'���$-,	�	 ��%�	'�%�2!-	4����'����	 ���0�	 4�3�$�����0	 4$��4�����	 ���$�%�'����	 ��!�"

�	 '�!5-3�01����	 ��2	 �������	 4$���'�$�����	 ��	 0�!���	 4$�����$��	 '	 ���-	 �����������0�

��$��	!��	/$�!�'����	���-$����%�,

�$��02���	 ����4����'���%�#	 ����	 ��4�'��	 .�$!���0	 �!��'atnego, modelu matema-
tycznego utrud��5�.�	0������	.�$!���0	������2	4$�.���-#	��&$�	�	���	0���	C�;�$-!��,	6����%�
-'�3���#	3�	��4$�4��o'���	��3�0	��!��	�����'�	!�.$�	���4$����	��2!��	4$�����1	�	!�;
�5�!��/��1	 $�4$������'����	 ���-��0�	 4$����������,

Bardziej formalnie, niech n	.2!���	����.1	4�0�!�������	@$&!�5	�%���	'	�����,	6��	��3;
!�%�	i = 1, …, n niech czas gaszenia pi = ai+bisi, gdzie ai jest podstawowym czasem przy-
gotowania i;��0	 ���0�#	 ��	 ��&$�	 ��5�!�01	 ��29	 ����	 �$���4�$�-#	 ����	 $��'���2���	 '23�
4$����'4�3arowych itp. Parametr si	 �������	 ��'��2	 $��4���2���	 ��!����	 i#	 ��/	 bi 0���

'�4&5����������	'�!5-3����#	��&$�%�	'�$��/7	����3�	�!	���4�	$��4$����$��������	��2	4�;

3�$-#	 ��2������	 ��5�%�	 ��4,	 :��	 �'����#	 4$���	Ci	 $��-�����	������	 ����"������	 i-tego
zadania.

Ma01�	n	��!�"	�	�������	4$���'�$�����	pi = ai+bisi, ��3���	�!�+����'�7	!'�	�$���$��
�4������o/��	-���$�%�'����,	���$'����	0���	-��������	��$����%$��-#	��&$�	��	�������;
�1	��3��'1	!5-%�/7,	�!4�'��!�	��	����"�����-	��5�0	���0�	���	���.��#	0��	��	0���	��3��'�#

��	4���1%�	��	��.1	�����������02	�-3����	'�!�#	���0-	��42!�'�%�#	/$�!�&'	�����������

��4,	�	�����	�$���$�-�	�����	�!4�'��!�	����$���'�	��$�3�	4�3�$��0,	D�$������	��4��-0���

��	����24-01��9	
Eai+bisi|Cmax. Drugim kryterium jest uzyskanie harmonogramu, który mi-
nimal��-0�	/$�!��	����	4$��45�'-	��!�"#	�����	$&'���3	�-�2	C1+…+ Cn. Formalnie zapisu-
jemy to jako 1|ai+bisi|ΣCi,	�!4�'��!�	��	�����������0�	/$�!���%�	����-	�$'����	i;��%�	4�;
3�$-#	��	4�'�!-0�	����0���	��$���	!��	+��$�	�	+�-��	�	-��3��'��	���.���	$��4���2���	$��-�;

��'��0�	 4�%�$�������,	 �	 �����	 ��	 !$-%��	 �$���$�-�	 ���������-0�	 ��$���	 !��	 /$�!�'����

���-$���e%�,	����-0�	��2#	3�	4�'�3���	�$���$��	�1	��	��.1	�4$������,	F�	'�2��0#	�.�	4$�;
.����	���	�1	0�!����'�	�$-!��	'	������	�5�3���/��	�.��������'�0,

F��	$����%5�	����� 4�'�����	.�7	%������	���	���.��#	0��	��	0���	��3��'�G	����-0�	��2#
3�	 0�3���	 ����3�	 ���	 ��	�����������0�	 ��$��	 �����%�������	 H�	 ���.�	 ��	 ���	 4�'����	 ���

��0.�$!���0	����3�7I#	��	�������������J	��3�	.�'���	�����7	��2#	3�	�����������0�	Cmax	4�;
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:��	���.��	%���7	4�3�$#	�����	4$��4�!��	���$�%�'����,,, )**

��1%�	��	��.1	'�$���	ΣCi,	K��'�3��	!��	4$���5�!-	4$��4�!��	n L	?	4�3�$&'	�	0�!����'�;
��	 �������	 4�!���'�'���	 �	 ���0�!�a��'���	'�4&5����������	'�!5-3����#	�����'����9
pi = 1+bisi, gdzie b1 = 0 i bi = 1 dla i = 2, 3, 4. Na rysunku 1(a) podajemy harmonogram
z Cmax = 8 i ΣCi = 19. Na rysunku 1(b) pokazujemy harmonogram z Cmax = 9 i ΣCi = 17.

!�������(�$������	��$����%$��-	���	��'���	4���4���	/$�!��	����	4$��45�'-

"�������������#����$%

W punkcie tym omówimy dwa skrajne przypadki z punktu widzenia parametru ai, mia-
nowicie: gdy pi = bisi i gdy pi = ai+bisi.

8	4��$'����	4$��4�!�-	���5�!���#	3�	4�3�$�	���-	���	�1	�!��%5�	�!	���.��	�	4�	-%�;

�����-	 0�!��%�	 �	 ����	 .$�%�!�	 .���'5������	 4$����24-0�	 !�	 %�������	 ����24��%�,	 :���	 ��

4$��4�!��	.�$!��	5��'�	!�	���$�%�'����#	%!�3	!�'����	����0��/7	%�������	!�0�	'	�+�����

$��'�1�����	�4�������,	65-%�/7	�����%�	-���$�%�'����	'�$�3�	��2	'��$��

( )max 0
1

1 ,
n

i
i

C t b
=

= +∏

gdzie to	0���	��'��1#	'	��&$�0	�������	��2	��5�	���0�	%�/�����	�!	������-	��4$&������	�%���
!�	 ��'���	 $��4���2���	 %�������	 4��$'���%�	 4�3�$-,	 �5�3���/7	 ��%�	 4$��4�!�-	 0���	 '�2�

�����'�	�Hn).
W drugim przypadku	��3!�	��!����	��	�'&0	��!�'�!-����	.���'�	����	4$���'�$��;

���#	 �4,	 �'�1����	 �	 +�����#	 3�	 $&3��	 4�3�$�	 �1	'	 $&3��0	 �!��%5�/��	 �!	 ���.��,	8&'����

+-���0�	���-	'�$�3�	��2	'��$��

( )max
1 1

1 .
nn

i j
i j i

C a b
= = +

= +∑ ∏

��3��	01	���1%�17	4�	-4�$�1!��'���-	��!�"	'�!5-%	�������01��0	����0��/��	 ���$��-

ai/bi i szere%�'���-	��!�"	����5�����	�%�!���	�	�1	����0��/��1,	:���	��	�$��-���5�9	��!����
�	 ai	 L	 �	 4�'����	 .�7	 4$���'�$����	 ��04��$'#	 %!�3	 ���	 ��.��$�01	 ����-,	 �	 !$-%��0	 ��$���
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��M ������	
�		�
	���	��������	�����	������

��������	�	���	���	���������	�� 	�	������	!bi	"	#$�	�����	��%	&���	�������	�		���	'��(
�
)

*��(��	*���	���	�&������	��	
	���	��	���*
+%	������*
�����	,-.
	/�	�(	���	�����	&
�
�)

	
��%	&
�
�	���	��������	�
	��(�*�	�����	�!nlogn).

&����������	�
���ΣΣΣΣΣ��

���	����(	��(�	������	���
0������	 ���		 	����������	�	 �
���������'
	1��		
�
	 ���)

�
�����	(i��(��������	+������*
	�����	&���&����
	2	�����������	
*����(	&���&����	&�
)

���(	&
�
�	���	
	���	��	����
�����	��*
	���
��	�������		�
	ΣwiCi,	���		���	34)	�����


2	����	����'	&���&�����'	�����*�����'	&�
���(	(
��	��%	�&�
����
��	�
	�
�	
��)

���	����0
	3�	&��������	*��	ai = 0 dla wszystkich i�	 	
	&
�
�	
�����	����0	�	�
����
+��

����
������'	��&�����������	bi	�
��������	&�
���(	,5.
	6��	�*
	�����
	�
�&����	������)

����	�� 	&
����	�����	��%	*���
��	���&����
	4
�
����	&���&����	pi = bi+rbisi, gdzie r	���	
��&����(	&���(�	��(	�����	���'	��&�����������	�����������	����	�� 	�
������%	�	���)

���	�!nlogn$	,7.
	8������	&���&����	pi = ai+bsi	����	�� 	�&�
�����%	�
	�
�	
�����	9	
&	�)

(����	'��(
�
*��(	
	���(���	�� �	���������	�������	�	���(��������	�
����
+��	&
��	��
)

���'	������	&���*
	
�����	�����	*�+������'	,:.


W przeciwnym przypadku do ostatniego, tj. gdy pi = a+bisi�	����
(
�	��	
&	�(����

'��(
�o*��(	 ���		N)���	��	��	�	&���	�	����enia parametrów bi
	3��	����
(
	 ������	 ���

*
	�����;%


�
������4
��������	��*
��	(��	�����')���)�
���	�	&����*
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O�	�����	�������	��*
��	(�	�&�
���(������	���	&���&�����	�����*�����'	�	��*
��	(�

�o������	�	&���&����	
*����(
	3�	&�������	�	,�.	��&�
&
�
���
	����
�����	����
(��)

�
��	��'�(�		�&�
���(������	!=4>?@$�	�	���	������	&���	���
������	��	�����	���	��&��)

��������	����������	 bi	 ��	�� ����	 
�	 &�����	 �	����	 c	 P	 #�	 ��+	�	 ,M.	 &
���
	 ����	����

��*
��	(	 	�&�	branch-and-bound (B&B).
?�*
��	(�	QRQ	 �	=4>?@	&
����
	 ��	�������(�	 	��	
������	�	���*
	������	&����)

�	����(�	 ��	 �������	 :
	�+	 eps ��&�����	���	 �
�����
+%�	 ������	 
��������
	 
�	 ��'�(�)

	�	�&�
���(������*
�	
+	u 9	(���(����	��&���������	�����������	��+	
+	n – rozmia�	 ��)
�	������	
�	�	���*
	��'�(�		�&�
���(������	������	��������	
�	��*
��	(�	�����')���)�
)

���
	3�����	��������%�	��	&
����	���	
+��	eps ���	*�����	
����	�����������	
&	�(����)

*
	 �
����������	 �'
%	 ��*� ���	 �������	 �	 �������'	 ���������	 ���	 &�����������	 10–14.
2��	
+��	��&�����������	����������	����	 �
�
����	�	 �
������(	 ����
(�����(	�	&���)

������	(u, 10u).
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