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plastycznym — zastosowanie elementéw skonczonych wyzszego rzedu
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Zjawiskiem lokalizacji okre$la si¢ wystgpowanie waskich
pasm uplastycznionego materialu w konstrukcji obciazonej po-
nad poziom no$nosci granicznej. Migdzy innymi w pracach [13,
20] przedstawiono literature traktujaca o badaniach laboratoryj-
nych i podejsciu teoretycznym w rozwigzywaniu tego rodzaju
probleméw. Prace [13, 23] zawierajg wyniki badan modelowych,
dla réznych warunkéow poczatkowo-brzegowych, dotyczacych
posadowienia bezposredniego budowli ziemnych na gruntach
niespoistych, w ktorych obserwuje si¢ zjawisko lokalizacji.

Wzrost obcigzenia ponad nos$no$¢ graniczng powoduje
zwigkszanie odksztatcen plastycznych w strefach lokalizaciji,
podczas gdy pozostate fragmenty konstrukcji zachowuja sig
niemal jak bryly sztywne, doznajac wielokrotnie mniejszych
deformacji. Zjawisko to wystepuje w wielu materiatach kon-
strukcyjnych, a takze w osrodkach gruntowych stanowigcych
posadowienie konstrukc;ji.

W badaniach numerycznych efekt lokalizacji po raz pierw-
szy stwierdzono w pracy [15]. Zaobserwowano go w materiale
wykazujacym ostabienie. Materiaty takie, nazywane niestatecz-
nymi [16], nie spehiajg klasycznego warunku Druckera, ale
zadania z ich wykorzystaniem moga by¢ analizowane tymi sa-
mymi narzedziami, jak z materiatlami statecznymi, co pokazano
w pracy [15].

Zastosowanie metody elementéw skonczonych (MES) wraz
z odpowiednimi prawami materialowymi pozwala symulo-
wac propagacje stref lokalizacji wraz ze wzrostem obcigzenia.
W klasycznej teorii sprezystosci deformacja osrodka opisana
jest polami translacji. W standardowym podejsciu przyjecie tego
zatozenia w MES prowadzi do tzw. sformutowania przemiesz-
czeniowego, ktore charakteryzuje si¢ tym, ze wyniki symulacji
rozwoju stref lokalizacji sg zalezne od wielko$ci i rzgdu elemen-
tow skonczonych (ang. mesh dependence) [7]. Cecha ta szcze-
golnie dotyczy elementow skonczonych niskiego rzedu (o ni-
skim rzedzie wielomiandw interpolacyjnych — funkcji ksztattu).
Wsrod znanych metod przezwyciezania tego problemu (prze-
glad np. w pracach [1, 12]), wymienia si¢ teori¢ niesymetrycz-
nej mechaniki os$rodka ciaglego (osrodek Cosseratow, osrodek
mikropolarny). Teoria ta wprowadza zorientowanie punktow
materialnych w przestrzeni, przez co punkty te moga by¢ po-
strzegane jako nieskonczenie mate bryly, ktorych kinematyka
opisywana jest takze przez rotacje, prowadzac w konsekwen-
cji do wystapienia migdzy nimi oddzialywan o charakterze tzw.
naprezen momentowych. W podejsciu tym w naturalny sposob
pojawia si¢ tzw. dtugos$¢ charakterystyczna, ktorej wykorzysta-
nie jest jedng z metod regularyzacji. Stosowanie tego podejscia
napotyka na pewne trudno$ci zwigzane z identyfikacja dodat-
kowych statych materiatowych niezb¢dnych do zapisu praw
konstytutywnych: dlugosci charakterystycznej i dodatkowego
modutu $cinania, dla ktorych nie udato si¢ dotad jednoznacznie
okresli¢ wartosci.

Innym podejsciem do rozwigzania problemu zaleznosci roz-
wiazan od wielkos$ci elementow skonczonych jest zastosowanie
plastycznosci gradientowej (ang. gradient plasticity), tj. rozsze-
rzenie funkcji ptynigcia o sktadnik zwigzany z laplasjanem nie-
zmiennika tensora odksztatcen plastycznych [17]. W tym podej-
$ciu réwniez niezbedne sg dodatkowe state materiatowe, ale nie
ma potrzeby wprowadzania rotacyjnych stopni swobody.

Szczegolowe badania numeryczne nad materiatami wykorzy-
stujacymi teori¢ Cosseratow podjeto w ostatnim dziesigcioleciu
ubieglego wieku. Jednymi z pierwszych prac, gdzie przedsta-
wiono wyniki uzyskane za pomoca MES w zakresie spr¢zysto-
plastycznym byly publikacje [6] oraz [7]. Szerszy przeglad prac
dotyczacych zastosowania o$rodka Cosseratow przedstawiono
w pracy [22]. Warto odnotowad prace [14], gdzie zaproponowa-
no algorytm wykorzystujacy dekompozycje tensora napr¢zenia
na dewiator i aksjator, przez co unikni¢to pewnych problemow
numerycznych. W ostatnich latach Khoei i in. zaproponowali
rozwigzanie probleméw plastycznosci w osrodku Cosseratow
z wykorzystaniem adaptacji siatki podzialu oraz rozszerzonej
metody elementoéw skonczonych (ang. XFEM — extended finite
element method) [11, 12].

W pracy zarysowano teoretyczne podstawy sprezysto-pla-
stycznego osrodka mikropolarnego. Zastosowano hipotezy
Hubera-Misesa-Hencky’ego oraz Druckera-Pragera. Istotnym
sktadnikiem tej pracy jest uwzglednienie nieliniowo$ci geome-
trycznej w zakresie duzych przemieszczen i obrotow przy zato-
zeniu malych odksztalcen. W rozwigzanych przyktadach ana-
lizowano zbiezno$¢ wynikéw dla réznych dyskretyzacji oraz,
co najwazniejsze, dla elementéw skonczonych réznego rzedu.
Analizowano tzw. h- oraz p-zbieznos¢, czyli badanie charakte-
ru rozwigzan przy zageszczaniu podziatu dziedziny za pomoca
tych samych elementow skonczonych h lub przy podnoszeniu
rzgdu aproksymacji elementdéw p przy statej ich liczbie w dys-
kretyzowanym obszarze.

OSRODEK MIKROPOLARNY

Osrodkiem mikropolarnym lub o$rodkiem Cosseratow na-
zywany jest osrodek, ktoérego punkty maja sze$¢ stopni swo-
body jak dla ciata sztywnego ([18] i cytowana tam literatura).
Deformacj¢ tego os$rodka opisuje si¢ wektorem przesunigcia
i niezaleznym od niego wektorem obrotu. Powoduje to niesyme-
tryczno$¢ tensorow deformacji i napr¢zenia. Osrodek ten nalezy
do obszernej klasy osrodkéw z tak zwang mikrostruktura [22].
Uktad rozniczkowych rownan réwnowagi w punkcie osrodka
Cosseratow w zagadnieniach statyki ma postac¢ [18]:

DivE+f=0
DivM +c¢+ad ' (ZF" —FX") =0 (1)
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W rownaniu (1) X jest pierwszym tensorem naprezen Pio-
li-Kirchhoffa, f jest wektorem gestosci sit objetosciowych, M
jest tensorem naprgzen momentowych, C jest wektorem ge-
stosci momentow objetosciowych, a F jest gradientem defor-
macji. Operacja ad w (1) zdefiniowana jako ad : E — so (3)
(so (3) jest przestrzenig tensorow sko$nie symetrycznych [22])
i mozna ja przedstawi¢ w ustalonej bazie:

0 -a, a, a,
(1= a0 —a | [a]=]a, | [a]>[4;]=ad(a]) 2)
-a, a O a,

Rownanie (1) musi by¢ uzupetnione o warunki brzegowe:

6 —Zn=0, M —Mn=0 3)
gdzie:
(...)"— zadane wektory napre¢zenia 6 i naprezen momentowych m,
n  — jednostkowy wektor zewngtrznie normalny do brzegu 0B, ciata B, na kto-

rym to wystepuja warunki brzegowe (3).
W toku przeksztatcen (zob. np. [18, 22]) mozna pokazac, ze
uktadowi réwnan (1) rownowazna jest zasada prac wirtualnych
G.(B, w) = G, (B, w), ktorej sktadniki majg postac:

G.(B,wW)= m L(E(Vy=WF)+MYw)dV, W=adw) (4)

G, (M,w) = m (v +cow)dy + j j A wv+m w)dy  (5)

BB,

gdzie:

w = (v, W) — kolekcja kinematycznie dopuszczalnych wektorow pol wirtualnych
przesuni¢¢ V i obrotéw W, spehiajacych jednorodne warunki brze-
gowe na dB,.

Rozwazania pracy [18] wskazuja, ze wielkosci:
SE(X)=Vv-WF, OJ6K(x)=Vw (6)

sa wirtualnymi miarami odksztalcen energetycznie sprz¢zonymi
z I tensorami napr¢zen Pioli-Kirchhoffa X i ich odpowiednikiem
naprezen momentowych M.

Mozna pokaza¢ ([2, 4, 5] i cytowana tam literatura), ze odpo-
wiadajace (6) definicje miar odksztatcen w ustalonej bazie dane
sa przez:

0 —
g =u,+(1-0);, w,=ad ' (Q,; Q") 7
gdzie:
Q € SO (3) — tensor obrotu wlasciwego

S03)={Q:E>E|Q'Q=QQ" =1,det(Q) =1}  (8)
u = (U, Q) jest wektorem uogodlnionych przemieszczen.

Majac na uwadze cel pracy wygodniej bedzie prowadzi¢ dal-
sze rozwazania w ustalonym dwuwymiarowym uktadzie wspol-
rzednychkartezjanskichzwektorami t = {l,O,O}T, t) = {O,I,O}T.
Sprowadzenie (7) do postaci obowiazujacej w ptaskim uktadzie
dwuwymiarowym prowadzi do definicji odksztalcen:

e (u)%{s”}_{um +1.—cosw3} ©
€ U, —sinw,

21

€ u, , +sinw,
82(u) SN 12 — s
€5y u,, +1-cosw,

d d
Kl(u)_){KSI}:{d_z/}}’ Kz(u)ﬁ{Kn}:{d:}s} (11)

(10)

g (u)
-l

K,(u)

(12)

Sprowadzenie zadania do problemu dwuwymiarowego po-
zwala na ominigcie ztozonych operacji zwiazanych ze sktada-
niem i interpolacja klasy C° parametréw opisujacych obrot. Pro-
cedury te opisane sa szczegétowo np. w pracy [3] i cytowanej
tam literaturze.

Widoczne jest, ze réwnania (9) i (10) sa nieliniowe ze wzgle-
du na wystepowanie funkcji trygonometrycznych. W szczegdl-
nym przypadku, gdy kat obrotu jest maty (sinw = W, cosw = 1),
otrzymane wzory przechodza w zwigzki opisujace liniowe od-
ksztalcenia osrodka Cosseratow [6, 20], tzn.:

. _ oy, . _ou, . _au]+w ou,
n- > G2 T > S T 3> & = — W,
Oox, 0ox, 0ox, )
oW ow
Ky =, Ky =—— (13)
ox, Ox,

Podstawg formutowania przemieszczeniowych elementow
uzytych w pracy jest zasada przemieszczen wirtualnych, ktora,
nawigzujac do notacji macierzowo-operatorowej wprowadzone;j
w [2], zapisuje si¢ jako

Glu;w] =G [uw]-G [u;w] =

_ T _ T, _ T *

= jj (Bu)w)' o(g(u))da j j Ww'pda LB,W sdl (14

Relacja konstytutywna o = o (g(u)) bedzie okreslona w dal-
szej czesci pracy, a B jest operatorem rozniczkowym w zwigzku

geometrycznym 6&(U) = B(u)w danym przez

(), 0  sinw,
0 (), sinw
0 0 0
Bu=|(), 0 cosw (15)
0 (), —cosw,
0 0 (),
0 0 (!

gdzie:
w' = {vl,vz,co3} — wektor przemieszczen wirtualnych,
— dhugos$¢ charakterystyczna mikrostruktury.

Zapisujgc rownanie (15) uwzgledniono odksztalcenie ¢,
(niezbedne w dalszej cze$ci pracy przy opisie probleméw pla-
stycznosci).

Ze wzgledu na obecnosé cztondw nieliniowych w réwnaniu
(14) jego rozwigzanie poszukiwane jest na drodze linearyzacji,
za pomocg metody Newtona [19]

SG[u; Au, W]+ Glu;w]=0 (16)
Szczegolowe rozpisanie (16) prowadzi do zwiazku
HB (W'B'CBAu+w'D'GDAu)da =
= ”B w'pda+ '[an w's’dl —_UB Buyw) aEu))da (17)
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w ktéorym macierz G ma postaé

0 0 0 0 00 -0,
0 0 0 0 0 0 o,
0 0 0 0 0 0 -oy
G=| 0 0 0 0 0 0 o (18)
0 0 0 0 00 O
0 0 0 0 00 O
| %21 O ~O» Oy 00 G,

gdzie:
Gy = =0y, (uy; +1) = Oty =Gty , = Oy (i, +1),
C — macierz konstytutywna, okreslona w dalszej cze$ci pracy.

PLASTYCZNOSC W OSRODKU MIKROPOLARNYM

W pracy ograniczono si¢ do zagadnien ptaskiego stanu od-
ksztatcenia (PSO), opisanego wedtug koncepcji prezentowane;j
m.in. w pracy [7], przyjmujac zatozenie, ze przyrosty odksztal-
cen sa wszedzie mate. Pozwala to na zapisanie rownan konsty-
tutywnych za pomoca zlinearyzowanych miar odksztatcen (13)
zamiast ich nieliniowych odpowiednikow (9) — (10). Odksztal-
cenia (13) zestawia si¢ w wektorze

(19)

Dzigki takiemu zapisowi, wszystkie sktadniki wektora sa
bezwymiarowe. W rozpatrywanym tu plaskim stanie odksztal-
cenia (PSO) ¢,, = 0, ale sktadnik ten pozostawiono w (19) i dalej
ze wzgledu na wygodg pozniejszej dekompozycji odksztalcen
na cze$ci sprezyste i plastyczne, z ktorych obie moga by¢ rozne
od zera. Wektorowi odksztalcenia € odpowiada energetycznie
sprzgzony wektor napr¢zenia &

r_
€ _{811 €, &y &y & Kyl K3zl}

GT:{GH Gy Oz O Oy m}l/l m32/l} (20)

podobnie wzbogacony o sktadowe zwigzane z mikroobrotem
m,,, m,, — tzw. ngprqienla momentowe (rys. 1). Strukturg iden-
tyczng do (19) i (20) maja wektory przyrostow de oraz do,
grupujace infinitezymalne przyrosty sktadowych tensoréw od-
ksztalcenia i naprezenia.

W klasycznej analizie sprezysto-plastycznej, w zakresie ma-
tych odksztalcen [16], zaktada si¢ rozktad wektora przyrostu od-
ksztatcenia na czg$¢ sprezysta det i plastyczng de?

gdzie
C® — macierz spr¢zystosci zawierajgca parametry materiatowe

[2uc, 2ue, 2uc, O 0 0 0
2uc,  2uc, 0 0 0 0
2uc, 0 0 0 0
C = p+p, p-p, 0 0] (23)
p+p, 00
sym. 2u 0
i 2 |
gdzie:
¢, =(1-v)I(1-2v),
c,=vI(1-2v),
p — modut Kirchhoffa
v — wspotezynnik Poissona,

[ip — dodatkowe state niezbedne do opisu materiatu mikropolarnego, odpo-
wiednio znane jako dtugo$¢ charakterystyczna i modut $cinania.
Najczesciej stosowang funkcja plyniecia, ze wzglgdu na
czytelne podstawy teoretyczne i tatwo§¢ implementacji, jest hi-
poteza Hubera-Misesa-Hencky’ego (H-M-H). Zostala ona do-
stosowana do sktadnikéw tensora naprezenia w osrodku mikro-
polarnym [7] i jest zapisana w postaci

f=\3J,-5<0
gdzie:

J, = %((tr s)2 - trsz) — drugi niezmiennik dewiatora naprezenia s = ¢ — % (tro)1,

G — granica plastycznosci, ktéra moze zaleze¢ od parametru
wzmocnienia y (G = G(y))-

24

Niezmiennik J, dla os$rodka mikropolarnego moze by¢
uogoblniony jako

2
+agmm,ll

Jy =ais;s; +ays;s (25)

§eji
gdzie:
S — sktadowe dewiatora tensora naprezenia S,

.
a,, a,, a,— pewne state swobodne.

We wzorze (25) obowiazuje konwencja sumacyjna dla po-
wtarzajacych si¢ indeksow. Jesli m, = 0, to zachodzi S; = S
wigc zaleznos¢ (25) redukuje si¢ do J, = (a, + a,) s; S, Oczy-
wiscie musi by¢ spelnione g, +a, =1, dzigki czemu zapewnio-
na jest zgodnos¢ z klasyczng definicja niezmiennika dewiato-
ra. Mozliwe jest przyjecie a, =a, =+ (zestaw standardowy),
a,=%,a, =% (model kinematyczny), @, =+, a, =—5 (model
statyczny).

W przypadku plaskiego stanu odksztatcenia niezmiennik J,
mozna zapisacé

de=de +d¢g’ 21
1
Czes$¢ sprezysta jest liniowo zwigzana z wektorem naprezen Jy = E(Slz |55, +55) + 0], +
do =C'de’ (22) +2a,6,,6,, +a,65, +a,[(my /1)* + (my,/1)?] (26)
6, Dzigki wprowadzeniu macierzy
m - -
02‘32 2 4 -+ 0 0 0 O
> -1 2 -1 0 0 0 0
X, T 3 -+ -+ 2 0 0 0 O
oy P={0 0 0 24 2a, 0 0 27)
0 0 0 2, 2¢ 0 O
X 0 0 O 0 0 2a, O
Rys. 1. Sktadowe tensora napr¢zenia L 0 0 0 0 0 0 2a3 ]
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takiej ze skladowe tensora S mozna zapisa¢ w formie wekto-
ra s = Po, wzorowi (24) z wykorzystaniem (20) mozna nadac¢

zwarty zapis
f3

Funkcje ptynigcia (24) mozna rozszerzy¢ o sktadnik zwigza-
ny z napr¢zeniem $rednim o, =$(0,, +0,, +G,;), otrzymujac
kryterium Druckera-Pragera (D-P)

f=4y3J,+ac, -G = ,/%oTPc +am'o —5<0  (29)

gdzie: ' = {% +1000 O}, natomiast o i G mozna wyzna-
czy¢, znajac eksperymentalnie okreslone parametry osrodka:
kat tarcia wewngtrznego ¢ i spojnos¢ c, [9]. Zwigzki taczace te
parametry to:

(28)

" 2fBsing  _  6c,sind

, 8= 30
3-sind ~ ° 3-sind (30)

Przyrost odksztalcen plastycznych jest ustalany na podsta-
wie niestowarzyszonego prawa plynigcia w klasycznej formie:

Og /3 _
de’ =dh—=, =,|=J, +Bo,, -
o6 g 52 Bo,-o

Parametr B moze by¢ wyznaczony przy znanym kacie dyla-
tancji y z zalezno$ci

(€2))

2~/3si
_ Dfzsiny (32)
3—siny
Wyrazenie (31) mozna przeksztatci¢ do postaci
de” = —X% g (33)

2,/20'Pa
Mnoznik skalarny dA jest wyznaczany z warunku zgodnosci
df=0.
Parametr wzmocnienia y w klasycznym podejsciu jest wy-

znaczany z przyrostu de? dewiatora przyrostu tensora odksztat-
cenia plastycznego e’ =&” —1(tre”)I

dy= /%de"de"

W badaniu jednoosiowego rozciagania dy = de”, stad y jest
nazywane zastepczym odksztalceniem plastycznym (ang. equ-
ivalent plastic strain) i bedzie oznaczone y = ef,. W przypadku

osrodka mikropolarnego stosuje si¢ uogdlniony wzor w postaci

(34

dy = \[b,de] de] +b,de] de!, +b,dx)dx] > (35)

w ktorym b, +b, =%, dzigki czemu w przypadku redukcji do

klasycznego zagadnienia spetniony jest wzor (34). W plaskim
stanie odksztatcenia wzor (35) mozna rozpisac¢ do postaci

dy =[ 2(def)* +(de,)* +(def)*) + b (dsy)” +

1/2

+2b,deldel, + b (dsh)’ +b,(dd Y +(dx)) | (36)

Wprowadzenie macierzy

2 4 -5 0 0 0 0

-+ 2 -1 0 0 0 0

-4 -1 3 0 0 0 0
Q=0 0 0 3/2b 3/2b, 0 0 37

0 0 0 3/2b, 3/2b 0 0

0 0 0 0 0  3/2h 0

|0 0 O 0 0 0  3/2b, |
pozwala zapisa¢ zwiagzek (34) w zwartej formie

dy = /%(ds”)TQda” (38)

gdzie:
de? — wektor przyrostu odksztatcen plastycznych.

Wprowadzenie reguty ptyniecia (33) do (38), przy uwzgled-
nieniu Q1 = 0, daje wzor

o’P'QPo )"

dy=d\ [T—j 39)

o Po
Dzigki odpowiedniemu doborowi wspotczynnikow, np.:
1 1 1 1 1 2
a=—, a,=—, a,=—, b=—, b=—, b,=— (40

1 4 2 4 3 2 1 3 2 3 3 3 ( )
mozna zapewni¢ ze PQP = P, dzi¢ki czemu

dy =di (41)

ALGORYTM ROZWIAZANIA
PROBLEMU PLASTYCZNOSCI

W pracy [7] zaprezentowano jeden z podstawowych algoryt-
moéw rozwigzywania rownan plastycznos$ci — algorytm powrot-
ny Eulera (ang. return-mapping algorithm). Opiera si¢ on na de-
kompozycji wektora przyrostu odksztatcenia na czgs$¢ sprezysta
i plastyczng

AE = A€ + A€’ (42)

przy czym przyrost napr¢zenia zalezy od sprezystej czesci przy-
rostu odksztatcenia

AG =C° A€’ (43)

Obliczenia wymagaja wprowadzenia tzw. naprezen testo-
wych o, obliczanych przy zatoZeniu, ze przyrost odksztatcenia
jest w calosci sprezysty

o, =0,+ C'Ag (44)
gdzie:
O, — znany wektor naprezenia z poprzedniego kroku.

Wyrazenie (33), okreslajace przyrost odksztatcen plastycz-
nych, moze by¢ zapisane dla przyrostow w ramach kroku obli-
czeniowego A(.) jako

Ag? = a_g:M L-FBW

(o} 3 T
0 n 2«’50,1P°'n
gdzie:

o =0, + Ao — wektor poszukiwanych sktadowych naprezenia na koncu kro-
ku.

(45)
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Ze wzorow tych uzyskujemy
3C°Po,

220! Po,

Poszukiwane sktadowe napr¢zenia musza spetnia¢ warunek

O, =0 —AA +pCm (46)

f(o,.v,)= (47)

—cr Po +am’ o -G(y,)=0

Rownania (46) 1 (47), z wykorzystaniem (41), mozna zapisac
jako uktad réwnan nieliniowych z niewiadomymi & oraz A\

p(o,,AL)=0,—- 0 + AL &mc’n =0
2,/0’Po, (48)
f(o,,A\) = 20 "Po, + a0’ m—5(AL) =0

Uktad ten mozna rozwigzac, stosujgc np. metode Newtona
Raphsona [19]. Zaktadamy ze warto$ci startowe niewiadomych
sg rowne:

o¥ =0, MO=0 (49)

Przyrosty w j-tej iteracji sa obliczane jako rozwigzanie ukta-

du réwnan
(50 _p
Jv {67&” } - {_;(n (50)
gdzie:
JO — jakobian wielkosci z j-tej iteracji obliczany jako:
o
00,  OAM
J= T 5D
KA
o0, ) 0AM
Wartosci niewiadomych sg uaktualnianie:
o-(/) 0.(1 D +6°-(1) ALY = ARG £ ) (52)

anastegpnie sprawdzana jest zbieznos¢ rozw1qzan1a tj. ||p|| <TOL,

oraz | f| < TOL,, gdzie |x||= (z ) (norma euklidesowa),
a TOL, i TOL, s3 ustalonymi warto$ciami dopuszczalne;j tole-
rancji.

STYCZNA MACIERZ SZTYWNOSCI

Jak pokazano w pracach [6, 8], korzystne numerycznie jest
wprowadzenie stycznej macierzy sztywno$ci materialowej C#
jako algorytmicznej, zwigzanej z metoda rozwigzania problemu
powrotu na powierzchnig uplastycznienia. R6zniczkowanie (46)
wzgledem zmiennej czasu daje

do =Cdg—dinC L +Ak\/; CeMdc
oo

(6’Po)”

W przedstawionych rownaniach przyjmuje si¢ wektor napre-

(53)

do = H{ds 28 } (54)
oo
gdzie:
. 3 Po’Po - Poc’P|
H-= [c] - x\g —
(c"Pa)
ag 3 Po
(55)
oo N2 .o’ Po

W pracy [8] pokazano, ze ze wzgledow numerycznych (zte
uwarunkowanie odwracanej macierzy) korzystniejszy jest zapis
przedostatniej zalezno$ci jako

Tj
H = |—M\fce Po'Po - Pf’fp c (56)
2 (0" Po)

Wyrazenie wewnatrz nawiasu w réwnosci (56) jest macierza
niesymetryczna, ale H symetri¢ zachowuje. Kiedy materiat jest
w stanie plastycznym zachodzi f (o, y) = 0 oraz f = 0 (warunek
zgodnosci), co mozna zapisa¢ jako

[sfj dG —hd).=0 (57)
gdzie:
h=d5/dy —modut wzmocnienia (ostabienia) materiatu.
Roéwnanie (57) wraz z (54) daje zwiazek
T
H Sg(gf) H
do g\ € =C%de (58)

— . d
(m(af] Hag]
oo oo

APLIKACJA
DO METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH

W ramach przygotowywanej rozprawy doktorskiej Autora,
implementacj¢ dyskutowanego prawa materiatlowego przepro-
wadzono za pomocg autorskiego programu MES. Program ten
powstal na podstawie kodu programu CAM, opracowanego
w ramach geometrycznie nieliniowej szescioparametrowej teorii
powtok, udostepnionego przez Jacka Chroscielewskiego [2]. Na
potrzeby aktualnego studium opracowano wilasng wersj¢ pro-
gramu pozwalajaca na analize¢ dwuwymiarowych nieliniowych
geometrycznie i materiatowo zagadnien osrodka Cosseratow.

Rownanie (17) podlega standardowej w MES aproksymacji
skonczenie elementowej. Dziedzing zadania B aproksymuje si¢

jako B= B, = ZEH niepokrywajacych si¢ dziedzin — elemen-
tow skonczonych I, Typowy element I | jest okreslony jako
gladkie odwzorowanle g = {&. 13 } 1 A x[-L+1]=n
dwuwymiarowego elementu macierzystego. Niech:
LE)=[L, @) L&) L,E).....L, ()]
L@ 0 0

zeh 0 = 0 . Po przeksztatceniach rownanie (53) mozna zapisac L.G)= 0 L,@®) 0 (59)
W postaci 0 0 L)
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oznacza macierz funkcji ksztaltu N-wezlowego elemen-
tu skonczonego. Wielomiany interpolacyjne L, (§) okresla-
ne sg w dziedzinie elementu macierzystego n, jako iloczyn

asi,

J
L&) = L& )L (&%) wielomianéw Lagrange’a
(€-8")...E-g)E-¢E")...(e-8")
(€ -8 -gNE-g")...(& -8
W obrebie typowego elementu skonczonego mozna, wyko-
rzystujac (59), zapisa¢ schematy interpolacyjne dla wirtualnych

przemieszczen W (&) i przyrostow przemieszczen Au (&) odpo-
wiednio przez:

L (8) = (60)

v(€)
W(E)={w(@) | =L(E)5q,, AuE)=LE)Aq,,
o)
:ql ’
8 =1 2 b, 84, =1V, (61)
. .
50

Podstawienie (61) do (17) prowadzi do okre$lenia macierzy
sztywnosci elementu

| J'B(wTBTCBAu +w'D’'GD Au)da — 89, (K +K)Aq,,, (62)

gdzie:
Ky =[] L'B'CBLda, K =[[ L'D'GDLda (63)

(e) (e)

elementowego wektora obcigzen zewnetrznych:

”M w'pda —3q,p*, p“ = J.-I.n(e) L'pda (64)

weztowego wektora sit wewnetrznych:
jj (BU)W)" s(g(W))da - 3q[,r, 1 = j jﬂ B’s(u)da (65)

W podanych wzorach H(e) oznacza obszar typowego elemen-
tu skonczonego w przestrzeni fizycznej zadania. Macierz C we
wzorze (62) przyjmowana jest w zalezno$ci od stanu wytgze-
nia (zakres sprezysty lub plastyczny) w punktach catkowania
elementu skonczonego. Ostatecznie, globalnemu rownaniu (17)
odpowiada na poziomie elementu rGwnanie

KPAq,, =Ap® +j© (66)

gdzie elementowa styczna macierz sztywnosci i elementowy
wektor sit niezrownowazonych maja odpowiednio postacie:

KO =K® +K?, j©=p® —r® (67)

Macierze i wektory elementowe sg catkowane za pomoca
petnej kwadratury Gaussa (zob. np. [10]). Rownania globalne
dla calego uktadu sg formutowane w wyniku agregacji macierzy
(67) uwzgledniajacej warunki brzegowe zadania, co prowadzi
na poziomie konstrukcji do rownania

K, Aq=Ap+]j (68)

ktére rozwigzywane jest metodg przyrostowo-iteracyjna, (zob.
np. [21]).

PRZYKLADY NUMERYCZNE

Wszystkie symulacje sa dwuwymiarowe i1 zachowujg plaski
stan odksztatcenia. Wielkosci fizyczne podane sg w podstawo-
wych i pochodnych jednostkach SI: m, N, Pa.

Pasmo rozciggane

W przyktadzie rozpatrywane jest rozciggane pasmo w pla-
skim stanie odksztatcenia. Geometria i warunki brzegowe za-
dania przedstawiono na rys. 2. Jest to standardowy przyktad
ilustrujacy wystapienie efektu lokalizacji, uzyty do badan m.in.
w pracy [12]. Przyje¢to materiat o module Younga £ = 2,0-107,
wspoélczynniku Poissona v = 0,3, module ostabienia materiatu
E_=-EI15 oraz poczatkowej granicy plastycznosci G, =2,8-10*.
Dodatkowe state zwigzane z osrodkiem Cosseratow to p, = u/3
oraz /= 0,001. W pracy [12] state materialowe podano stosujac
jednostki: kg dla sit, kg/cm? dla naprezenia. W obliczeniach za-
chowano proporcje migdzy statymi materialowymi, ale nadano
im poprawne jednostki z uktadu SI.

W celu zainicjowania efektu lokalizacji, niezbedne jest
wprowadzenie imperfekcji zaburzajacej stan symetrii zadania
poprzez redukcje granicy plastycznoséci na fragmencie pasma.
W pracy [12] nie podano wymiaréw obszaru wprowadzonej im-
perfekcji; w artykule przyjeto je jak na rys. 2. W obliczeniach
uzyte jest kryterium uplastycznienia wedtug hipotezy H-M-H.

Na rys. 3 przedstawiono krzywe sita — przemieszczenie dla
roznych dyskretyzacji. Sa one opisane wedtug schematu NE-
XXNEYeNODEL, gdzie NEX i NEY oznaczaja odpowiednio licz-
be elementow skonczonych w kierunku x i y, natomiast NODEL
oznacza liczbe wezlow w elemencie skonczonym. Dyskretyza-
cja na elementy skonczone jest przyjeta w taki sposob, aby uzy-
ska¢ regularng siatk¢ kwadratowych elementéw. Przez AFEM

T P=)A-P, P,=100

\ u=constw,=0| °§
S
. NODEL= | g
4 9 16 @
SRR I
=
gr.=1 =
I o
@]
O
0,01x0,01 =
x50 B~ =
M‘Ix_/'@ u0— ¥
-:F
X
b=0,08

podziat NEY elem. skon.

Rys. 2. Pasmo rozciggane, geometria, dyskretyzacja i imperfekcja materialowa
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Przemieszczenie pionowe u, wezta pod sitg [mm]

Rys. 3. Krzywe sita — przemieszczenie dla roznych dyskretyzacji

i XFEM oznaczono rozwigzania z pracy [12], odpowiednio
z rozwigzania z adaptacyjnym siatkowaniem oraz z rozszerzo-
nej metody elementow skonczonych. Ze wzglgdu na inne jed-
nostki zaproponowane w oryginalnym przyktadzie, niezbedne
byto dopasowanie krzywych zaprezentowanych tamze poprzez
przemnozenie warto$ci na osi pionowej przez 22,4 oraz podzie-
lenie warto$ci na osi poziomej przez 8500. Tak przyjete wartosci

24x16e4
liczba weztow = 425

& enma = 0,038

24x16e9

48x32e4
liczba weztéw = 1617

& snmax = 0,063

/ /

gwarantujg pokrywanie si¢ rozwigzan w zakresie sprezystym.
Brak spojnosci w oznaczeniach parametrow, opisach wykresow
i rysunkow oraz uzytych jednostkach sprawia trudnosci w we-
ryfikacji zatozen. Dodatkowe sprawdzenie wykonano w progra-
mie Abaqus, z dyskretyzacja NEX = 24, NEY = 16, z uzyciem
8-weztowych elementow skonczonych w klasycznym (bez ob-
rotowych stopni swobody) ptaskim stanie odksztatcenia, z cat-
kowaniem pelnym (wedlug oznaczen katalogu elementéw pro-
gramu Abaqus — CPES).

Na rys. 4 przedstawiono mapy zastepczych odksztalcen
plastycznych przy réznych dyskretyzacjach przy jednakowym
przemieszczeniu U, punktu przylozenia sity. Wyraznie widac
strefy lokalizacji oraz potwierdzony zostat spodziewany charak-
ter zniszczenia pasma. Szerokos$¢ strefy lokalizacji 1 warto$¢ od-
ksztalcenia jest zalezna od dyskretyzacji pasma. Uzycie bilinio-
wych elementow 4-wezlowych, szczegdlnie przy matej liczbie
elementow skonczonych, skutkuje ztym odwzorowaniem szero-
kosci strefy lokalizacji. Przy dyskretyzacjach o identycznej licz-
bie weztow lepsze wyniki uzyskuje si¢, stosujac elementy wyz-
szych rzgdow (badanie p — zbieznosci), mimo wigkszej liczby
punktow catkowania w calym modelu przy uzyciu elementow
4 weztowych (w celu porownania, np. dyskretyzacja 48x32e4
ma 6144 punktoéw catkowania, a 24x16e9 ma 3456). Porownu-
jac krzywe rownowagi, widoczne jest tez, ze rozwigzanie wia-
sne 24x16e16 jest w bardzo dobrej zgodnosci z rozwigzaniami
z pracy [12].

72x48e4
liczba weztéw = 3577

& e = 0,074

24x16e16

liczba weztéw = 1617 liczba weztéw = 3577

& rmax = 0,140

ermex = 0,180

/S

Rys. 4. Mapy odksztatcen zastgpczych dla u, = 0,0005
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I P=A-P, P,=100
2,5

25
v fundament
| [«

o 4
NODEL= s
Yx, 4 9 16 -
© tetr lo3d e
= S -8 o
E )
S x
&N 1 v
'§ grunt, gr. d=1 2
© . | g
£ u=01"" 8
1 o
u,=0 )i
748 =
s '

b=10, podziat NEY elem. skon.

Rys. 5. Fundament nad pionowym urwiskiem, geometria i dyskretyzacja

Fundament na pionowym uskoku

Przyktad numeryczny stanowi analize nieskonczenie dtugie-
go betonowego fundamentu, obcigzonego pionowo i osiowo,
umieszczonego na skraju pionowej skarpy (rys. 5). Zadanie ana-
lizowane jest w ptaskim stanie odksztatcenia. Materiat funda-
mentu jest wielokrotnie sztywniejszy od materiatu bryty gruntu,
stad tez zachowuje si¢ on niemal jak bryta sztywna.

Przyjeto materiat podtoza o module Younga E = 2,1-10°,
wspoélczynniku Poissona v = 0,49, module oslabienia materia-
tu E, = -5,1220-10° oraz poczatkowej granicy plastycznosci
G, = 86,6. Dodatkowe state zwigzane z osrodkiem Cosseratow
to p = 2349 oraz [ = 0,0003. Dla fundamentu przyjeto materiat
sprezysty o statych £ =2,1-10", v = 0,3, p_= 2,6923-10° oraz
[=0,0003. W obliczeniach uzyte jest kryterium uplastycznienia
wedtlug hipotezy H-M-H.

Zadanie to jest rozpatrywane w pracy [11]. Zastosowano tam
metode adaptacyjnego siatkowania, lecz interpretacja zaprezen-
towanych wynikow przysparza pewnych trudnosci. Wydaje sig,
tylko na podstawie pordwnania wynikow z zakresu sprezystego,
ze przemieszczenia punktu pod sita skupiong sa przeszacowane
dwukrotnie. Na rys. 6 krzywa opisana jako Khoei 2007 pochodzi
z pracy [11], zostata jednak przeskalowana przez mnoznik 0,5
dla przemieszczen. Obliczenia poréwnawcze, przeprowadzone
przez autora w programie Abaqus, wykonano przy klasycznym
sformutowaniu ptaskiego stanu odksztatcenia. Przyjeta dyskre-
tyzacja to NEX = NEY = 100 z uzyciem 8-we¢zlowych elemen-
tow skonczonych (CPES).

Na rys. 6 przedstawiono krzywe rdwnowagi rozwigzan przy
roznych dyskretyzacjach, natomiast na rys. 7 zaprezentowa-
no mapy odksztalcen zastepczych dla wybranych dyskretyza-
cji. Wynika z nich, ze elementy biliniowe (4-weztowe) nie sa
wlasciwe do przeprowadzania tego rodzaju analiz, dajac inne
jakosciowo krzywe rownowagi oraz obszar uplastycznienia.
Elementy 9- oraz 16-weztowe daja wyniki podobne jako$ciowo.

Mnoznik obcigzenia A
|
R S S
-0
A

L0 B G [t o e e Y I I

o 1 2 3 4 5 6 7 8
Przemieszczenie pionowe u, wezta pod sitg [mm)]

—— 20x20e4 o----© 40x40e9 + —+ 60x60e16
—=o 40x40e4 +----+ 60x60e9 »—=« Abaqus
+—+ 60x60e4 — —-- 20x20e16 ~—= Khoei 2007
20x20e9 e-—o 40x40e16

Rys. 6. Krzywe sita — przemieszczenie dla réznych dyskretyzacji

60x60e4 60x60e9 60x60e16

u, = 0,004 u, = 0,004 u, = 0,00319
S = 2,2410° &, =4,1110% &, . =8,0310°

Rys. 7. Mapy zastepczych odksztatcen plastycznych

Mozna zauwazy¢, ze podnoszenie rz¢du elementow (p — zbiez-
no$¢) jest korzystniejsze ze wzglgdu na doktadno$¢ obliczen niz
zageszczanie siatki elementow niskiego rzedu (4 — zbiezno$¢).

Poréwnanie wyniku uzyskanego w programie Abaqus z wy-
nikami z pracy [11] wskazuje na koniecznos$¢ uzywania gestego
podziahlu na elementy skonczone w celu dobrego odwzorowania
zachowania symulowanego zjawiska po osiggni¢ciu maksymal-
nej sity 1 dalszym wzro$cie przemieszczen.

Fundament na koronie zbocza

W przykladzie analizowano zachowanie zbocza, na ktore-
go koronie znajduje si¢ obcigzony mimosrodowo fundament
(rys. 8). Na rys. 9 przedstawiono przyktadowa dyskretyzacje
zadania. Taki schemat zadania uzyto w pracy [12] do testowania
metody XFEM, z kryterium uplastycznienia H-M-H i z ostabie-
niem materiatu. Wobec braku rozwigzan odniesienia w literatu-
rze dla nizej podanych statych materialowych obliczenia porow-
nawcze zrealizowano w programie Abaqus.
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2,9,
fundament . _ .
uh=1b=5 251!—" =r-P, P,=1,0-10°
S, (a)
A
Xz
! u,=w,=0
X, \"“"A =
grunt, gr. d=1 v
u,=u,=0
rd
3
. b=20 .

Rys. 8. Fundament na koronie zbocza, geometria zadania

Podziat
20x20
elem. skon.

P

podziat NEY elem. skon.

Rys. 9. Fundament na koronie zbocza, dyskretyzacja zadania

podziat NEX elem. skon.

) 10 L[, |Abaqus - brak zbieznosci |

14 || B ‘ _

-~ 12 — T s e
% . ,3,5- = :#9‘:.':.“1_th i

N, 10 - 3 - 3
3 g ——— 20x20e4
e -1 £ | 20x20e9
T 6 - —.—.— 20x20e16
o . — 40x40e4
= 47 o-=--0 40x40e9
2 | o= 40x40e16
. *——* Abaqus

0 ) I L | ) I T | I J |

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Przemieszczenie pionowe u, pkt. (a)

0.12

Przyjeto materiat podtoza jako idealnie sprezysto-plastyczny
o module Younga E = 2,8-107, wspotczynniku Poissona v = 0,25
oraz poczatkowej granicy plastycznosci G, = 6,7857-10*. Dodat-
kowe state zwigzane z osrodkiem Cosseratow to u = 3,7333-10°
oraz / = 0,1. Dla fundamentu przyjeto material sprezysty o sta-
tych £=3,35-10",v=0,2, u =4,6528-10%0oraz /= 0,01. W przy-
ktadzie w obliczeniach uzyte jest kryterium uplastycznienia we-
dtug hipotezy D-P , dodatkowe stale przyje¢to na dwa sposoby:
o=y =18° (o= =0,3978) oraz ¢ = 18°, y =0, (oo = 0,3978,
B =0), odpowiednio dla stowarzyszonego oraz niestowarzyszo-
nego prawa ptynigcia.

Na rys. 10 przedstawiono krzywe sita-przemieszczenie dla
roznych dyskretyzacji. Rozwigzanie w programie Abaqus uzy-
skano dla siatki NEX = NEY = 40 z elementami CPES. Podob-
nie jak w poprzednich przyktadach, rozwigzania elementami
4-weztowymi odbiegaja jakosciowo od tych uzyskanych za po-
mocga elementow wyzszych rzedow.

Na rys. 11 zaprezentowano mapy zastepczych odksztalcen
plastycznych dla identycznego przemieszczenia U, przy réznych
prawach plyniecia. Widoczny jest wyraznie rozwoj strefy posli-
zgu zbocza, inny dla stowarzyszonego (rys. 11a) i niestowarzy-
szonego prawa plynigcia (rys. 11b).

W podanym przyktadzie, mimo zastosowania idealnie spre-
zysto-plastycznego materiatu (h = 0), mozna méwié¢ o wysta-
pieniu efektu lokalizacji. Odksztatcenia plastyczne wystepuja

b) 16 —
|Abaqus - brak zbieznosci |
14 - | a#p . : :
- ——
312 ] e ey
E 10 - _ _ (;?:87_}-‘,,—_:-5 ==& ==y
g e ——— 20x20e4
S 8T 72T 11— 20x20e9
-*E‘ 6 | | | | — 20x20e16
8 1 e——= 40x40e4
= 4 1 |e----0 40x40e9
2 i o-—-—0 40x40e16
| *——* Abaqus
0 ™ 0 - I * 1 ° 1 ° .

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Przemieszczenie pionowe u, pkt. (a)

0.12

Rys. 10 Krzywe sita — przemieszczenie dla roznych dyskretyzacji: a) prawo stowarzyszone, b) prawo niestowarzyszone

40x40e16
a=p=0,3978

=3,073

Eff max

b)

40x40e16

=2,706  0=0,3978 B=0

eﬂ max

Rys. 11 Mapy zastepczych odksztatcen plastycznych dla u, =0,12: a) prawo stowarzyszone, b) prawo niestowarzyszone
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w matym obszarze, podczas gdy cze$¢ zbocza doznaje obrotu
jako bryla quasi-sztywna. Ponownie mozna zauwazy¢ niepo-
prawne wyniki uzyskiwane elementami 4-weztowymi. Nalezy
uznac¢, ze elementy wyzszych rzedow, nawet przy stabo zagesz-
czonej siatce, daja dobre jako$ciowo rezultaty.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono przyktady analizy zbieznoSci roz-
wigzan MES w odniesieniu do dwuwymiarowych zagadnien
sprezysto-plastycznych, jakie moga wystepowa¢ w zagadnie-
niach geotechniki. Do opisu osrodka gruntowego przyjeto dwu-
wymiarowy model ciala Cosseratoéw. Omoéwiono sformutowa-
nie czworobocznych elementow skonczonych réznych rzgdow
i poréwnano rezultaty numeryczne otrzymane z ich pomoca
w zakresie geometrycznie i fizycznie nieliniowym. W wybra-
nych zadaniach przyje¢to model materiatu z ostabieniem.

Analizujac wyniki, szczegolng uwage poswigcono zjawisku
lokalizacji stref uplastycznienia i ich modelowaniu w zaleznosci
od gestosci podzialu na elementy skonczone. Otrzymane roz-
wigzania wlasne wskazuja, ze klasyczne przemieszczeniowe
elementy 4-weztowe, o liniowych funkcjach ksztattu prowadza
do wynikéw niezgodnych z rozwigzaniami odniesienia, co wi-
da¢ zarowno na Sciezkach réwnowagi, jak i w obrazie propa-
gacji stref uplastycznienia. Przeprowadzenie analizy zbiezno$ci
rodzaju h (zageszczanie siatki) nie poprawia w znaczacy sposob
wynikow.

Zasadnicze polepszenie rozwigzan uzyskano poprzez pod-
wyzszenie rzedu interpolacji, tzn. poprzez zastosowanie elemen-
tow 9- 1 16-weztowych, nawet bez zmiany ich liczby w dyskrety-
zacji w stosunku do elementow 4-weztowych (p — zbiezno$¢).

Przedstawione wyniki obliczen wlasnych wskazuja, ze mo-
delowanie zagadnien sprezysto-plastycznych wymaga zawsze
przeprowadzenia analizy zbiezno$ci rozwigzan. Dotyczy to
szczego6lnie tych problemoéw, gdzie prawo materialowe ujmuje
ostabienie. Konieczne jest wtedy zastosowanie odpowiednich
technik regularyzacji rozwigzania. Wniosek ten jest szczeg6lnie
wazny wtedy, gdy stosuje si¢ komercyjne pakiety MES, gdzie
nie zawsze istnieje mozliwo$¢ zastosowania elementow wyz-
szego rzedu czy innych znanych z literatury technik regulary-
zacyjnych.
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