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Streszczenie

Cyfrowe pomiary czestotliwosci bazuja na dwoch podstawowych meto-
dach: zliczaniu okreséw sygnatu w zadanym czasie oraz wyznaczaniu
czasu trwania jednego lub kilku okresow tego sygnatu. Przy pomiarach
matlych czgstotliwosci stosuje si¢ druga z nich, a wtedy dla sygnatow
o matej stromosci zboczy w obecnosci zaktdcen istotnym problemem staje
si¢ btad powstajacy w uktadach wejsciowych, wynikajacy z niepewnosci
wyznaczenia poczatku i konca okresu sygnalu mierzonego. W referacie
analizuje si¢ mozliwos¢ zmniejszenia blgdow pomiaru czgstotliwosci
$redniej sygnatu o matej stromo$ci zboczy w obecnosci zaktocen poprzez
zastosowanie metody najmniejszych kwadratow MNK do ograniczenia
bledéw wnoszonych przez wejsciowe uktady formujace. Przedstawia si¢
proponowang strukture uktadu pomiarowego, wyprowadzone zalezno$ci
analityczne i wyniki przeprowadzonych eksperymentéw symulacyjnych.

Stowa kluczowe: czgstosciomierz cyfrowy, pomiar czestotliwosci $red-
niej, metoda najmniejszych kwadratow.

Use of the least mean squares method
for measuring the average frequency
of signals with low slope steepness

in the presence of noise

Abstract

Digital frequency measurements are usually performed using either of two
methods: counting the signal periods in a given time or determining the
duration of one (or more) signal period. There are also variations of these
methods that ensure short measurement times and low error values.
In order to ensure the correct operation of measuring systems, all such
methods require a signal shape with steep slopes and a period identical to
that of the measured signal. When measuring signals with low slope
steepness in the presence of noise, an additional measurement error
appears as a result of jittering of slopes that delimit the successive periods
of the measured signal. This error is usually called the trigger error and is
proportional to the effective value of noise and inversely proportional to
the steepness of the signal slopes. This poses an essential problem when
measuring the frequency of sinusoidal signals, for example the frequency
of voltage in the electric grid. A known and widely used method for limiting
this error is measurement of the duration of multiple periods, which allows
decreasing the error proportionally to the number of the averaged periods.
This paper analyses the possibility of further increasing the accuracy
of measuring the frequency of signals with low slope steepness in the
presence of noise by using the least mean squares method LMS to limit the
trigger errors. A frequency is here defined as a derivative of the signal
phase with respect to time. To determine the average frequency, one uses
a simple regression slope which approximates the phase based on successive
moments in which the signal passes through zero level for several periods.
This paper presents the proposed measurement system layout, the derived
analytical relationships and the results of conducted experiments.

Keywords: electronics counter, average frequency measurement, least
mean square method.

1. Wstep

Pomiary czgsto$ciomierzem cyfrowym moga by¢ realizowane
na dwa sposoby: poprzez zliczanie okresow sygnatu we wzorco-
wym przedziale czasu lub poprzez zliczanie impulsow o czesto-
tliwos$ci wzorcowej w czasie rownym okresowi sygnalu mierzo-
nego [1]. W obu sposobach blad pomiaru czestotliwosci ma trzy
sktadowe: blad wzorca, kwantowania oraz wyzwalania. Blad
wzgledny wzorca jest maly i zazwyczaj nie przekracza warto$ci
10, dzieki czemu w praktyce moze by¢ pominiety. Btad kwanto-
wania rowniez moze by¢ utrzymany na niskim poziomie poprzez
zastosowanie odpowiedniego trybu pracy, zaleznie od mierzonej
czestotliwosci. Przykltadowo, pomiar czgstotliwosci energetycznej
50Hz poprzez zliczanie okresow w czasie 1s jest obarczony bar-
dzo duzym btedem kwantowania 2%. Mozna go zmniejszy¢ wy-
dhuzajac czasu trwania pomiaru lub realizujac tryb pomiaru okre-
su. Przy typowej warto$ci czestotliwosci wzorcowej wspolcze-
snych czestoSciomierzy f,=10 MHz, wzgledny blad kwantowania
dla jednego okresu sygnatu o czestotliwosci SOHz wyniesie tylko
5-107°, czyli rowniez bedzie pomijalnie maty. Jednak w tym przy-
padku istotny staje si¢ btad wyzwalania, zwigzany z formowaniem
sygnatu sterujacego glowng bramka czgstoSciomierza. Blad ten
jest zalezny od stosunku sygnatu do szumu SNR oraz od szybko-
$ci narastania sygnatu w punkcie przetaczania komparatora uktadu
ksztattujacego sygnat wejsciowy czestoSciomierza. Typowo btad
ten szacowany jest na 0,3% dla sygnatu sinusoidalnego przy sto-
sunku SNR=40 dB [2]. W wielu zastosowaniach jest to warto$¢
zbyt duza [3] i dlatego opracowano rdzne sposoby jego ogranicza-
nia. W artykule proponuje si¢ zastosowanie metody najmniejszych
kwadratow MNK do aproksymacji fazy sygnatu w punktach jego
przejscia przez poziom zerowy z tym samym znakiem pochodne;j.

2. Pomiar okresu zaszumionego sygnatu

Na rysunku 1 przedstawiono zasad¢ posredniego pomiaru cze-
stotliwoéci sygnalu poprzez pomiar jego okresu. Sygnat sinuso-
idalny u, o czgstotliwosci f,:

uy(t)=U,sin(27 fot+9p) ()

posiada okres T, wyznaczony przez dwie najblizsze sobie chwile
t1, t, w ktorych sygnat ten przekracza poziom zerowy z dodatnim
znakiem pochodnej. Okres 7, =1, —t; mierzony jest metoda cy-
frowa poprzez wypeklienie go N, impulsami o czestotliwosci
wzorcowe] f,,. Czestotliwo$¢ £, sygnatu u, wynosi wigc:

fle/Tx:fw/Nx' (2)
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Rys. 1. Pomiar okresu sygnatu w obecnosci zaktocen
Fig. 1. Measurement of the signal period in the presence of noise

Dla sygnatu z szumem doktadne wyznaczenie chwil ¢, #, jest
niemozliwe, a wynik pomiaru jest obarczony dodatkowo biedem
wyzwalania. Jesli mierzony jest okres sygnatu u., bedacego suma
sygnatu sinusoidalnego u; oraz szumu z o rozktadzie normalnym
z zerowg wartosécig oczekiwang i odchyleniem standardowym o:

u (1) =uy (1) +2(t) = U, sin(27 fo1+py)+2(1) A3)

to chwile #,, #, s3 zmiennymi losowymi [4] o odchyleniu standar-
dowym oy
o, =0./S, @)

gdzie S jest szybkoscia narastania sygnatu u, (stromoscia zbocza)
w punkcie jego przejscia przez poziom zerowy:

:d& =27;fxl7s cos(2x fxt+¢0)‘
t

dt s =27 fU; . (5)
—fet2

=150

Dla wartosci skutecznej sygnatu roéwnej U s stosunek SNR wynie-
sie:
SNR=0, /o, =U,/(20.) ©)

i na podstawie (4), (5):
o, =1/(227 f, SNR) . )

Odchylenie standardowe oy okresu 7, wynika z niepewnosci
wyznaczenia jego poczatku ¢ i konca t,. Poniewaz okres T, jest
réznica dwoch zmiennych losowych # —1#, to uwzgledniajac
zalezno$¢ na wariancje sumy zmiennych losowych, otrzymamy:

a% = 20}2(17 r), ®)

gdzie r jest wspotczynnikiem korelacji miedzy chwilami #, #,. Dla
zaktocenia z w postaci szumu biatego o nieograniczonym pasmie
oraz dla szumu o pa$mie ograniczonym do f, > 10f, mozemy
w praktyce przyja¢ »=0 [5] i odchylenie standardowe okresu T,:

o =20, =1/Q27 fSNR), )
a wzgledny blad $redniokwadratowy pomiaru okresu wyniesie:
8, =0y [T, =1/(27 SNR). (10)

Dla sygnatow sinusoidalnych btad (10) nie zalezy od mierzonej
czestotliwosci f,, a jedynie od SNR. Przyktadowo, dla SNR=100
(40dB) wyniesie on 0,16%. Blad ten mozna zmniejszy¢ poprzez
pomiar $redniego okresu. Na podstawie n kolejnych chwil ¢, ,, ...,
t, przejscia sygnalu u, przez poziom zerowy mozna wyznaczy¢
warto$¢ $rednig okresu T,=(#,—#)/(n—1). Otrzymany wynik
pomiaru bedzie obarczony blgdem S$redniokwadratowym Javg
o wartosci (n — 1) razy mniejszej od o7 [2]:

SavG =07 [(n=1)T,)=1/(2(n—1)7 SNR) . (11)
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Inne metody wykorzystuja cyfrowe przetwarzanie probek war-
tosci chwilowych sygnatu u,. Chwile przejscia sygnatu przez
poziom zerowy mozna interpolowac z kilku sasiednich probek [3].
Splot sygnatu z funkcjg Walsh’a umozliwia wyznaczenie odchy-
lenia czestotliwosci od wartosci znamionowej [6], podobnie jak
korelacja z funkcjami sinus/cosinus i dekompozycja na sktadowe
ortogonalne oraz metoda demodulacji [7]. Kolejne metody wyko-
rzystuja drugg pochodng funkcji sinus [8] oraz optymalizacje
rozwigzania rownania rozniczkowego drugiego rzgdu [9]. Metody
bazujace na FFT [10] wykorzystuja efekt przecieku widma, prze-
mieszczanie okna pomiarowego wzdhuz osi czasu oraz chwilowa
faze wirujacego wskazu napigcia [11] lub rozwinigcie funkcji
sinus w szereg Taylora [12].

3. Zastosowanie MNK do aproksymaciji fazy
sygnatu w obecnosci szumu

Dla sinusoidalnego sygnatu u, (1) jego faza ¢ jest liniowg funk-
cja czasu przyrastajaca z szybkoscia proporcjonalng do czestotli-
wosci f,, osiagajac wartosci rowne wielokrotnosci kata petnego 21
w kolejnych chwilach ¢, t,, ..., t, przejscia sygnatu u, przez po-
ziom zerowy (rys.2). Czestotliwos¢ f, sygnalu u; mozna wigc
wyznaczy¢ na podstawie pochodnej [13]:

1 dp a
=T - 12
Ix 27 dt 2« (12)

gdzie a jest wspotczynnikiem kierunkowym linii prostej opisuja-
cej zmienno$¢ fazy ¢ sygnalu jako funkcji czasu przy zatozeniu,
ze czgstotliwose f, w czasie pomiaru nie ulegta zmianie. W prze-
ciwnym razie nalezy uwzglednic¢ btedy dynamiczne [14].

u; (n-1)T u,

8n 20, ‘,,axﬂ'?

67 K =

4n

2’1(')[, t

[! 12 [3 [1 [n

Rys. 2. Pomiar $redniej czgstotliwosci z aproksymacija fazy MNK
Fig. 2. Measurement of the average frequency with LMS phase interpolation

Dla sygnahu u, (3) zaktéconego szumem z chwile ¢, t, ..., #, sa
zmiennymi losowymi o odchyleniu standardowym o; (4), wigc
mozna zastosowa¢ metode najmniejszych kwadratow do estymacji
wspotczynnika kierunkowego a regresji liniowej. Poniewaz
zmienna niezalezna (czas f) jest zmienna losowa, a zmienna zalez-
na (faza @) przyjmuje z gory zalozone wartosci kata 2mi, to nalezy
rozpatrzy¢ przypadek regresji odwrotnej, dla ktorej wspotczynnik
kierunkowy a jest opisany zaleznoscia:

nzyiz_(zyi)z
a= i=1 i=1 , (13)

- n n n
”zxi.Vi - xiZ.Vi
i=1 1=l

i i=

a wyraz wolny b prostej regresji ze wzgledu na posta¢ pochodne;j
(12) jest nieistotny. Faza poczatkowa ¢, sygnatu u; (1) nie wptywa
na wartos¢ wspotczynnika kierunkowego a prostej regresji, moze
by¢ wiec dowolna i dla wygody obliczen przyjmujemy ¢(t,)=2.
Wartosci x; odpowiadaja kolejnym warto$ciom #;, a wartosci y; sa
réwne wielokrotno$ciom kata pelnego 2m. Podstawiajac wiec do
(13) odpowiednio:

Xp =1, y; =27 (14)
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oraz uwzgledniajac wzory na sumy szeregow liczbowych:

n

Z n(n+1) Zz n(n+1§2n+1) (15)

i=1 i=1

po przeksztatceniach otrzymamy poszukiwang zalezno$¢ na cze-
stotliwos¢ £, jako funkcje n kolejnych warto$ci czasow #;:

2
fooiot Db 16)
6> Ri-n=1t; Y.cit;

i=1

i=1

Wspodtezynniki £, i ¢; sa catkowite oraz jednoznacznie okre$lo-
ne tylko poprzez liczb¢ punktéw pomiarowych n uwzglednianych
w obliczeniach. W tabeli 1 zestawiono wartosci tych wspotczyn-
nikow dla kilku przyktadowych wartosci n.

Tab. 1. Wartosci wspotczynnikow £, ¢; dla metody najmniejszych kwadratow (16)
Tab. 1. Values of the coefficients k,, ¢; for the least mean squares method (16)

n ky, ¢

4 10 [3(-1|1](3

7 56 |6|-4|-2{0]|2|4]6

9 120 |-8|-6|-4|-2{0]|2|4]|6]|8

10 165 [-9|-7(-5|-3|-1|1|1[3]|5[7]9

15 560 |[-14|-12(-10| -8 |-6|-4|-2(0 |2 |4 |6 |8 |10|12|14
16 680 |[-15|-13[-11|-9 [-7[-5|-3(-1| 1|3 |57 |9 |11|13]|15

Zaleznos¢ (16) wskazuje, ze w rozpatrywanym przypadku
MNK wymaga wagowego usredniania kolejnych wartoéci czasow
t; ze wspotczynnikami ¢;. Przyktadowy ksztalt funkcji wagowej
dla n =7 przedstawiono na rysunku 3. Zastosowane funkcje wa-
gowe sg wiec pitoksztattne z zerowa wartoscia $rednia.

Rys. 3. Wspodlczynniki funkcji wagowej realizujacej MNK dla n=7
Fig. 3.  Coefficients of the weighting function implementing LMS for n =7

Na rysunku 4 przedstawiono schemat ukladu pomiarowego
umozliwiajacego realizacje rozpatrywanej metody. Sygnal wej-
Sciowy o czgstotliwosci f, przetwarzany jest w ukladzie ksztattuja-
cym UK na dwuwarto$ciowy sygnal logiczny, ktorego kolejne
zbocza sa generowane w chwilach, w ktorych sygnal wejsciowy
przekracza poziom zerowy. Uktad ksztattujacy UK powinien
posiada¢ histerez¢ o szeroko$ci co najmniej réwnej 3 o,. Narasta-
jace zbocza sygnatu logicznego wyznaczaja kolejne przyrosty fazy
o sygnatu o 2w i sg podane na wejscie zatrzaskujace w rejestrze R
aktualny stan K licznika L, zliczajacego impulsy o czgstotliwosci
fw z generatora wzorcowego GW. Licznik L generuje liniowa
skale czasu, a kolejne uzyskiwane na wyjsciu rejestru R wartosé
czasOw f; sa zapamigtywane w pamigci P w celu dalszej ich ob-
robki zgodnie z zaleznoscig (16). Uktad moze pracowaé cyklicz-
nie, z zerowaniem licznika L po zapamigtaniu kazdych kolejnych
n warto$ci czasow ¢, lub w sposob ciagly po zastosowaniu liczni-
ka L o wystarczajaco duzej pojemnosci i odpowiedniej progra-
mowej korekcie zatrzaskiwanych w rejestrze R wartosci. Przed-
stawiony uktad mozna zrealizowaé¢ wykorzystujac mikrokontroler
jednouktadowy wyposazony w sprzetowe mechanizmy odczytu
timeréw/licznikow "w locie". Odpowiednig strukture posiadaja
réwniez niektore specjalizowane karty pomiarowe, np: CTM-PER
firmy Keithley lub PCI-6602 National Instruments.

PAK vol. 59, nr 4/2013

Rys. 4. Schemat blokowy uktadu pomiarowego
Fig. 4.  Block diagram of the measurement system

4. Analiza wlasciwosci proponowanej metody

Do oceny wtasciwosci metrologicznych proponowanej metody
zastosowano wzgledy btad $redniokwadratowy orms, ktorego
warto$¢ jest taka sama dla pomiaru czgstotliwosci £, i okresu 7,:

o
Srus = ff ~100%=;—T-100% . (17)

X X

Ze wzgledu na postac (16) wygodniej jest analizowaé okres 7'

T, = Z(zz n—1); = zn: it . (18)
n(n® —1), 1 ky i3

Uzyskany za pomocg MNK estymator okresu 7, (18) jest kom-
binacja liniowa czasow t;, ktore sa zmienna losowa o odchyleniu
standardowym o; (4). Poniewaz warto$ci szumu z(¢) w kolejnych
chwilach ¢, s3 ze soba nieskorelowane, to:

Var(T, ) = Var(—th) Var(t)kzzc (19)

”11 n i=l

Uwzgledniajac zaleznos$ci na k;, i ¢; wynikajace z (16) oraz na o;
(7), odchylenie standardowe ojys okresu (18) wyznaczonego
MNK wyniesie:

12 1

[12

- 20

n(n*=1) 22z f.SNR\ n(n®-1) (20
1 12

Sims = _ 21

M2 SNR | n(n? - 1) @D

Na rysunku 5 przedstawiono wartosci wzglednych bledow
sredniokwadratowych (21) obliczone dla SNR=100 (40 dB),
w zaleznos$ci od liczby n uwzglednionych w pomiarze chwil cza-
sowych ¢ (linia LMS) oraz dla poréwnania warto$ci btedow po-
miaru pojedynczego okresu Oy (10) oraz okresu $redniego JSpvg
(11). Proponowana metoda zapewnia zmniejszenie wartosci blg-
dow wzgledem pomiaru jednego okresu w stosunku zaleznym od
liczby n, co przedstawiono na rysunku 6 w postaci stosunkow
odchylen standardowych pojedynczego okresu or (9), okresu
Sredniego opvg:

2

O-AVG:O't_n_l (22)

OLMS =

1 ostatecznie:

oraz okresu ojys Wyznaczonego za pomocg MNK (20). Zastoso-
wanie MNK zapewnia wigc, przy tym samym czasie pomiaru,
dodatkowe zmniejszenie btgdow wzgledem pomiaru $redniego
okresu w stosunku rownym:
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n(n+1)
6(n—1)

TAVG _
OLMS

(23)

Zalezno$¢ ta przedstawiono na rysunku 7.

1
SNR=40dB
1% | Srs 0.3%
0.1 \\ \T
AVG
\_’/
—
0.01 7 \x\ ~— |
LMS ~x — |
0,001 Symulacia Teoria TX— \x\n
0 10 20 30 40 50

Rys. 5. Wzgledny btad Sredniokwadratowy pomiaru okresu i czgstotliwosci
Fig. 5. The relative RMS period and the frequency measurement error

150 or

[l OLms LMS /
Or \ /
[¢}

100 'AVG 5

Teor)ia/ / AVG

50 - X L
Symulacja _/\‘—/
L+ —|
MQ*/ n
0
0 10 20 30 40 50

Rys. 6. Skuteczno$¢ thumienia zaktécen MNK i metody AVG
Fig. 6.  The effectiveness in noise suppression of the LMS and AVG method

Gave 0] s S
G, 6(n-1) —X
5 LMS ]

LI i

/ |
Symulacja
1 - n

0 10 20 30 40 50

Rys. 7. Poréwnanie skutecznosci MNK i metody AVG
Fig. 7. Comparison of the effectiveness of the LMS and AVG method

5. Symulacyjna weryfikacja metody

W celu weryfikacji wyprowadzonych zaleznos$ci analitycznych
oraz dla potwierdzenia wtasciwosci przedstawionej metody prze-
prowadzono odpowiednie badania symulacyjne, zaktadajac sinu-
soidalny sygnat (1) o czestotliwosci £,=50 Hz zakldcony szumem
o rozkladzie normalnym z zerowa warto$ciag oczekiwana, przy
SNR=40 dB (6). Wygenerowano 10000 warto$ci czasow ¢#; rowno-
odleglych od siebie o 20 ms i dodano do nich zmienna losowa
symulujacg szum o odchyleniu standardowym o;=22,5 ps zgodnie
z zaleznoScia (7). Obliczono kolejne okresy 7; = t; — .| tak zaszu-
mionego sygnatu i wyznaczono ich odchylenie standardowe
07=32 us, potwierdzajace zalezno$¢ (9). Nastgpnie wyznaczono
wartosci czestotliwosci metoda najmniejszych kwadratow (16)
z kazdych kolejnych n wartosci czasow ¢, (n=5, 10, 15, ..., 50)
oraz dla poréwnania jako odwrotno$¢ pojedynczego okresu
1 odwrotno$¢ $redniej n — 1 okresow. Na rysunku 5 przedstawiono
na tle zaleznosci analitycznych uzyskane z eksperymentu wartosci
wzglednych blgdow sredniokwadratowych Jrys dla metody naj-
mniejszych kwadratow (LMS), usrednionego okresu (AVG) oraz
pojedynczego okresu (7). Dla poréwnania dodatkowo zaznaczono
warto$¢ 0,3% bledu granicznego wedtug [2]. Jak widaé na rysun-

ku 5, uzyskano wysoka zgodno$¢ wynikoéw eksperymentu z zalez-
nosciami teoretycznymi. Na rysunku 6 przedstawiono uzyskang
w eksperymencie skuteczno$¢ tlumienia zaktécen metoda naj-
mniejszych kwadratéw (LMS) i $redniego okresu (AVG), a na
rysunku 7 stosunek (23) tych dwoch warto$ci rowniez potwierdza-
jacy wyprowadzone zaleznosci teoretyczne.

6. Podsumowanie

W cyfrowych pomiarach czgstotliwosci sygnatow o matej stro-
mosci zboczy w obecnosci zaktdcen istotnym sktadnikiem btedow
jest btad wyzwalania wnoszony przez wej$ciowe uklady ksztattu-
jace czgsto$ciomierza. Blad ten mozna istotnie zmniejszy¢ wyzna-
czajac czestotliwos¢ (16) ze wspodtczynnika kierunkowego regres;ji
liniowej (13) wyznaczonego MNK na podstawie chwil przejscia
sygnatu przez poziom zerowy. Przedstawiono najwazniejsze
zaleznos$ci analityczne, w tym na blad $redniokwadratowy (21)
oraz przeprowadzono badania symulacyjne potwierdzajace ko-
rzystne wlasciwosci metody.
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