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Streszczenie 
 

Cyfrowe pomiary częstotliwości bazują na dwóch podstawowych meto-
dach: zliczaniu okresów sygnału w zadanym czasie oraz wyznaczaniu 
czasu trwania jednego lub kilku okresów tego sygnału. Przy pomiarach 
małych częstotliwości stosuje się drugą z nich, a wtedy dla sygnałów  
o małej stromości zboczy w obecności zakłóceń istotnym problemem staje 
się błąd powstający w układach wejściowych, wynikający z niepewności 
wyznaczenia początku i końca okresu sygnału mierzonego. W referacie 
analizuje się możliwość zmniejszenia błędów pomiaru częstotliwości 
średniej sygnału o małej stromości zboczy w obecności zakłóceń poprzez 
zastosowanie metody najmniejszych kwadratów MNK do ograniczenia 
błędów wnoszonych przez wejściowe układy formujące. Przedstawia się 
proponowaną strukturę układu pomiarowego, wyprowadzone zależności 
analityczne i wyniki przeprowadzonych eksperymentów symulacyjnych. 
 
Słowa kluczowe: częstościomierz cyfrowy, pomiar częstotliwości śred-
niej, metoda najmniejszych kwadratów. 
 

Use of the least mean squares method  
for measuring the average frequency  
of signals with low slope steepness  
in the presence of noise 

 
Abstract 

 
Digital frequency measurements are usually performed using either of two 
methods: counting the signal periods in a given time or determining the 
duration of one (or more) signal period. There are also variations of these 
methods that ensure short measurement times and low error values.  
In order to ensure the correct operation of measuring systems, all such 
methods require a signal shape with steep slopes and a period identical to 
that of the measured signal. When measuring signals with low slope 
steepness in the presence of noise, an additional measurement error  
appears as a result of jittering of slopes that delimit the successive periods 
of the measured signal. This error is usually called the trigger error and is 
proportional to the effective value of noise and inversely proportional to 
the steepness of the signal slopes. This poses an essential problem when 
measuring the frequency of sinusoidal signals, for example the frequency 
of voltage in the electric grid. A known and widely used method for limiting 
this error is measurement of the duration of multiple periods, which allows 
decreasing the error proportionally to the number of the averaged periods. 
This paper analyses the possibility of further increasing the accuracy  
of measuring the frequency of signals with low slope steepness in the 
presence of noise by using the least mean squares method LMS to limit the 
trigger errors. A frequency is here defined as a derivative of the signal 
phase with respect to time. To determine the average frequency, one uses  
a simple regression slope which approximates the phase based on successive 
moments in which the signal passes through zero level for several periods. 
This paper presents the proposed measurement system layout, the derived 
analytical relationships and the results of conducted experiments. 
 
Keywords: electronics counter, average frequency measurement, least 
mean square method. 
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1. Wstęp 
 

Pomiary częstościomierzem cyfrowym mogą być realizowane 
na dwa sposoby: poprzez zliczanie okresów sygnału we wzorco-
wym przedziale czasu lub poprzez zliczanie impulsów o często-
tliwości wzorcowej w czasie równym okresowi sygnału mierzo-
nego [1]. W obu sposobach błąd pomiaru częstotliwości ma trzy 
składowe: błąd wzorca, kwantowania oraz wyzwalania. Błąd 
względny wzorca jest mały i zazwyczaj nie przekracza wartości 
10-6, dzięki czemu w praktyce może być pominięty. Błąd kwanto-
wania również może być utrzymany na niskim poziomie poprzez 
zastosowanie odpowiedniego trybu pracy, zależnie od mierzonej 
częstotliwości. Przykładowo, pomiar częstotliwości energetycznej 
50Hz poprzez zliczanie okresów w czasie 1s jest obarczony bar-
dzo dużym błędem kwantowania 2%. Można go zmniejszyć wy-
dłużając czasu trwania pomiaru lub realizując tryb pomiaru okre-
su. Przy typowej wartości częstotliwości wzorcowej współcze-
snych częstościomierzy fw=10 MHz, względny błąd kwantowania 
dla jednego okresu sygnału o częstotliwości 50Hz wyniesie tylko 
510-6, czyli również będzie pomijalnie mały. Jednak w tym przy-
padku istotny staje się błąd wyzwalania, związany z formowaniem 
sygnału sterującego główną bramką częstościomierza. Błąd ten 
jest zależny od stosunku sygnału do szumu SNR oraz od szybko-
ści narastania sygnału w punkcie przełączania komparatora układu 
kształtującego sygnał wejściowy częstościomierza. Typowo błąd 
ten szacowany jest na 0,3% dla sygnału sinusoidalnego przy sto-
sunku SNR=40 dB [2]. W wielu zastosowaniach jest to wartość 
zbyt duża [3] i dlatego opracowano różne sposoby jego ogranicza-
nia. W artykule proponuje się zastosowanie metody najmniejszych 
kwadratów MNK do aproksymacji fazy sygnału w punktach jego 
przejścia przez poziom zerowy z tym samym znakiem pochodnej. 

 
2. Pomiar okresu zaszumionego sygnału 
 

Na rysunku 1 przedstawiono zasadę pośredniego pomiaru czę-
stotliwości sygnału poprzez pomiar jego okresu. Sygnał sinuso-
idalny us o częstotliwości fx: 

 

 )2sin(ˆ)( 0  tfUtu xss   (1) 

 
posiada okres Tx wyznaczony przez dwie najbliższe sobie chwile 
t1, t2, w których sygnał ten przekracza poziom zerowy z dodatnim 
znakiem pochodnej. Okres Tx = t2 – t1 mierzony jest metodą cy-
frową poprzez wypełnienie go Nx impulsami o częstotliwości 
wzorcowej fw. Częstotliwość fx sygnału us wynosi więc: 
 
 xwxx NfTf  1 .  (2) 
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Rys. 1. Pomiar okresu sygnału w obecności zakłóceń 
Fig. 1. Measurement of the signal period in the presence of noise 

 
Dla sygnału z szumem dokładne wyznaczenie chwil t1, t2 jest 

niemożliwe, a wynik pomiaru jest obarczony dodatkowo błędem 
wyzwalania. Jeśli mierzony jest okres sygnału uz, będącego sumą 
sygnału sinusoidalnego us oraz szumu z o rozkładzie normalnym  
z zerową wartością oczekiwaną i odchyleniem standardowym z:  

 

 )()2sin(ˆ)()()( 0 tztfUtztutu xssz   ,  (3) 

 
to chwile t1, t2 są zmiennymi losowymi [4] o odchyleniu standar-
dowym t:  
 Szt   ,  (4) 

 
gdzie S jest szybkością narastania sygnału us (stromością zbocza) 
w punkcie jego przejścia przez poziom zerowy: 
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Dla wartości skutecznej sygnału równej sU
~

 stosunek SNR wynie-

sie:  

 )2(ˆ~
SNR zszs UU     (6) 

 
i na podstawie (4), (5): 
 

 SNR)22(1 xt f  .  (7) 

 
Odchylenie standardowe T okresu Tx wynika z niepewności 

wyznaczenia jego początku t1 i końca t2. Ponieważ okres Tx jest 
różnicą dwóch zmiennych losowych t2 – t1, to uwzględniając 
zależność na wariancję sumy zmiennych losowych, otrzymamy: 

 

 )1(2 22 rtT   ,  (8) 

 
gdzie r jest współczynnikiem korelacji między chwilami t1, t2. Dla 
zakłócenia z w postaci szumu białego o nieograniczonym paśmie 
oraz dla szumu o paśmie ograniczonym do fg  10fx możemy  
w praktyce przyjąć r=0 [5] i odchylenie standardowe okresu Tx: 

 

 SNR)2(12 xtT f  ,  (9) 

 
a względny błąd średniokwadratowy pomiaru okresu wyniesie:  
 

 SNR)2(1   xTT T .  (10) 

 
Dla sygnałów sinusoidalnych błąd (10) nie zależy od mierzonej 

częstotliwości fx, a jedynie od SNR. Przykładowo, dla SNR=100 
(40dB) wyniesie on 0,16%. Błąd ten można zmniejszyć poprzez 
pomiar średniego okresu. Na podstawie n kolejnych chwil t1, t2, ..., 
tn przejścia sygnału uz przez poziom zerowy można wyznaczyć 
wartość średnią okresu Tx = (tn – t1)/(n – 1). Otrzymany wynik 
pomiaru będzie obarczony błędem średniokwadratowym AVG  

o wartości (n – 1) razy mniejszej od T [2]: 
 

 SNR))1(2(1))1((AVG   nTn xT .  (11) 

Inne metody wykorzystują cyfrowe przetwarzanie próbek war-
tości chwilowych sygnału uz. Chwile przejścia sygnału przez 
poziom zerowy można interpolować z kilku sąsiednich próbek [3]. 
Splot sygnału z funkcją Walsh’a umożliwia wyznaczenie odchy-
lenia częstotliwości od wartości znamionowej [6], podobnie jak 
korelacja z funkcjami sinus/cosinus i dekompozycja na składowe 
ortogonalne oraz metoda demodulacji [7]. Kolejne metody wyko-
rzystują drugą pochodną funkcji sinus [8] oraz optymalizację 
rozwiązania równania różniczkowego drugiego rzędu [9]. Metody 
bazujące na FFT [10] wykorzystują efekt przecieku widma, prze-
mieszczanie okna pomiarowego wzdłuż osi czasu oraz chwilową 
fazę wirującego wskazu napięcia [11] lub rozwinięcie funkcji 
sinus w szereg Taylora [12].  
 
3. Zastosowanie MNK do aproksymacji fazy 

sygnału w obecności szumu 
 

Dla sinusoidalnego sygnału us (1) jego faza  jest liniową funk-
cją czasu przyrastającą z szybkością proporcjonalną do częstotli-
wości fx, osiągając wartości równe wielokrotności kąta pełnego 2 
w kolejnych chwilach t1, t2, ..., tn przejścia sygnału us przez po-
ziom zerowy (rys.2). Częstotliwość fx sygnału us można więc 
wyznaczyć na podstawie pochodnej [13]:  

 

 



 22

1 a

dt

d
f x  ,  (12) 

 
gdzie a jest współczynnikiem kierunkowym linii prostej opisują-
cej zmienność fazy  sygnału jako funkcji czasu przy założeniu, 
że częstotliwość fx w czasie pomiaru nie uległa zmianie. W prze-
ciwnym razie należy uwzględnić błędy dynamiczne [14]. 

 
 

 
 
Rys. 2. Pomiar średniej częstotliwości z aproksymacją fazy MNK 
Fig. 2. Measurement of the average frequency with LMS phase interpolation 

 
Dla sygnału uz (3) zakłóconego szumem z chwile t1, t2, ..., tn są 

zmiennymi losowymi o odchyleniu standardowym t (4), więc 
można zastosować metodę najmniejszych kwadratów do estymacji 
współczynnika kierunkowego a regresji liniowej. Ponieważ 
zmienna niezależna (czas t) jest zmienną losową, a zmienna zależ-
na (faza ) przyjmuje z góry założone wartości kąta 2i, to należy 
rozpatrzyć przypadek regresji odwrotnej, dla której współczynnik 
kierunkowy a jest opisany zależnością: 
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a wyraz wolny b prostej regresji ze względu na postać pochodnej 
(12) jest nieistotny. Faza początkowa 0 sygnału us (1) nie wpływa 
na wartość współczynnika kierunkowego a prostej regresji, może 
być więc dowolna i dla wygody obliczeń przyjmujemy (t1)=2. 
Wartości xi odpowiadają kolejnym wartościom ti, a wartości yi są 
równe wielokrotnościom kąta pełnego 2. Podstawiając więc do 
(13) odpowiednio: 
 iytx iii 2,    (14) 
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oraz uwzględniając wzory na sumy szeregów liczbowych: 
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po przekształceniach otrzymamy poszukiwaną zależność na czę-
stotliwość fx jako funkcję n kolejnych wartości czasów ti:  
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Współczynniki kn i ci są całkowite oraz jednoznacznie określo-

ne tylko poprzez liczbę punktów pomiarowych n uwzględnianych 
w obliczeniach. W tabeli 1 zestawiono wartości tych współczyn-
ników dla kilku przykładowych wartości n.  

 
Tab. 1.  Wartości współczynników kn, ci dla metody najmniejszych kwadratów (16) 
Tab. 1.  Values of the coefficients kn, ci for the least mean squares method (16) 
 

n kn ci 

4 10 -3 -1 1 3             

7 56 -6 -4 -2 0 2 4 6          

9 120 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8        

10 165 -9 -7 -5 -3 -1 1 1 3 5 7 9      

15 560 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14  

16 680 -15 -13 -11 -9 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9 11 13 15

 
Zależność (16) wskazuje, że w rozpatrywanym przypadku 

MNK wymaga wagowego uśredniania kolejnych wartości czasów 
ti ze współczynnikami ci. Przykładowy kształt funkcji wagowej 
dla n =7 przedstawiono na rysunku 3. Zastosowane funkcje wa-
gowe są więc piłokształtne z zerową wartością średnią. 

 
 

 
 
Rys. 3. Współczynniki funkcji wagowej realizującej MNK dla n=7  
Fig. 3. Coefficients of the weighting function implementing LMS for n = 7 

 
Na rysunku 4 przedstawiono schemat układu pomiarowego 

umożliwiającego realizację rozpatrywanej metody. Sygnał wej-
ściowy o częstotliwości fx przetwarzany jest w układzie kształtują-
cym UK na dwuwartościowy sygnał logiczny, którego kolejne 
zbocza są generowane w chwilach, w których sygnał wejściowy 
przekracza poziom zerowy. Układ kształtujący UK powinien 
posiadać histerezę o szerokości co najmniej równej 3z. Narasta-
jące zbocza sygnału logicznego wyznaczają kolejne przyrosty fazy 
 sygnału o 2 i są podane na wejście zatrzaskujące w rejestrze R 
aktualny stan K licznika L, zliczającego impulsy o częstotliwości 
fw z generatora wzorcowego GW. Licznik L generuje liniową 
skalę czasu, a kolejne uzyskiwane na wyjściu rejestru R wartość 
czasów ti są zapamiętywane w pamięci P w celu dalszej ich ob-
róbki zgodnie z zależnością (16). Układ może pracować cyklicz-
nie, z zerowaniem licznika L po zapamiętaniu każdych kolejnych 
n wartości czasów ti, lub w sposób ciągły po zastosowaniu liczni-
ka L o wystarczająco dużej pojemności i odpowiedniej progra-
mowej korekcie zatrzaskiwanych w rejestrze R wartości. Przed-
stawiony układ można zrealizować wykorzystując mikrokontroler 
jednoukładowy wyposażony w sprzętowe mechanizmy odczytu 
timerów/liczników "w locie". Odpowiednią strukturę posiadają 
również niektóre specjalizowane karty pomiarowe, np: CTM-PER 
firmy Keithley lub PCI-6602 National Instruments. 

 
 

 
 
Rys. 4. Schemat blokowy układu pomiarowego 
Fig. 4. Block diagram of the measurement system 

 
 
4. Analiza właściwości proponowanej metody 
 

Do oceny właściwości metrologicznych proponowanej metody 
zastosowano względy błąd średniokwadratowy RMS, którego 
wartość jest taka sama dla pomiaru częstotliwości fx i okresu Tx: 
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Ze względu na postać (16) wygodniej jest analizować okres Tx: 
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Uzyskany za pomocą MNK estymator okresu Tx (18) jest kom-

binacją liniową czasów ti, które są zmienną losową o odchyleniu 
standardowym t (4). Ponieważ wartości szumu z(t) w kolejnych 
chwilach ti są ze sobą nieskorelowane, to: 
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Uwzględniając zależności na kn i ci wynikające z (16) oraz na t 

(7), odchylenie standardowe LMS okresu (18) wyznaczonego 
MNK wyniesie: 
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i ostatecznie: 
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Na rysunku 5 przedstawiono wartości względnych błędów 

średniokwadratowych (21) obliczone dla SNR=100 (40 dB),  
w zależności od liczby n uwzględnionych w pomiarze chwil cza-
sowych ti (linia LMS) oraz dla porównania wartości błędów po-
miaru pojedynczego okresu T (10) oraz okresu średniego AVG 
(11). Proponowana metoda zapewnia zmniejszenie wartości błę-
dów względem pomiaru jednego okresu w stosunku zależnym od 
liczby n, co przedstawiono na rysunku 6 w postaci stosunków 
odchyleń standardowych pojedynczego okresu T (9), okresu 
średniego AVG: 

 
1

2
AVG 


nt  (22) 

 
oraz okresu LMS wyznaczonego za pomocą MNK (20). Zastoso-
wanie MNK zapewnia więc, przy tym samym czasie pomiaru, 
dodatkowe zmniejszenie błędów względem pomiaru średniego 
okresu w stosunku równym: 
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Zależność tą przedstawiono na rysunku 7.  
 
 

 
 
Rys. 5. Względny błąd średniokwadratowy pomiaru okresu i częstotliwości 
Fig. 5. The relative RMS period and the frequency measurement error 

 
 
 

 
 
Rys. 6. Skuteczność tłumienia zakłóceń MNK i metody AVG 
Fig. 6. The effectiveness in noise suppression of the LMS and AVG method 

 
 
 

 
 
Rys. 7. Porównanie skuteczności MNK i metody AVG 
Fig. 7. Comparison of the effectiveness of the LMS and AVG method 

 
 
5. Symulacyjna weryfikacja metody 
 

W celu weryfikacji wyprowadzonych zależności analitycznych 
oraz dla potwierdzenia właściwości przedstawionej metody prze-
prowadzono odpowiednie badania symulacyjne, zakładając sinu-
soidalny sygnał (1) o częstotliwości fx=50 Hz zakłócony szumem  
o rozkładzie normalnym z zerową wartością oczekiwaną, przy 
SNR=40 dB (6). Wygenerowano 10000 wartości czasów ti równo-
odległych od siebie o 20 ms i dodano do nich zmienną losową 
symulującą szum o odchyleniu standardowym t=22,5 s zgodnie 
z zależnością (7). Obliczono kolejne okresy Ti = ti – ti-1 tak zaszu-
mionego sygnału i wyznaczono ich odchylenie standardowe 
T=32 s, potwierdzające zależność (9). Następnie wyznaczono 
wartości częstotliwości metodą najmniejszych kwadratów (16)  
z każdych kolejnych n wartości czasów ti, (n=5, 10, 15, ..., 50) 
oraz dla porównania jako odwrotność pojedynczego okresu  
i odwrotność średniej n – 1 okresów. Na rysunku 5 przedstawiono 
na tle zależności analitycznych uzyskane z eksperymentu wartości 
względnych błędów średniokwadratowych RMS dla metody naj-
mniejszych kwadratów (LMS), uśrednionego okresu (AVG) oraz 
pojedynczego okresu (T). Dla porównania dodatkowo zaznaczono 
wartość 0,3% błędu granicznego według [2]. Jak widać na rysun-

ku 5, uzyskano wysoką zgodność wyników eksperymentu z zależ-
nościami teoretycznymi. Na rysunku 6 przedstawiono uzyskaną  
w eksperymencie skuteczność tłumienia zakłóceń metodą naj-
mniejszych kwadratów (LMS) i średniego okresu (AVG), a na 
rysunku 7 stosunek (23) tych dwóch wartości również potwierdza-
jący wyprowadzone zależności teoretyczne.  
 
6. Podsumowanie 
 

W cyfrowych pomiarach częstotliwości sygnałów o małej stro-
mości zboczy w obecności zakłóceń istotnym składnikiem błędów 
jest błąd wyzwalania wnoszony przez wejściowe układy kształtu-
jące częstościomierza. Błąd ten można istotnie zmniejszyć wyzna-
czając częstotliwość (16) ze współczynnika kierunkowego regresji 
liniowej (13) wyznaczonego MNK na podstawie chwil przejścia 
sygnału przez poziom zerowy. Przedstawiono najważniejsze 
zależności analityczne, w tym na błąd średniokwadratowy (21) 
oraz przeprowadzono badania symulacyjne potwierdzające ko-
rzystne właściwości metody. 
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