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Streszczenie

W artykule przedstawiono oryginalng metode modelowania ukladéw dyskretno-ciggltych. Metoda polega na dys-
kretyzowaniu uktadu trojwymiarowego jedynie w dwéch wybranych kierunkach. W trzecim z kierunkow uktad po-
zostaje ciagly. Otrzymany w ten sposéb model jest modelem dyskretno-ciaglym. Opisany jest za pomocg réwnan
rozniczkowych czastkowych. Ogélne réwnania réznicowe ukladu dyskretnego otrzymano, wykorzystujac metode
sztywnych elementéw skonczonych. W granicy réwnania te sprowadzono do réwnan rézniczkowych czastkowych.
Podano sformalizowany zapis tych réwnan w postaci macierzowej oraz przedstawiono ogdlny sposéb budowania
takich macierzy dla zlozonych ukladéw mechanicznych. Do rozwigzania wyprowadzonych réwnan zastosowano
metode transmitancji ukladéw o parametrach rozlozonych. Metode zilustrowano na przykladzie belki obustronnie
utwierdzone;j.

Stowa kluczowe: modelowanie, uktady mechaniczne, uktady dynamiczne, drgania

DISCRETE-CONTINUOUS METHOD OF DYNAMIC
SYSTEMS MODELLING

Summary

The paper introduces an original method of discrete-continuous systems modeling. In the proposed method three
dimensional system is divided on finite elements only in two directions. In the third one the system remains con-
tinuous. Obtained in that way model is a discrete-continuous model of the considered system. It is described by
the system of partial differential equations. General difference equations of discrete system were obtained using
the rigid finite elements method. In the limit these equations were transformed to the partial differential equa-
tions. Then formalized matrix notation of derived equations was given. Finally a general way to create global ma-
trix for the whole system was presented. To solve obtained equations one applied the distributed transfer function
method. Proposed approach was illustrated on the example of simple beam fixed on both ends.

Keywords: modelling, mechanical system, dynamic systems, vibration

1. WSTEP
Znanych jest wiele metod modelowania uktadéw dyna- dokladniejszy. Istnieje jednak optymalna gesto$¢ po-
micznych. Nie ma jednak metod uniwersalnych, ktére dziatu i liczba elementéw skonczonych, powyzej ktorej

z jednej strony bylyby dokladne, a z drugiej nadawaty bledy zaokraglen i obliczen numerycznych zaczynaja
sie do modelowania szerokiej klasy uktadéow dynamicz- odgrywaé¢ decydujaca role. W przypadku ukladéw

nych. Do grupy powszechnie stosowanych nalezy meto- smuklych stosowanie metody elementéw skonczonych
da elementéw skonczonych. Korzystajac z tej metody, wymaga niekiedy gestej siatki podzialu dla zachowania
mozna otrzymaé przyblizony model ukladu rzeczywi- odpowiedniego ksztaltu zastosowanych elementow
stego. Jego dokladnosé zalezy jednak od liczby elemen- skonczonych i doktadnosci obliczen. Z kolei duza ge-
téw skonczonych. Im wigksza ich liczba, tym model stos¢ podzialu prowadzi do znaczacego wzrostu rzedu
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modelu. Wysoki rzad modelu jest niepozadany, np. przy
projektowaniu ukladéw sterowania, i prowadzi jedno-
czeénie do wydhluzenia czasu obliczen numerycznych.
Ponadto dla takich  jak
np. struny, prety czy belki, mozna okresli¢ dokladne

elementéw  smuklych,
rozwigzania analityczne. W takich przypadkach lepiej
jest stosowaé znane, jednowymiarowe modele ciggle. Na
podstawie takich modeli mozna tatwo budowaé zredu-
kowane modele modalne niskiego rzedu, ktére w zakre-
sie rozwazanych i uwzglednionych czestotliwoéci wta-
snych sa modelami dokladnymi. W wielu pracach
przedstawiono sposéb budowania takich modeli zaréw-
no dla uktadéw o parametrach rozlozonych, jak

i skupionych [1-3, 5-9].

W przypadku ukltadéw wielowymiarowych, dla ktorych
nie mozna okredli¢c rozwiazan analitycznych, mozna
postuzy¢ sie proponowang w pracy metoda hybrydowa.
Laczy ona zalety metod modelowania ukladéw ciaglych
i dyskretyzowanych przestrzennie. W klasycznej meto-
dzie elementow skonczonych uktady dwuwymiarowe
i trojwymiarowe dzieli sie odpowiednio w dwéch
i trzech kierunkach (rys. la, lc). W proponowanej
metodzie uktady te dzieli sie odpowiednio w jednym
i dwoéch kierunkach (rys. 1b, 1d). W ten spos6b otrzy-
muje sie elementy o parametrach roztozonych wzdtuz

jednej z osi.

a) element skoriczony (ES) b) pasmo

pryzma

Rys. 1. Dyskretyzacja przestrzenna: a), c¢) klasyczna metoda
elementéw skoficzonych b), d) proponowana metoda hybrydowa

2. MODEL OGOLNY UKELADU
DYSKRETNO-CIAGEEGO

W celu wyprowadzenia réwnan ogélnych modelu dys-
kretno-ciagtego rozwazano dwie pryzmy r i p polaczone
warstwa elementow sprezysto-ttumiacych k£ o parame-
trach roztozonych (rys. 2a).
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Rys. 2. Model ogélny: a) dyskretno-ciagly, b) dyskretny

Dyskretny model takiego uktadu przedstawiono na rys.
2b. Sklada sie on z czterech bryl sztywnych 1, r, r+1
oraz p polaczonych elementami sprezysto-thumiacymi
(EST) 4, j, k. Kazdy element skoficzony ma 6 stopni
swobody:

4, =c0l(q, 11,9, 1229139 1,4>9 1,599 r-16) >
q, = COI(qM 59,259:3:9,459, 5> qr,s) s

4 = €Ol(G o115 G125 Dot 30 Dot > Dot 5> Dot )
q, = COl(qp,lsqp,zsqp,zsqp,4sqp,5aqp,s) )

sposréd  ktérych trzy pierwsze sa przemieszczeniami
translacyjnymi odpowiednio wzdluz osi a1, 2, 3, za$
pozostate przemieszczeniami rotacyjnymi wokét tych
osi. Stosujac metode sztywnych elementéw skoriczonych
[4], napisano i zweryfikowano réwnania dla rozwazanego
ukladu. Z otrzymanych 24 réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych wyselekcjonowano réwnania dla elementu 7.
Maja one postaé:

fr,l = mqr,l +Ci,1(qr,1 - qr—1,1) _Cj,l(qr+1,1 - qr,l)+
+6,(, =9, )+ (8,059, 5 =S i3 ,5) +
_Ck,l(sr,k,zqr.G _Sp,k,qu.6)+ (5)
+,0(8,05,5 = 8103915) = Cin (8,296 — 8150916 F

¢ (Sr,],qu,S 8,395 )— Cia (Sr,/,zqr,s =829 r+16 )

fr,Z = m‘.]'r,z +c¢i, (qr,Z i )— Cia (qr+l,2 -4, )+
+ o= qp2) = Cha (843904 =S pssdpa) T
208,414, 6 _sp,k,lqp,6)+ (6)
+¢, (Sr,i,lqrz() =S, 1196 )+ Cin (Sr,j,lqr,e 8,19 41,6 )+

€508, 13914 =S 39, a) FCio (S, 39,4 =5, 13G,.4)s
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fos= mijm T3 (qr,3 _qr—l,s)_cj,s (qr+l,3 —q,5)+

+¢5(q,5— 9,3 )+C 508, 40,4~ Sp,k,qu,4) +
+¢,5(8 195 —Sriidr5)F

=¢5(8,119,5 =S, 1119,15)— Cis (Sr,j,lqr,S = S,19 415 )+

+C5 (Sr,i,2qr,4 - Sr—l.i,zq;-—1,4) +cCs (s;-.j,2‘1;-.4 =S41,j,29 11,4 ),

fy,4 = prIqur,‘t +Ciy (qr,4 - qr—1,4) —Cja (qr+1,4 - qr,4) +

64—, ) F s (8,009,053 =5, 40d,5)

+¢s (Srz,k,zqr,zt - Sr,k,zsp,k,qu,4) +

+¢ (Srz‘kv3qrv4 =S, 038 pudpa) T

+¢, (Sr,k,3qp,2 - Sr,l(,3qr,2) +

—Ci2 (Sr,k,lsr,k,ﬂr,s - Sr,k,ssp,k,lqp,s) +

=3 (S pnSennbrs —SexaSpandps)t

=Cin (81302 =500 39r12) =€ 2 (S0 3900 =8, ;3Gr10)
6508, 295 =50 29,13) F Ci3 (Sr,j,qu,S - sr,j,zqr+1,3) +
€ 3(8,00,0080 02015 = 1S 04r5) T

tc; (Sr‘j‘ZSrH,j,lqu‘S - Sr,j,lsr,jvzqr,S) +

+¢; (Sf,i,2q7,4 - Sr—l,i,zsr,i,zqr—1,4) +

+ Ci‘z(srz,i,quA - Sr—],ivSSr,i,E'qr—lA) +

TCs (srz,j,zqi.j,k,4 =8, ;281 j29r14) T

+ Cj,Z(Srz,/quA - Sr,j,3sr+1,j,3qr+1,4) +

€0 (8,01008,039 16 = SriiSriar6) T

tc;, (Sr,i,SSrH,/‘,lqrﬂ,(y - Sr,/',lsr,j,Sqr,(y)’

fr,S = pAyIOyér,S +¢is (qr,S —4q,.5 )— Cis (qr+l$5 4,5 )+

tChs (4,5~ qps )— Ci3Sin G5 -9,43)+

=C38, (g5 —4q,5)+

+ (8715 =SS i s ) T

#5057 10005 =SS a ) T

¢S, 4304, =4, )+ s (S,Z);\.),q,v5 =Sy inSpindps)t
01 (7 13rs =Sk 38 pr39p5) T €13810 (G = 9r3) +
=Cs (8,118,029 4 =S ki S pa 2 pa) F

—Cra (Sr,k,ZSr,k,qu,ﬁ S k35 p k29 p6 )+

+ €83 (d =) F€508,5(d, = )+
+c[,1(sr2,;,3qr,5 =8, 1,355395) T

+cj‘l(sr2‘jv3qr,5 _Sr,j,3sr+l,j,3qr+l,5)+

+¢5(8, 0008019014 — 80128 01r0) T

+¢,508, 5180m1,72@ .4~ Sr0Sr2904)
+¢,0(8,00,08,39m1.6 —5025539,6)

+C;1(8,41,280 39416 =125, 134 1.6)>

(7)

9)
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fr,ﬁ = pAZ[qur,ﬁ tC6 (qr,() 4,1 )— Cis (qr+l,6 4,6 )+

+C08, 54 (‘Ir,z 412 )- CiaSrin (. 2749, )+

+¢6(drs =9 p6) —ChnSrsa(qry —4q,,)+

~Cr (Sr,k,Zsr,k,Enqr,S =S k25 p k39 ps )

+¢i, (Srz,i,lqr,ﬁ =S8, 181 r16)F

+c;, (Srz,j,lqr.é =8, 18,09 116 )+

+cp (Sf,l(,qu,() =S, k28 pradpe )t

+¢08,51(q, 5 4y )-

—Cro (S;-.k.lsr.k,3q;-.4 =S k1S ph3pa )+ (10)

+¢, (srz,k,lqr,() =S k1S p k1 p6 )—

=Ci18,i0 (G =)t CitSrj2 (G0 =4, )+

€ 08,0535, 0090005 = S0 25r03905)F

+c,, (Sr,j,ZSr+],j,3qr+l,5 =8,25,39r5 )+

€5 (51,38 01914 =S 1080 i39,4) T

€208, 5183 rma =SS 390 F

+¢y (Sf.i,zqr.() =S, 0,205 129r16)F

+c;, (Srz,j,qu,6 =S,,.25m1,,29 1416 )
gdzie: f, — sila uogdlniona oddzialywujaca na 7ty
element w kierunku osi 7 (rys. 2b); m — masa sztywne-
go elementu skonczonego; p — gesto$é elementu; Ilo, -
geometryczny, biegunowy moment bezwladnoéci wzgle-
dem osi z,; Az, Ay, Az — elementarne wymiary elementu
skoniczonego (rys. 2b); ¢nq - przemieszczenie uogélnione
r-tego elementu skonczonego w kierunku osi zy; ¢po -
przemieszczenie uogélnione p-tego elementu skonczone-
go w kierunku osi Z4; Sqpy - odlegtosé miedzy elemen-
tem skonczonym o a elementem sprezystym [ w kie-

runku osi ¥; cep - Wspélczynnik sztywnoéci elementu
sprezystego o numerze oo w kierunku osi zg [4]:

EAyAz _ kGAxAz
Ci=¢C = A Cea = Ay >
KGAyAz EAxAz
Cia=Cin= A Cra = Ay s
KGAyAz KGAxAz
Ciz=Ci3= Ax »Crs = Ay (11)
GI El,
Cia =Cja = 0»’01{.42 Ayy’
EIl Gl,,
Cis =Cjs E s Crs = Ay
\y
El, EI,
Cie =Cj6 = > Cre = Ay >

E — modul sprezystosci podtuznej Younga; G — modut
odksztalcalnoéci postaciowej Kirchhoffa; I, - geome-
tryczny moment bezwladnoéci przekroju poprzecznego
prostopadlego do osi z3 wzgledem osi z,; ¥ - wspodt-
czynnik ksztaltu przekroju poprzecznego dla Scinania.

Réwnania (5+10) sprowadzono nastepnie do réwnan

réznicowych, dzielac je obustronnie przez Az i podsta-
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wiajac rownoczesnie w miejsce wspolrzednych zamoco-
wania s, nastepujace zaleznosci:

_ _ Ax Ax
Sl =S = 5 581 = S T 2
S =S =, 2 =S, s =S, =S, =8, =S, =0

W wyniku przeksztalcenl otrzymano:

90 —49r1 9rg ~4rn

Fors = PO, ~ EAyAs— B B
KGAz KGAz
+ Ay 4., _qp‘l)+A_y(Sr,k,3qr,5 _sp‘k,3qp‘5)+ (12)
KGAz
_A_y(sr,k,zqr,s _S[J,I:,qu,ﬁ)a
) (qr+1,2; q, )_(qr,z Zv—l,z )
Jora = PAYAZG, , — KGAyAz ~ +
EAz EAz
+A_y(qer ry ) _A_y(srvk‘fsqrvél _Sp‘k,3qp,4) + (13)
n kGAyAz (qr+l,6 —4,5 )+ kGAyAz (qr,s 4,16 ),
2 Ax 2 Ax
(qr+1,3 - qr,}) _ (qr,3 _qr—l,s)
Fos = POV, KGAYAs — B ALy
KGAz KGAz
+ Ay (%,3 _qp,s) +A_y(sr‘k,2qr,4 _Sp,k‘quvél) + (14)
_ KGAyAz (qr+l,5 —4s5 )— kGAyAz (qr,S - qr—l,S)
2 Ax 2 Ax 7
) (‘]r+1,4A; q,4 )— (qr,4 ;]r—m )
-fxr,4 =ply.q,,—GI,, Ax +
EIl, KGAz
+ AyAx (' _qp.4)+F(sr,k,2qr,3 =8, 429,3)+F (15)
+ *GAz (s? =8, 18 )+
A rk29ra TS x2S pr29p
EAz EAz
+ Ay (Sf,k,SqrA _Sr,k,ssp,k,3qp,4)+A_y(sr,k,3qp,z _Sr,k,sqr,z)a
Ay 1 -~
\y 2 24
s = Pp——AxAz(Ax" + Az +
Jos=P Ar 12 ( )4, 5
915 — 495 qrs — 4915
(— =) —(— =)
B o — Ac
’ Ax
1 =L
GEAxAz(AxZ +Az%)
+ AxAy (qr,s _qp,s) +
_ — 16
" kGAyAz Ax (qr,3 qrflj)_}_ KGAy Az Ax(qr+l,3 q,-,3)+ ( )
Ax 2 Ax Ax 2 Ax
2 2
KGAy Az ( Ax KGAyAz [ Ax
+ ﬁ(?j (qr,S + qr—1.5)+ Axix [7] (qr,S + qr+],5)+
+%9 (q.,— )+KGAXAZ(92 =S, 38 )+
AvAx S i3\ =40 e Srk3Drs = Srk 35 pi3ps
KGAxAz
- AvAx (S 4284396 = Srk 3 pi2p6)

14

7= p2 A 2+Z:x%)“ +
.6 Ar 12 YAV 9,6
9116 946 964916
(— =)= (— =)
B o] — - A,
" KGAYAz Ax (qr,z Y112 )+ kGAyAz Ax (qr—IvZ —4,, )+
Ax 2 Ax Ax 2 Ax
1 —

EEAZAxAx
+Ay—Ax(ﬂ],-.6 ~q,6)~

KGAxAz
_Ay—Axsr,k,z(qr,l -q,)+ (17)

KGAxAz
_A)/—Ax(sr,k,zsr,k,zqr,s - sY,k,ZSp,k,3qp‘5)+

2

KGAYAz ([ Ax

+W(Tj (@6t G-16)F
2

KGAYAz ( Ax
+W(?j (916 +G016)+

KGAXAz
+Ay—Ax(Sr,k,2qr,6 =8, 4255296 )

gdzie: fi, — sita rozlozona wzdtuz osi m oddzialywujaca
na r-ty element w kierunku osi z.

Otrzymane w ten sposéb rownania rézniczkowo-

réznicowe sprowadzono w granicy przy Az—0 do
rownan rézniczkowych czastkowych.
Réwnania te dla pryzmy r maja postac:
fr,l = pAqr,l _EAq:l +
+ me(‘]r,l - qp,1) + ka,l(sr,k,sqz',m - sp,k,quA,S) (18)

—Cu (Sr,k,zqr,s - Sp,k,qu,6)

fin= PAG, , - KGAq:z + KGAq:,é +

+cya(q,,— qp,z) = Cya(S, 430 — Sp,k,sqp,4)

fis= pAér,S - KGA‘]:,J - KGA‘]:-.S +

teus(q.5— qp,s) 058,509, 4— sp,k,qu,4)

Sra=pPloq, 4~ GIOx‘]:,4 +
FCua(drs = 4p0) F Cos (000,53 =8,409,5)
+Cy (sr,k,?:qp,Z _5,4,/@3‘1,4,2) + (21)
+Cus (Srz,k,zqr,4 =8, 125k 29p4) T

2
+Cy (Sr,k,sqr,4 - Sr,k,3sp,k,3qp,4)

fr,s = p[yx.q.r,S - Elyﬂ:,S + KGAQ:,z + KGAquS
+cys(q.5— qp,s) +CnSria(qon — qp,1) +
+Cyn (srz,k,Sqr,S - Sr,k,3sp,k,3qp,5) +

—Cu (Sr,k,Zsr,k,3qr,6 - Sr,k,3sp,k,2qp,6)
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Sre=Plad,s— Esz‘]f,ﬁ - KGAq:,z + kGAq, 4
—CyrSria(q.) — qp,l) +
=i (5,528 439,05~ Sk 25p k39 ps )+
tCua (Sf,k,zqrﬁ =S8 k25 p k29,6 )

gdzie A=AyAz.

(23)

Réwnania dla elementu p mozna otrzymaé z réwnan

(18+23), podstawiajac w miejsce indekséw r indeksy p

a w miejsce indekséw p indeksy r. Réwnania réznicz-

kowe czastkowe (18+23) dla elementu r oraz odpowia-

dajace im réwnania dla elementu p mozna zapisaé

w ogdblnej postaci macierzowej

ApG(x,0)+ Ay q" (x,0)+ Aq (5,0 + Ay q(x,t) = f(x,0), (24)

z warunkami brzegowymi:

gdzie:

0

lub A4, =diag(0,0,

0

AOZr = dlag(pAa pAapAa pIOx’pIyx’plzx) ’

A

02p

- moze by¢ otrzymana z macierzy Ay, przez

zastapienie parametréw i wymiaréw pryzmy r odpo-

wiadajacymi im parametrami i wymiarami pryzmy p.

p
e
0
0

I

0 --- 0
0 --- 0

0 }7,
00 ,(27)
0 --- 0

0 }p
0 --- 0
0 - 0]

M ,q(0,0)+ N ,q(,o)y=y,(t), j=1.2, (25)
T D
~ ~
0 0 0 0 - 0]
0 0 0
0 0 0 0 - 0
0 A, 0 0 - 0 Fr
0 0 0 0
. : , (26))
0 0 0 0
0 0 Ay, o }p
0 0 0 0 - 0
0 0 0 0 - 0
"';OsAozyaoa'"90>Aozp509""0)7

15

lub A, =diag(0,0,---,0, 4,,.,0,---,0, 4y,.,0,---,0) ,

E4 0 0 0 0 0
0 xG4 O 0 0 0
0 0 G4 0 0 0
Ay, = )
0 0 0 a1, O 0
0 0 0 EI, O
| 0 0 0 0 0 EIl |

lub A, = diag(~EA,~kGA,~xGA,~GI, .~EI .~EI),

x>

Ay, - moze byé otrzymana z macierzy A, poprzez

zamiane parametréow i wymiaréw pryzmy r na odpo-
wiadajace im parametry i wymiary pryzmy p,

r p
i A A .
0 0 0
0 0 0 0 --0 0 0 -0
A, 0 0 -0},
0 0 0 0 0 0 0 - 0
A, = , , (28)
0 0 0 -0 0 0 - 0
0 4, ~ o}y
0 0 0 -0 0 0 - 0
0 0 0 0 0 --0 0 0 0

lub 4, = diag(0,0,---,0,4,,,0,---,0,4,,,0,---,0) ,

0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 xGA
0 0 0 0 —xG4 0
A, = )
0 0 0 0 0 0
0 0 kGA 0 0 0
|0 —xG4 0 0 0 0 |
A, - moze by¢ otrzymana z macierzy A, poprzez

zamiane parametréw i wymiaréw pryzmy 7 na odpo-
wiadajace im parametry i wymiary pryzmy p,

Ay,=A4,+A,, (29)
gdzie macierz A, ma postaé analogiczna do macierzy

sztywnosci K, przedstawionej w pracy [4]:


http://mostwiedzy.pl

DYSKRETNO-CIAGEA METODA MODELOWANIA UKEADOW DYNAMICZNYCH

A\ MOST

-~ -~
00 o 0 0 -0 0 o0
0 0 0
o0 --0 0 0 -0 0 o0
00 04, 0 04, 0
A, =
0 0 0 0
00 0 4, A, 0
00 0o 0 o 0 0 o
00 0o 0 o 0 0 o0
| 0 0 0 Qs Lae
) 0 g, 0 0
A4 = Qkzs Apgas 0 0
kT 0 0 )
[
Ariss ppiese
| sym @6 |
Dot = Cxt1 s Qs = CortSrs s Amkre = " CorrSraa >
Ay = Coxka s Qs = CrpaSps s
Q33 = Cuzr Apasa = Coaa3Spua s
—_— + 2 > 2
Apas = Cra T CogaSis T CusSpa s
—_— + 2 -
Arrgss = Coaks TCx1Sm3 s Arrse = ~Cor1SmaSms s
—_— 2
Apriss = Cxke T Cor1Sa
arpkll 0 0 0 arple arpkl()
0 a,m, 0 apm 0 0
A _ 0 O arpk33 arpk34 0 O
pk
O arpk42 arpk43 arpk44 O 0
s 0 0 0 Arss Arprse
| Lkl 0 0 0 Dpkes rpies |
Akt = "Cut1 s Apprrs = “ContSpk3 s Apris = ComtSpia
A2 = "Cukz v Appkoa = CouaSpis
A3z = "Cuss Aprag = “Cu3Spia s
Aprar = Co2S 3 s Appraz = Co3Siaa s
Apras = "Coka — CoSu3S s ~ CarsSmaSpra
Arpist = “Coxr1Sk3 > Apss = “Cxks T Car1S3Spr3 »

Arkse = Car1Sr3Spr2 s
Akl = Car1Sm2 s Apres = CxrtS w2 pi3

Arpkes = Cake ~ Caxk1SmaSpr2 s

Aprk = AT

k)

xk6
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A - moze by¢é otrzymana z macierzy A4,, przez

prk

zastapienie indeksow r na p,

T p
i A A i
00 -0 0 0 -0 0 0 ---0
0

0000 O 0
0000 O 0
0000 O 0
A,_: ’
10000 O 0
00 00 xGA O
0000 0 &G4

A, jest otrzymywana w ten sam sposéb jak A,

sr)

Z tym
ze parametry pryzmy r zastepowane sg parametrami

pryzmy p,

M,, N, - macierze zawierajace liniowe, czaso-
przestrzenne operatory roézniczkowania. Przykladowo
dla modelu belki Timoshenki (pojedynczej pryzmy)
obustronnie utwierdzonej opisanej réwnaniami (19)

i(23) lub (20) i (22) majg postaé:

{1 o} {1 0} {0 0} {o 0}
M1: 7N1: :Mz: :sz -(32)
0 1 0 1 0 0 0 0

Globalny model dla ukladu zlozonego z dowolnej
liczby pryzm jest otrzymywany w analogiczny sposéb
jak w metodzie elementéw skonczonych. Macierze A, ,
A,,, A, calego ukladu sa suma macierzy napisanych
dla poszczegdlnych pryzm. Podobnie macierz A,
powiazan miedzy pryzmami jest suma poszczegdlnych
macierzy sztywnosci wszystkich elementéw sprezystych
o parametrach rozlozonych zapisanych w ukltadzie
globalnym [4].

Wyprowadzone w ten sposéb réwnania ogélne zwe-
ryfikowano w trzech etapach.

W  pierwszym poréwnano czesci ciggle réwnan
(18+23) ze znanymi réwnaniami opisujacymi elementy
jednowymiarowe. Cze$é ciagla réwnania (18) odpowia-
da drganiom wzdluznym preta. Z kolei czesci ciagte
sprzezonych réwnan (19) oraz (23) opisuja drgania
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belki Timoshenki w plaszczyinie xi-x2, za$ (20) oraz
(22) réwniez drgania belki Timoshenki, ale w plasz-
czyznie xi-x3 prostopadlej do xi-xo. Czesé¢ ciagta réw-
nania (21) opisuje drgania skretne preta.

W drugim etapie zapisano réwnania w postaci ma-
cierzowej i poréwnano otrzymang macierz sztywnosci
A, opisujaca powiazania elementéw ciaglych r i p
z odpowiadajaca jej macierza sztywnosci K . uktadu
dyskretnego przedstawiona w pracy [4]. Okazalo sie, ze
w odpowiadajacych sobie miejscach tych macierzy
wystepuja analogiczne czynniki, z tym, ze dla ukladu
dyskretno-cigglego w macierzy tej nie wystepuja sktad-
niki, ktére znalazly siec w czeSci ciaglej tych réwnan.
Ponadto kazdy ze skladnikéw opisujacych cze$é dys-
kretna powigzan pryzm cigglych ri p byl weryfikowany
z osobna.

W etapie trzecim zweryfikowano metode, poslugujac
si¢ prostymi przykladami, dla ktérych latwo znalezé
rozwiazania dokladne.

Do rozwiagzania otrzymanych réwnan rézniczkowych
czastkowych zastosowano metode transmitancji dla
ukladéw o parametrach roztozonych [10,11]. Metoda ta
w swojej pierwotnej wersji umozliwiala wyznaczanie
rozwiazaii dokladnych (analitycznych) w dziedzinie
czestotliwosei, ale tylko dla ukladéw jednowymiaro-
wych. Wyprowadzone i przedstawione w niniejszej
pracy réwnania (24) umozliwily zastosowanie tej meto-
dy do wyznaczenia semianalitycznych rozwiazan dla
uktadu wielowymiarowego. Semianalitycznych, gdyz
uktad w dwoch kierunkach jest jednak dyskretyzowany.

W  celu zastosowania metody transmitancji dla
ukltadéw o parametrach rozlozonych réwnanie (24)
poddaje sie¢ transformacji Laplace’a przy zerowych
warunkach poczatkowych

(Aps’ +Azoa;iz+Aloaa_x+Aoo)‘7(xrs) = i(x,s) ) (33)

z warunkami brzegowymi
Mq(0,9)+N,q(l,s)=7,(s), j=12, (34)
gdzie:

g(0.s),  f(o9)
odpowiednich funkcji g(e,), f(e,¢), zas

oznaczaja transformaty Laplace’a

M, N, - sa macierzami utworzonymi z macierzy

M N, poprzez zamiang operatoréw rézniczkowania
2

9 Lo

wzgledem czasu > oraz —- odpowiednio na parame-

t

or?

try si &%

Réwnania (33) mozna nastepnie przedstawié w postaci
rownan stanu
d

n(x,s) = F(s)n(x,s) + u(x,s) , (35)
ox

17

oraz

M((s) 57(0,5)+ N(s) n(l,s)=y(s), (36)
gdzie:

q(x,s) 0 I
”(x,S) B aqg);QS) ’ F(S) - |:_ A;(; ("‘IOZS2 + AOO) - AZ(;AIO:| '

_ 0 _ 7.(s) _ M, M,
o) = Lzéf(x,s)} ) ‘Lz(s)} M { 0 0 } ’
v )
N= .
Nl NZ

Rozwiazanie réwnan (35) mozna przedstawi¢ w postaci
[10-12]

N0xs)= [Gr.EuEdE+ Hix(s) . (37)

gdzie:
FOX AL Fox 4 F)n 11 pp F(S)(Xré),
G(x,é’,s):{ ‘ F(x)E (e F(.\)x+ (e F(.\)x] -1 (e F(s)(x,-) §<x
—e" O M(s)e" " + N(s)e" W N(s)e" ™) E>x
(38)
H(x,s) =" [M(s)e" " + N(s)e" 7 (39)
Jezeli oznaczy sie:
G, (x,¢5) G,L(xCE,s
G(x,f,s)=|: L (x,€,5) (0, T):|7 (40)
GZl(x’§7S) GZZ(XHSE’S)
H H
H(x,S)=|: 11(X,S) 12(X,S):| 7 (41)
H, (x,5) Hy(x,s)
rozwiazanie (37) mozna zapisa¢ w postaci
2 X 2
n(x,5)=) j G, (x.E.9u;(&,5)dE+D H (x,5)y,(s), (42)
=y j=1
i=12,
lub
2 %N 2
1,(5,9) =D [G(x,&,9) As f(£,9)dE+ D H  (x,5)y () ,(43)
=y j=1

gdzie wyrazenie

K(x,£,9)=G (x.£,9)A4y, , i=12; j=12 (44)
nazwano transmitancja uktadu o parametrach roztozo-
nych wyznaczona miedzy #tym wyjsciem i j-tym wej-
$ciem [10,11].
W przypadku wymuszenia skupionego w punkcie o

zalezno$é (38) mozna zapisaé¢ w postaci

1,06,8) = [ G (x,£,) sy £ (£,5)5(5 = x,)dé +
. (45)
Y H, (x.8)7,(5)

a po scatkowaniu

10605 = Gy (5,50, A5t f (50,5) + Y H, (,5)7 (), (46)
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Zakladajac, ze warunki brzegowe yp(s)=0, na podsta-

wie (46) otrzymano réwnanie
}],.(x,s)=Gi2(x,x0,s)A;(;f(x0,s) (47)

Warunek p(s)=0 zachodzi w wiekszosci przypadkow
i oznacza, ze w podporach belki nie dzialaja wymusze-
nia zewnetrzne [10].

W przypadku szczegélnym, gdy np. punkt przyloze-
nia wymuszenia £=0.1, za$ punkt obserwacji prze-
mieszczenia x=0.4 oraz p(s)=0 transmitancje uktadu
o parametrach rozlozonych oblicza sie, podstawiajac do
(44) zaleznosci (38). W ten sposéb otrzymuje sie:

a) dla &<x

K§<X (S) — eF(s).O_4[M(S)eF(s)-O + N(S)eF(.\v)vl :l—l M(S)efF(.\v)vO.lAzfol

(48)
b) za$ dla £>x

K, (s)= - M (5)e" 0 + N(s)e" ' T N(s)e" W 4y,
(49)

Majac transmitancje operatorowe, mozna sporzadzic¢
charakterystyki czestotliwosciowe

oraz wyznaczy¢

czestosécei wlasne podstawiajac s=j@ .

3. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA
METODY

W przykladzie rozwaza si¢ belke utwierdzona na obu
koricach (rys. 3) o dlugosci I=1 m i wymiarach przekro-
ju poprzecznego: Ay=0.25 m, Az=0.25 m. Do obliczen
przyjeto nastepujace stale materialowe: FE=2-10!! Pa,
G=810" Pa, p=8000 kg/m?. Zalozono, ze k=1.

Az=0.25

rzemieszczenie 2
=1 y=0.25

Rys. 3. Schemat rozwazanego ukladu
Obliczenia wykonano dla dwéch przypadkéw.
W  pierwszym belke potraktowano jako pojedyncza
pryzme,
réownan belki Timoshenki. W drugim belke podzielono na

ktérej opis sprowadzal sie do sprzezonych
cztery pryzmy polaczone czterema warstwami elementow
sprezystych o parametrach rozlozonych (rys. 4). Kazda
pryzma ma trzy stopnie swobody przemieszczenia
translacyjne wzdluz osi @1 1 23 oraz przemieszczenie
rotacyjne wokol osi .

18

Wspétezynniki sztywnosci poszczegdlnych warstw
elementéw sprezystych o parametrach roztozonych

obliczono wg nastepujacych zaleznosci:

C =C3=C =C _ oAz
;T3 T T3 T
2Ay
o oo = GAZ®
x15 x45 212Ay7
kGAy
Ci2l =Ch31 =Cim = x32:E7
cx25 :cx35 :0’
_EAy

Ci3 =Ci3 = oAz

za$ wspolrzedne zamocowan warstw sprezystych do
odpowiednich pryzm:

Ay
S TS8342 TS122 TS50 :T ,
Ay
S202 = 8442 T 8232 T 84327 4
Az
Si3 = 8213 TS123 T 8233 F _T ,
Az
$343 T 84435323 T 8433 :T )
a) b) %
—
Ay 1 Cal 5 /LE
0% 2
. B G
3 Cx4 4
c)
1 2
X3
X2
3 4 X

Rys. 4. Dyskretny model belki: a) podzial pierwotny,
b) podzial wtérny, c) schemat ogélny

Macierze warunkéw brzegowych dla uktadu podzie-

012><12:|
012><12

lonego na cztery pryzmy maja postac:

M =|:Il2><12 012><12:| N =|:012><12

012><12 12x12 112><12
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Dla tak przyjetych danych sporzadzono charaktery-
styki czestotliwosciowe dla proponowanego modelu
dyskretno-ciaglego. Wykonano je dla silowego wymu-
szenia okresowego o amplitudzie réwnej P=1 N, przyto-
(rys. 3).

w postaci przemieszczenia obserwowano w punkcie

zonego w punkcie 2=0.1 [m] Odpowiedz
o wspoélrzednej 2=0.4 [m]. Uzyskane charakterystyki
poréwnano nastepnie z charakterystykami otrzymanymi
dla modeli opracowanych metoda elementéw skonczo-
nych (rys. 5). Obliczone czestosci wlasne zestawiono
w tab. 1.

-100,

-120 [ — - metoda dyskretno-ciagta 1 pryzma (belka Timoshenki)]
-140 [[— metoda dyskretno-ciagta 4 pryzmy ]
o- I |
8 I [ [l
2200 IR ALA AL
] el ~N 2 2N P S
W o7 g
=-260)| - Iil 1 }, |
~280[-[WES - 2x2x5-20 elementéw skonczonych | i
—ggg | — MES - 20x20x80=32000 elementow skorczonych

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

4

czestotliwos¢ [rad/s] x 104

Rys. 5. Charakterystyki czestotliwosciowe

Tab. 1. Poréwnanie czestosci wlasnych

Metoda Model MES Blad w odniesieniu do modelu
i proponowana MES 20x20x80 w [%]
1 pryzma |4 pryzmy G2 CREEL 1 pryzma |4 pryzmy | 2x2x5
(20 el.) | (32000 el.)
1 6211.15 6191.7 6164.68 6080.93 2.14 1.8 1.5
2 | 13848.36 | 13568.31 | 13682.26 13381.3 3.5 14 2.2
3 22763.9 21184.5 | 22817.3 21901.29 4 3.2 4.1
4 | 32186.47 | 29587.12 | 33288.92 | 30888.13 4.2 4.2 7.7
5 | 41982.17 | 38913.2 | 42763.4 | 40216.78 4.4 3.2 6.3
6 | 47172.88 | 41321.6 | 45807.18 | 43225.17 9.1 4.4 5.9

Dyskretny model MES sktadajacy sie z 32000 sze-
Sciennych elementéow skonczonych dwudziestowezto-
wych przyjeto jako model odniesienia.

7 poréwnania otrzymanych charakterystyk wynika,
ze dwie pierwsze czestosci proponowanego modelu
dyskretno-ciaglego sktadajacego sie z 4 pryzm i modelu
odniesienia réznia sie o 1.8 i 1.4% (tab. 1). Z kolei
odpowiadajace im czestoéci modelu MES sktadajacego
sie¢ z 20 elementéw skonczonych réznia sie odpowiednio
0 1.512.2% (tab. 1). O ile pierwsza z czestosci modelu
dyskretno-ciaglego jest nieco wigksza od odpowiadajacej
jej czestosci modelu MES dla 20 elementéw, to juz
druga jest zdecydowanie mniejsza i blizsza czestosci
odniesienia dla modelu sktadajacego sie z 32000 elemen-
tow. W miare wzrostu czestotliwosci model dyskretno-
ciagly okazuje sie by¢ modelem dokladniejszym w sto-
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sunku do modelu MES dwudziestoelementowego, po-
mimo ze sktada si¢ jedynie z 4 pryzm. Model sktadajacy
si¢ z jednej pryzmy, ktory jest réwnoznaczny z mode-
lem belki Timoshenki, okazuje si¢ poréwnywalny z 20-
elementowym modelem MES. Chociaz dwie pierwsze
czestosci modelu belki Timoshenki sa mniej dokladne,
to juz trzy kolejne sa dokladniejsze. Oba te modele nie
sa jednak wystarczajaco dokladne. Okazuje sig, ze
wowczas, gdy Srednica zastepcza belki d jest wieksza od
1/ (2\/; ), nalezy stosowaé gestszg siatke podzialu belki
lub metode dyskretno-ciagta. W takim przypadku
metoda dyskretno-ciagla ma te przewage, ze przy
niewielkiej liczbie pryzm daje wyniki dokladniejsze niz
MES przy tej samej liczbie elementéw. W pracy nie
zaprezentowano wynikow obliczenn metoda MES dla 4
elementéw skonczonych, gdyz juz pierwsza czestosé
znacznie odbiegata od czestosci odniesienia.

4. WNIOSKI

W artykule przedstawiono dyskretno-ciagla metode
modelowania ukladéw dynamicznych. Wyprowadzono
ogblne réwnania rézniczkowe czastkowe, ktére zapisano
nastepnie w sformalizowane]j postaci macierzowej tatwej
do zastosowania w algorytmach komputerowych. Po-
prawnos¢ wyprowadzonych réwnan potwierdzono ich
wieloetapowa weryfikacjg. W celu zilustrowania metody
postuzono sie przykladem prostej belki obustronnie
utwierdzonej. Prezentowana w pracy metoda byla
testowana rowniez na innych przyktadach, m.in. belki
swobodnie podpartej, jednostronnie utwierdzonej, czy
tez plyty prostokatnej z réznymi warunkami brzego-
wymi. Uzyskane rezultaty wykazaly, ze proponowana
metoda, w szczegdlnosci w zakresach wyzszych czesto-
tliwosci, daje dokladniejsze wyniki w stosunku do
metody elementéow skonczonych przy tej samej lub
porownywalnej liczbie elementéw. Ponadto przy nie-
wielkiej liczbie elementéw mozna uzyskaé bardzo dobra
dokladno$¢ modelu i zbieznos¢ wynikéw, a przy tym
zdecydowane skrécenie czasu obliczen. Dzieki jej zasto-
sowaniu mozna otrzymaé¢ semianalityczne rozwigzania
rownan opisujacych w sposéb dyskretno-ciggly modele
ukladow dynamicznych.

Wyniki obliczen i symulacji komputerowych po-
twierdzily, ze proponowana metoda jest skuteczna,
efektywna i moze znalezé zastosowanie do modelowania
ukladéw mechanicznych.
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