Zeszyty Naukowe Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej Nr 57

XXVII Seminarium

ZASTOSOWANIE KOMPUTEROW W NAUCE I TECHNICE 2017
Oddziat Gdanski PTETiS

ZASTOSOWANIE STATYSTYKI BAYESOWSKIEJ DO UZASADNIENIA ZMIANY
SPOSOBU OBLICZANIA STANDARDOWEJ NIEPEWNOSCI POMIARU

Wojciech TOCZEK

Politechnika Gdanska, Wydziat Elektroniki, Telekomunikacji i Informatyki, Katedra Metrologii i Optoelektroniki

tel.: 583471657, e-mail: toczek@eti.pg.gda.pl
Streszczenie: Celem pracy jest wyjasnienie powodu, dla ktérego
Wspélny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii (JCGM)
wprowadza zmian¢ sposobu obliczania standardowej niepewnosci
pomiaru. Modyfikacja ma obowigzywa¢ w nowej wersji
przewodnika Guide to the Expression of Uncertainty in
Measurement (GUM). Rozwazania w artykule sa oparte na
przyktadzie oceny niepewnosci pomiaru metoda typu A, z
zastosowaniem statystyki Bayesowskiej w formie eksperymentéw
numerycznych i w ujeciu analitycznym. Wyniki pracy beda
wykorzystane w procesie dydaktycznym.

Stowa Kkluczowe: standardowa niepewno$¢ pomiaru, modyfikacja
GUM, statystyka Bayesowska.

1. WPROWADZENIE

Niepewno$¢ pomiaru odgrywa wazng rol¢ w wyborze
metody pomiarowej, podejmowaniu decyzji, zarzadzaniu
ryzykiem, okres$laniu tolerancji, okres$laniu zdatnosci
wyrob6w, uzyskiwaniu akredytacji laboratoriéw, testowaniu
hipotez i okre$laniu danych technicznych. Podstawowa
metoda oceny niepewnosci jest ocena typu A, opierajaca si¢
na statystycznej analizie zbioru wynikéw pomiaru
powtarzanego n razy [1]. Przewodnik Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement (GUM) [2]
zaleca aby przy obliczeniach standardowej niepewno$ci
pomiaru u stosowa¢ wzor

N
u=—=, (1)
gdzie: s jest odchyleniem standardowym obliczonym ze
zbioru wynikéw, n jest liczba pomiaréw. Nowy sposdb
[3,4,5] ma polegaé na uzyciu wzoru

n-1 s

u= \/; \/_ﬁ . (2)

Réznica pomigdzy wzorami (1) i (2) jest szczegllnie
wyrazna dla krétkich serii pomiarowych. Swiadcza o tym
wykresy zaleznosci (1) 1 (2) dla s = 1 (Rys. 1). Nasuwa si¢
refleksja, ze dotychczasowe wyobrazenie o poprawie
doktadno$ci pomiaru, w wyniku wykonania serii pomiaréw,
bylo zbyt optymistyczne. Proces dydaktyczny wymaga
wyjasnienia studentom przyczyn wprowadzanej zmiany w
sposobie obliczania niepewnosci. W celu znalezienia
matematycznego uzasadnienia proponowanej modyfikacji
zastosujemy Bayesowskie podejscie do wyznaczania
niepewnos$ci pomiaru, operujace na rozkladach gestosci

prawdopodobienstwa, inne od popularnych dotychczas
metod, bazujacych na pierwszym i drugim momencie
rozktadow.
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Rys. 1. Poprawa doktadno$ci pomiaru w wyniku wykonania serii
pomiaréw, oceniona za pomocg wzoru (1) i wzoru (2)

Statystyka w ujeciu Bayesowskim pozwala wyznaczy¢
rozklad, ktéry bardziej dokladnie wyraza to, co wiemy
o menzurandzie po uwzglednieniu wynikéw pomiaréw.

2. BAYESOWSKA OCENA STANDARDOWEJ
NIEPEWNOSCI POMIARU

2.1. Eksperyment numeryczny

Bayesowska oceng standardowej niepewnos$ci pomiaru
przeprowadzimy na przyktadzie zbioru wynikéw pomiaréw
pojemnosci €, z réwnoleglego modelu zastgpczego
rezystora SMD o wartos$ci rezystancji 1 MQ, wykonanych za
pomoca precyzyjnego miernika LCR typu E4980A firmy
Agilent  (Tab.l). Pomiary wykonano dziesi¢ciokrotnie
(n = 10), na czestotliwoséci pomiarowej 100 kHz.

Tabela 1. Zbiér wynikéw, powtdérzonego
10 razy, pomiaru pojemnosci

Numer pomiaru i Wynik y; / {F
1 73,23935
2 73,22999
3 73,21835
4 73,24578
5 73,25024
6 73,24429
7 73,24355
8 73,23813
9 73,25133
10 73,23525
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Wyniki pomiaréw z Tab. 1 réznig si¢ migdzy soba, co
wynika z wielu niezaleznych czynnikéw. Stad mozemy
przyjac, ze eksperyment pomiarowy jest opisany rozktadem
normalnym, o nieznanych parametrach - warto$ci
oczekiwanej Y i odchyleniu standardowym S. Mozliwe
wartosci tych zmiennych losowych, to odpowiednio 8 i 6. Z
Bayesowskiego punktu widzenia Y i S sa dwoma
menzurandami, z ktérych tylko pierwszy jest identyfikowany
z wielkoscig fizyczng [6].

Formula Bayesa w zastosowaniu do analizowanego
przyktadu ma postac¢

L(6,0;y)p(6,0)

p(6,0ly) = 0 (3)
gdzie: L(H,a ; y) jest funkcja likelihood (Bayesowska
funkcja wiarygodnodci), rozktad p(6,0) nazywa sie
rozktadem a priori, rozklad z lewej strony wzoru (3) nazywa
si¢ rozktadem a posteriori (wynikowym). Rozktad p(y) w
mianowniku pelni rol¢ normalizujaca.

Po wyeliminowaniu z (3) mianownika i zastapieniu znaku

réwnosci  znakiem  proporcjonalno$ci,  otrzymujemy
uproszczong formule Bayesa
p(6,0ly) « L(6,0;y)p(6,0). )

Zat6zmy, ze dla i-tego wyniku pomiaru funkcja
likelihood jest funkcjg Gaussa

1
L(6,0; 1) = 7= exp [—

6-y;)?

: 2:21) ] ’ ©)
gdzie: y; nie jest traktowany jak zmienna losowa, lecz jest
znanym wynikiem pomiaru.

Z twierdzenia Bayesa wynika, ze taczny i jednoczesnie
warunkowy rozktad prawdopodobienstwa dla Y i S, opisany
jako p(0,0|y;), wyznaczamy po otrzymaniu pierwszego
wyniku pomiaru y;, mnozgc funkcje likelihood L(6,0; y;)
przez rozktad a prioridla Y i S, p(6, o), ktéry jest rozktadem
facznym, niosgcym zakodowang informacja wstepng
o zmiennych losowych Y i §

p(6,0ly;) x L(6,0; y)p(6,0). (6)

Po wykonaniu drugiego pomiaru, mozemy ponownie uzy¢
twierdzenia Bayesa dla kolejnej aktualizacji rozkladu
p(6,0|y;) przez likelihood L(6,0; y,), tak aby otrzymaéd
rozktad bazujacy na dwdch wynikach pomiaréw

p(QJUD’l:YZ) X L(Q, g, yz)p(e,allﬁ) (7)

Postepujac w ten sam sposéb dalej, az do wyczerpania
wszystkich wynikéw pomiaréw, otrzymujemy wyrazenie (8)
z globalng funkcja likelihood, zapisang z uzyciem operatora
mnozenia

p(6,0ly) x p(8,0)[1i=, L(6,0; y). (®)

W rezultacie, w rozkladzie a posteriori (8) pojawia si¢
wektor y, zlozony z wszystkich wynikéw wykonanych
pomiaréw.

Funkcja likelihood (5) ma posta¢ jednakowa w formie
dla kazdego wyniku pomiaru (Rys. 2). Wyniki pomiaréw nie
zmieniajg jej ksztattu, jedynie przesuwaja w dziedzinie

142

wielkosci mierzonej tak, aby warto§¢ oczekiwana funkcji
byla réwna wynikowi pomiaru.

Wzajemne przemnazanie funkcji
wyniku réwniez funkcje Gaussa, ktéra w miarg
uwzgledniania ~w  obliczeniach  kolejnych ~ danych
pomiarowych, staje si¢ coraz bardziej wysmukla (Rys. 3).
Wynik mnozenia, po normalizacji, jest rozktadem
a posteriori.

Gaussa daje w
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Rys. 2. Kontury funkc;ji likelihood (5) dla pigciu wynikéw
pomiaréw
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Rys. 3. Zmiany rozktadu a posteriori w trakcie uwzgledniania
w obliczeniach kolejnych pigciu wynikéw pomiar6w

73.2 73.21 73.22

2.2. Podej$cie analityczne

Stosujac réwnolegle z eksperymentem numerycznym
analiz¢ teoretyczng, przeksztalcamy globalng funkcje
likelihood z iloczynu funkcji eksponencjalnych do
eksponenty sumy

1 -2
[Ty L(8, 0 y) = [Ty e exp [ 222 =
1 1 6-y)?
manexp[_E =12 ] ®)

Dodajac i odejmujac S$rednig arytmetyczng y wynikéw
pomiaréw w liczniku (10) wyrazenia pod znakiem sumy,
otrzymujemy mozliwos¢ wyeliminowania sumy z wzoru (9).

L =0 =i -+ G- =
i =P +n (G - 6)2, (10)

n

. _ 1
gdzie: y = — D=1 Vi

Eliminacja sumy jest realizowana poprzez podstawienie
wariancji obliczanej wedtug wzoru
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s2=v 1Y (y; —¥)?, gdzie: v=n—1. (11)
W ten sposéb, globalng funkcje likelihood sprowadzamy do
postaci

vs?+n(0-y)?
202

LB, y) < —exp |~ (12)

Wiasciwoscia podejécia Bayesowskiego do analizy
niepewnos$ci jest mozliwos¢ wzigcia pod uwage wiedzy a
priori o menzurandzie. Twierdzenie Bayesa pozwala na
faczenie danych pomiarowych z informacja
o menzurandzie pochodzacg spoza pomiaru. Informacja ta
przedstawiana  jest w  postaci  funkcji = gestosci
prawdopodobienstwa. Mamy wigc dwie mozliwosci -
zastosowanie rozkladu a priori niosacego informacje¢ lub
zastosowanie rozktadu a priori nieinformacyjnego. Zatézmy
najpierw, ze niczego nie wiemy o menzurandzie. W tym
przypadku, jako rozktad a priori stosujemy iloczyn rozktadu
réwnomiernego ( dla nieznanej warto$ci oczekiwanej Y)
i rozkltadu apriorycznego zaproponowanego przez Sir
Harolda Jeffreys’a o postaci ¢~! (dla nieznanej warto$ci
odchylenia standardowego S), bazujacego na minimalizacji
informacji Fishera [7] (Rys. 4).
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Rys. 4. Nieinformacyjny rozktad a priori

Po przemnozeniu dostajemy prawdopodobienstwo laczne,
ktore jest licznikiem formuty Bayesa (3)

1 vs2+n(6-y)?
+16XP [~ 202

p(0,0,y) = — (13)
Odwrotno$¢ mianownika formuly Bayesa jest nazywana
wspodtczynnikiem normalizujgcym

1
=0 (14)
Dla  wyznaczenia  p(y) nalezy  wyeliminowaé
z prawdopodobienstwa tacznego p(6,0,y) niepotrzebne
zmienne losowe. Statystyka Bayesowska ma na taki
przypadek standardowg procedurg, nazywang
marginalizacja, ktéra polega na calkowaniu tgcznego
rozktadu prawdopodobienstwa po wszystkich mozliwych
wartosciach  niechcianych zmiennych losowych. Dla
wyprowadzenia wspéOiczynnika k nalezy obliczy¢é catke
podwdjna z prawdopodobiefistwa tacznego p(6,0,y),
poniewaz chcemy wyeliminowa¢ dwie zmienne losowe,
pozostawiajac tylko y

—
Jy o p(6,0,y)d0do =
fooo ffooo o~ Dexp {—# [vs? +n(0 — 37)2]} dodo

5)
Po pierwszym catkowaniu wyrazenia (15) otrzymujemy

2
_ 2 o _ _YsT -2
K= T e e N do (16)
Po drugim catkowaniu wspélczynnik normalizujacy

uzyskuje ostateczng postaé

o= [EErO] (&) an

Po normalizacji rozkladu (13), otrzymujemy Iaczny
i zarazem warunkowy rozktad a posteriori
1 2 (9_—)2
p(6,01y) = k—rexp [- 202 (1)
Rozktady a posteriori uzyskane numerycznie

i analitycznie dokladnie si¢ pokrywaja (Rys. 5), co
potwierdza, z jednej strony, poprawno$¢ programu
opracowanego do obliczefh niepewno$ci, a z drugiej strony,
brak btedéw w analizie teoretycznej.
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Rys. 5. Uzyskane eksperymentalnie i analitycznie, pokrywajace si¢
kontury rozktadu a posteriori (18) dla serii ztozonej z 5 pomiaréw

Rozktad (18) stanowi podstawe do wyprowadzenia
kolejnego wzoru. Traktujac o w (18) jako znang warto$é
stala, otrzymujemy warunkowy rozktad a posteriori o postaci

Vn

p(®lo.y) ="ew |50 - (19

Oznacza to, ze dla konkretnej warto$ci
2

o = s, 0 posiada rozktad N (37, S;)
Rozktad a posteriori (18) jest rozktadem tacznym dla

dwoéch zmiennych losowych - warto$ci oczekiwanej i

odchylenia standardowego. Celem dalszej analizy jest

otrzymanie funkcji  gestosci prawdopodobienstwa a

posteriori wylacznie dla nieznanej warto$ci oczekiwanej 6 .

Zatem kolejny raz zastosujemy marginalizacje, catkujac (18)
po wszystkich mozliwych wartoéciach zmiennej losowej o

o, na przykiad
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p©O1y) = [, p(6,0ly)do = [” ko~ Vexp {2 [vs? +
n(6 — 37)2]0‘2} do . (20)

W wyniku catkowania dostajemy zmarginalizowang postaé
rozktadu a posteriori

p@ly) = FEQ)JM—:)SZTE [1 +

ktora jest rozktadem t-Studenta, o v = n — 1 stopniach
swobody, przesuni¢tym o y i przeskalowanym przez %
W poréwnaniu z rozkladem (19), zmarginalizowany

rozklad a posteriori (21) jest niezalezny od .

n
n6-y?*] 2
(n—1)s2

, 2D

2.3. Metoda Monte Carlo i eksperyment numeryczny

z rozkladem apriorycznym informacyjnym

W celu pozyskania dodatkowej wiedzy o
menzurandzie zastosowano procedur¢ Monte Carlo zalecang
w [8]. Wykorzystano generator liczb losowych o
standaryzowanym rozktadzie normalnym N(0,1). Liczby
losowe z postuzyly do symulowania populacji generalnej
wynikéw eksperymentu pomiarowego, polegajacego na
wykonaniu wielu serii n pomiaréw. Do obliczen
symulowanej warto$ci wyniku pomiaru w obrebie jednej
serii postugiwano si¢ wzorem

n-1
{— 00 +O-0 EZ

Jako wartosci poczatkowe 6, i 0, przyjeto parametry
statystyczne wykonanej dodatkowo serii pomiaréw, 8, =y

. 1 —
10p = JEZZ:l(yk -2

(22)

Dla wynikéw kazdej serii otrzymanej z symulacji obliczono
érednig arytmetyczng 6 = & i odchylenie standardowe o. Po
wykonaniu 10% losowan wykre§lono histogramy dla
wartosci 6 1 o rozpatrywanych oddzielnie (rys. 6, rys. 7)
oraz histogram dla par tych warto$ci (rys. 8). Ksztalt
histogramu z rys. 6 wskazuje na to, ze wartosci $rednie z
serii pomiar6w  podlegaja rozkladowi normalnemu.
Odchylenia standardowe tego rozkladu, obliczone dla liczby
pomiaréw od n = 4 do n = 10, pokrywaja si¢ z warto§ciami
zamieszczonymi w kolumnie 6 Tabl. 2
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Rys. 6. Histogram wartoéci érednich 6 obliczonych z 108 serii
pomiaréw (n = 5)
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Rys. 7. Histogram odchylen standardowych ¢ obliczonych z 108

serii pomiaréw (n = 5)

Ksztalt histogramu z rys. 7 jest potwierdzeniem
znanego faktu, ze odchylenia standardowe serii pomiaréw
podlegaja rozktadowi Invy [9], ktéry moze by¢ opisany
wzorem [10]

= ) e () @

gdzie: y~! = #

Histogram dwuwymiarowy (rys. 8), wykonany dla par
wartoéci 0 i o reprezentuje tgczny rozktad p(6,0), ktéry
moze by¢ wykorzystany jako informacyjny rozklad a priori.
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Rys. 8. Histogram dla par wartosci 6 i o obliczonych z 108 serii
pomiaréw (n = 5)

Rozktad (21) dobrze reprezentuje menzurand w
sytuacji, gdy dane pomiarowe sa probkami z rozktadu
Gaussa a w analizie Bayesowskiej, do wyrazenia braku
wiedzy o menzurandzie, stosujemy iloczyn rozktadu
rOwnomiernego 1 rozkltadu apriorycznego Jeffreys’a.
Zdobyta za pomocg metody Monte Carlo dodatkowa wiedza
o menzurandzie moze by¢ wykorzystana w procedurze
Bayesowskiej po ,zakodowaniu” do postaci rozkladu
prawdopodobienstwa apriorycznego. Rozpisujac rozklad
faczny

p(6,0) = p(8lo)p(o) (24)

i wiedzac, ze
2
floc ~N (eo,Z—O),

o ~ Inv x(v, 0y),
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gdzie: gy, 6y, vy = n — 1 parametry rozktadu a priori,

kO = %7

otrzymujemy z (19), (23) i (24) tzw. rozklad aprioryczny
sprzgzony

p(0,0) «x o~ Dexp (—# [(n— 1) + kgn(6, — 0)2]).
(25)

Wiyniki oceny niepewnosci z zastosowaniem informacyjnego
rozktadu a priori (25) przedstawiono w kolumnie 3 Tab. 2
i oméwiono w punkcie 2.4.

2.4. Ocena niepewnoS$ci pomiaru i poréwnanie metod

Rozktady a posteriori, niosg kompletny stan wiedzy o
menzurandzie. Woéwczas mozemy wyznaczy¢ estymate
wartoéci oczekiwanej 6 (26), ktéra podajemy jako wynik
pomiaru, oraz odchylenie standardowe tej estymaty ug (27),
ktére moze by¢ oszacowaniem standardowej niepewno$ci
pomiaru

[oe]

6=[" op©ly)do, (26)

ug = [[%,(0 ) p@Iy)ae. @)

Tabela 2. Poréwnanie standardowych niepewnosci pomiaru
obliczonych na podstawie wzoréw (1) i (2) z niepewnos$ciami
estymatora @ obliczonymi z rozktadéw a posteriori, z uzyciem
definicji odchylenia standardowego (27), dla dlugosci serii
pomiarowych od n =4 don = 10.

Niepewno$ci uy iug /aF
n s Niepewnos¢ estymatora 6 n-1 s
Vn_ | p(8lo,y) p(6ly) n-3 Vn
1 2 3 4 5 6
4 3,56 3,56 1,98 6,07 6,07 6,17
5 5,72 5,72 3,53 8,08 8,08 8,09
6 4,68 4,68 3,02 6,04 6,04 6,04
7 3,71 3,71 244 | 454 | 454 4,54
8 3,67 3,67 2,50 | 4,34 | 4,34 4,35
9 3,26 3,26 1,98 3,77 3,77 3,77
10 3,15 3,15 2,32 3,57 3,57 3,57

W Tab. 2 przedstawiono warto§ci niepewnosci

standardowych wuy obliczone na podstawie danych
pomiarowych wedtug wzoru (1) — kolumna 1 i wzoru (2) —
kolumna 6 oraz niepewno$ci estymatora § obliczone z
zastosowaniem wzoru (27) z rozkladéw a posteriori,
uzyskanych za pomoca statystyki Bayesowskiej.
Dla poréwnania, niepewnosci obliczono z dwéch rozktadéw
wynikowych, rozktadu pBlo =s,y) uzyskanego
analitycznie (19) - kolumna 2 i rozktadu p(@ly) (21) -
kolumny od 3 do 5. Kolumna 3 zawiera wyniki
eksperymentu numerycznego, uzyskane z zastosowaniem
informacyjnego rozkltadu apriorycznego (25) dla k, = Z—:;
Kolumny 4 i 5 zawieraja wyniki uzyskane z zastosowaniem
nieinformacyjnego rozkladu apriorycznego Jeffreys’a, przy
czym kolumna 4 to wyniki eksperymentu numerycznego, a
kolumna 5, to wyniki obliczen wykonanych na bazie wzoru
analitycznego (21).
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Rys. 9. Poréwnanie rozktadéw a posteriori dla liczby pomiaréw w
serii n = 5: a) rozktad zmarginalizowany p(6|y) uzyskany z
zastosowaniem informacyjnego rozktadu a priori, b) rozktad
warunkowy p(6|a,y) uzyskany z zastosowaniem nieinforma-
cyjnego rozktadu a priori, c) rozktad zmarginalizowany p(6|y)
uzyskany z zastosowaniem nieinformacyjnego rozktadu a priori.

Tabela 2 pomaga w zrozumieniu proponowanej zmiany
sposobu obliczania standardowej niepewnoS$ci pomiaru. Jej
analiza prowadzi do nast¢pujacych wnioskow:

a) Wartos$ci niepewnosci sg zgodne w kolumnach 11 2
oraz s poréwnywalne w kolumnach od 4 do 6 tabeli 2.
Wynika stad, ze dotychczasowy sposéb obliczen
niepewno$ci pomiaru odpowiada analizie Bayesowskiej
bazujacej na rozktadzie p(6|o,y), zaleznym od parametru o,
a zmodyfikowany sposéb obliczen odpowiada analizie
z wykorzystaniem zmarginalizowanego rozktadu a posteriori
p(8ly), wyprowadzonego z zastosowaniem rozktadu a priori
w postaci iloczynu rozktadu réwnomiernego i Jeffreys’a. W
nowym podejsciu analiza jest bardziej precyzyjna, poniewaz
w rozkladzie (21) wystepuje tylko jedna zmienna losowa
(0), ta ktéra jest identyfikowana z mierzona wielkoscia
fizyczng.

b) Niepewnosci standardowe w kolumnach 112 Tab. 2
sa mniejsze od niepewnosci w kolumnach od 4 do 6. Wynika
stad, ze dla krétkich serii pomiarowych niepewnosci
standardowe, obliczone metodg zalecang w obecnie
obowigzujacym GUMie, sa niedoszacowane (sg zbyt
optymistyczne). W nowym GUMie ma by¢ zalecone uzycie
wzoru (2), ktéry daje wigksze warto$ci niepewnosci
standardowych dla krétkich serii.

c¢) Wraz ze wzrostem liczby pomiaréw rdéznice w
warto$ciach niepewnosci w kolumnach Tab. 2 zmniejszaja
si¢. Jest to zgodne z przebiegiem obu krzywych na Rys. 1
i wynika z faktu, ze w miar¢ wzrostu dlugosci serii
pomiarowej n rozktady p(8lo,y) i p(6ly) zblizaja si¢ do
siebie. Zatem proponowana modyfikacja obliczen jest
szczegblnie wazna, gdy liczba pomiaréw n jest mata.

d) Zastosowanie w Bayesowskiej procedurze oceny
niepewno$ci pomiaru dodatkowej informacji, w postaci
rozktadu apriorycznego (25), prowadzi do mniejszych
niepewnosci estymatora  (kolumna 3 Tab. 2). Powinna to
by¢ jednak informacja z innego Zrédla, r6zna od danych
pomiarowych uzytych do konstrukcji funkcji likelihood.

Rysunek 9 przedstawia zestawienie rozkladéw a
posteriori, z ktérych wyznaczono standardowe niepewnosci
pomiaru umieszczone w Tab. 2, w wierszu odpowiadajagcym
liczbie pomiaréw n =5. Krzywa (b) przedstawia rozklad
warunkowy (19), zwigzany z niepewnoscia ug = 5,72 aF.
Jest to wynik realizacji  dotychczas  stosowanej
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nieprecyzyjnej metody oceny niepewnosci. Krzywa (c), to
zmarginalizowany rozklad (21) uzyskany z zastosowaniem
nieinformacyjnego rozkladu a priori. Jest to wykres o
najbardziej ,,thustych ogonach”, co wigze si¢ z najwigksza
obliczong niepewno$cia ug = 8,08 aF, wynik realizacji
nowej metody. Krzywa (a), reprezentujaca
zmarginalizowany rozklad uzyskany 2z zastosowaniem
informacyjnego rozktadu a priori (25), jest najwezsza,
poniewaz dodatkowa informacja zmniejszyta standardowa
niepewno$¢ pomiaru do wartosci uz = 3,53 aF.

3. PODSUMOWANIE

Wyniki opisanych w artykule eksperymentoéw
numerycznych i analizy teoretycznej z uzyciem statystyki
Bayesowskiej pozwalaja lepiej zrozumie¢ proponowang
zmian¢ sposobu obliczania standardowej niepewnosci
pomiaru, polegajacg na zastgpieniu wzoru (1) wzorem (2).

Wzér (1) jest wynikiem malo precyzyjnej analizy
matematyczne;j. Zastosowanie rachunku
prawdopodobienistwa warunkowego 1 operowanie na

rozktadach, zamiast na pierwszym i drugim momencie
rozkladéw, wuzasadnia uzycie wzoru (2) do oceny
niepewnosci standardowej, zwlaszcza dla krotkich serii
pomiarowych. Kluczowa rol¢ w wyjasnieniu przyczyny
wprowadzania nowego sposobu obliczania niepewnosci
standardowej odgrywa marginalizacja rozkladu a posteriori,
wyznaczonego dla menzurandu, przeprowadzona w celu
uniezaleznienia rozktadu od wartosci o.

Wzér (2) jest konsekwencjg przyjecia do oceny
niepewnos$ci dokladnych parametrow przesunigtego i
przeskalowanego rozktadu t-Studenta, reprezentujacego stan
wiedzy o menzurandzie. W ten sposéb rezygnujemy
z obarczonej niepewno$cig estymaty parametru rozktadu
Gaussa zaleznego od o. Nie bedzie juz koniecznosci
wyznaczania efektywnej liczby stopni swobody dla
niepewnosci, a wigc formuta Welch-Satterthwaite’a straci
swoja uzytecznos¢ [11].
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BAYESIAN STATISTICS USING FOR EXPLANATION OF THE NEW APPROACH
FOR MEASUREMENT UNCERTAINTY EVALUATION

The goal of this work is to explain the motivation for the changes of an approach for calculating the standard
measurement uncertainty, proposed by the Joint Committee for Guides in Metrology (JCGM). The modification will be
available in a revised version of the Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement (GUM). The paper is based on
the example of the type A measurement uncertainty evaluation, by using the principles of Bayesian statistics in the form of

numerical experiments and as an analytical approach.

Keywords: standard measurement uncertainty, the GUM revision, Bayesian statistics.
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