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PROJEKTOWANIE FILTRU DFT-VFD�METODĄ�HOOKE-JEEVESA 

DFT-VFD FILTER DESIGN WITH HOOKE-JEEVES METHOD 

Streszczenie: Zaletą� filtrów ułamkowoopóźniających typu 
DFT-VFD określanych przez�współczynniki�ich�dyskretnej�
charakterystyki�częstotliwościowej� z  pasma�przejściowego 
jest ich powiązanie z�metodą�okien�przesuwanych. Czyni je 
to szczególnie� przydatnymi� w� zastosowaniach� do� zmiany�
szybkości�próbkowania.�Problem stanowi jednak projekto-
wanie� tych�filtrów.�Dotychczas�dostępna�metoda POCS co 
prawda gwarantuje�zbieżność, ale jest ona bardzo powolna. 
Tej wady pozbawiona jest zaproponowana w pracy nowa 
metoda bazująca na�podejściu�Hooke-Jeevesa.  
Abstract: The advantage of DFT-VFD fractional delay 
filters, that are determined by the coefficients of their dis-
crete frequency response in the off-care band, is they rela-
tion to the offset window method. This makes them particu-
larly useful in applications to the sampling rate conversion. 
Nevertheless, there is a problem with such filters design. 
The available POCS method guarantees convergence but it 
is very slow. The proposed in this work method based on 
the Hooke-Jeeves approach is devoid of this disadvantage.  

Słowa� kluczowe: filtr� ułamkowoopóźniający,� filtr� DFT-
VFD, projektowanie iteracyjne, dyskretna charakterystyka 
częstotliwościowa. 

Keywords: fractional delay filter, DFT-VFD filter, iterative 
design, discrete frequency response. 

1. WSTĘP

Reprezentacja�sygnałów�za�pomocą�ciągu�próbek�i�
stosowanie� cyfrowych� algorytmów� ich� przetwarzania�
znacznie�ułatwia�realizowanie�różnego�rodzaju�ich�prze-
twarzania�zapewniając�jednocześnie�jego�powtarzalność.�
Z�drugiej�strony�dyskretyzacja�chwil,�w�których�znane�są�
wartości� sygnału� rodzi�problem�w� realizacji� opóźniania�
tak�reprezentowanego�sygnału�o�ułamkową�część�odstę-
pu� próbkowania.� Takie� opóźnianie� wymaga bowiem 
określenia�wartości�sygnału�w�chwilach�pomiędzy�chwi-
lami,�w�których�był�on�próbkowany.�Rozwiązaniem�tego�
problemu�jest�użycie� filtru�ułamkowoopóźniającego [6], 
często�o�zmiennym�opóźnieniu (VFD – variable fractio-
nal delay). 

W pracy przedstawiono wyniki badania iteracyj-
nych metod projektowania filtrów� ułamkowoopóźniają-
cych�o�zmiennym�opóźnieniu�(VFD�– variable fractional 
delay) realizowanych w oparciu o zaledwie kilka ich 
współczynników� definiujących� przebieg� ich�charaktery-
styki� w� paśmie� przejściowym� ([1],[3]).� Ponieważ� ich�
realizacja�wywodzi� się�z� ich�dyskretnej� zespolonej�cha-

rakterystyki�częstotliwościowej nazywano je w tej pracy 
filtrami DFT-VFD.� Główną� zaletą� tych� filtrów,� poza�
niewielką liczbą�współczynników�definiujących�te�filtry,�
jest�to,�że�można�je�opisać�wzorami�powiązanymi�z�me-
todą�okien�przesuwanych�([1],[3]).�Oznacza,�to�że�szcze-
gólnie� nadają� się� one� do� realizacji� algorytmów� zmiany�
szybkości� próbkowania. Filtry� zbiorcze� algorytmów�
przepróbkowania�wykorzystujących�te�filtry�nie�posiada-
ją� bowiem silnych listków�w� paśmie� zaporowym, cha-
rakterystycznych� dla� filtrów� zbiorczych� pozyskiwanych�
z�filtrów�optymalnych. Dodatkowo�filtry�te�pozwalają�na�
łatwe� przestrajanie� szerokości� pasma� zbiorczego� filtru 
interpolacyjnego [2]. 

Obecnie�nie�istnieją�metody�projektowania�tego�ty-
pu�filtrów�w�postaci�jawnych�wzorów,�stąd�w�niniejszej 
pracy omawiane� są iteracyjne metody projektowania 
takich�filtrów. W pracy jako punkt odniesienia przedsta-
wiono metodę� POCS� (projection onto convex subsets) 
[1] gwarantującą�zbieżność�do�rozwiązania�optymalnego
ale niestety bardzo wolną.� Ograniczenie� to� było�moty-
wacją� do poszukiwania� wydajniejszych� rozwiązań, w
efekcie czego opracowano�przedstawioną�w�pracy�meto-
dę� bazującą� na� niegradientowym podejściu� Hooke-
Jeevesa [5].

2. FILTR DFT-VFD

Filtr�ułamowoopóźniający�cechuje następująca ide-
alna charakterystyka częstotliwościowa [6] 

ௗሺ݂ሻܪ ൌ expሺെ݆2݂߬ߨௗሻ (1) 

gdzie ߬ௗ ൌ ܦ  ݀ jest�opóźnieniem�całkowitym�wyrażo-
nym�w� odstępach� próbkowania� [Sa]� składającym� się� z�
części� całkowitej� ܦ ∈ ℤ i� ułamkowej� ݀ ∈ [െ0,5; 0,5ሻ. 
Taki�idealny�filtr�ułamkowoopóźniający nie jest realizo-
walny ponieważ�jego�odpowiedź�impulsowa� 

ℎௗ [݊] ൌ sincሺ݊ െ ߬ௗ ሻ (2) 

jest nieskończona�i�nieprzyczynowa. 

Dlatego w praktyce� stosuje� się� filtry� o� skończonej�
liczbie�współczynników,�których�charakterystyka�często-
tliwościowa�aproksymuje�charakterystykę�idealną (1). W 
tej�pracy�zajmujemy�się�filtrami�FD typu FIR definiowa-
nymi� poprzez�współczynniki�pozwalające�na�określenie�
ich� dyskretnej� charakterystyki� częstotliwościowej�
([1],[2],[3]),� która� dla� parzystej� długości� odpowiedzi�
impulsowej ܰ ma�postać 
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gdzie ௗܹ ൌ expሺ݆ గ
ே

߬ௗሻ oraz ܿௗ  ൌ cosሺ߬ߨௗሻ i ݏௗ ൌ
sinሺ߬ߨௗሻ. Charakterystyka ta jest� określona wyłącznie�
przez  współczynnikówߙ� (݅ ൌ 0,1, … ,  െ 1),�określa-
jący zbiór�filtrów�różniących�się�opóźnieniem�߬ௗ, a wy-
soką� dokładność aproksymacji można uzyskać� już� dla 
zaledwie trzech�współczynników ( ൌ 3) [1].  

Filtr o charakterystyce (3) można� zaimplemento-
wać�bezpośrednio�w�dziedzinie�DFT, w oparciu o struk-
turę� z� próbkowaniem� w� dziedzinie� częstotliwości� lub�
bezpośrednio� w� dziedzinie� czasu� korzystając� z� jego�
odpowiedzi impulsowej uzyskanej� metodą� okien� prze-
suwanych 

 ℎௗ[݊] ൌ ሺ݊ݓ̂ െ ݀ሻℎௗ [݊] (4) 

gdzie okno przesuwane 

ሺ݊ݓ̂  െ ݀ሻ ൌ ௪ሺ−ௗሻ
ୱ୧୬ୡሺሺ−ఛሻ/ேሻ

 (5) 

bazuje na oknie kosinusowym 

ሺ݊ሻݓ  ൌ ∑ ߚ cos ൬ሺଶ−ଵሻగ
ே

ሺ݊ െ ሻ൰ܦ
=  (6) 

albo 

ሺ݊ሻݓ  ൌ ߚ  ∑ ߚ cos ൬ଶగ
ே

ሺ݊ െ ሻ൰ܦ
=ଵ  (7) 

o�współczynnikachߚ�  powiązanych�ze�współczynnikami�
  następującoߙ

ߚ  ൌ ߚ   ,ଵߙ ൌ +ଵߙ െ ݅   ,ߙ ൌ 1,2, … ,  െ 1 (8) 

3. PROJEKTOWANIE FILTRU DFT-VFD 

Podstawowym ograniczeniem w efektywnym wy-
korzystaniu filtru DFT-VFD� jest� trudność� w� doborze�
współczynników zapewniających� najlepszą� dostępną�
jakość� aproksymacji.� Ponieważ projektowanie takiego 
filtru można� oddzielić� od� jego implementacji i� użycia, 
poszukiwanie� optymalnych� współczynników� może� być�
procesem iteracyjnym realizowanym zawczasu. Tego 
typu� rozwiązania są�co prawda często�powolne,� ale�po-
prawnie� sformułowane� gwarantują stopniowe� zbliżanie�
się� do� rozwiązania� optymalnego.� W� przypadku� filtrów�
DFT-VFD dotychczas jedynie metoda POCS [1] gwa-
rantuje�zbieżność�do�optymalnych�współczynników�α. 

3.1. Metoda POCS 
Metoda POCS do�projektowania�filtrów�DFT-VFD 

jest� rozwinięciem� naprzemiennego rzutowania w dzie-
dzinie�czasu�i�w�dziedzinie�częstotliwości,�pozwalające-
go na projektowanie filtrów FD optymalnych w sensie 
pasmowego kryterium LS [4]. Rozwiązanie� to� można�
uzupełnić�o dodatkowe�rzutowanie�w�dziedzinie�często-
tliwości� dyskretnych [1] ograniczające� zbiór� rozwiązań�
do�filtrów�FD o dyskretnej charakterystyce częstotliwo-
ściowej (3) identyfikowanej przez�współczynniki�α.  

W rezultacie algorytm� projektowania� składa� się� z 
iteracyjnie powtarzanych trzech operacji rzutowania 
(rys. 1) działających na ܰ-puntkowej odpowiedzi impul-
sowej oraz ܰ i ܭ-punktowej (ܭ ≫ ܰ) dyskretnej charak-
terystyce�częstotliwościowej projektowanego filtru. 

 

Rys. 1. Schemat blokowy algorytmu projektowania fil-
trów�DFT-VFD metodą�POCS 

Pierwsza�operacja�rzutowania�jest�interwencją w ܰ-
punktowej� dziedzinie� częstotliwości� (dziedzinie� często-
tliwości� dyskretnej� – DFT), która rzutuje ܰ-punktową�
zespoloną�charakterystykę�częstotliwościową� filtru�o�ܰ-
punktowej odpowiedzi impulsowej ℎே[݊] 

[݇]ேܪ  ൌ �	Tேሺℎே[݊]ሻ dla ݇ ൌ 0,1, … , ܰ െ 1 (9)  

na zbiór� charakterystyk,� które� opisuje� zależność� (3). 
Uzyskujemy� to� zerując� błąd� aproksymacji� charaktery-
styki (3) podzielonej� przez� ciąg� ௗܹ

ே−ଶ z� pominięciem 
składowej�urojonej tak zmodyfikowanej charakterystyki 

dla 
ே
ଶ
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W tych punktach charakterystyka ta jest bowiem powią-
zana ze�współczynnikamiߙ� 

ಿߙ 
మ − ൌ െ

ூቄுಿ[] ௐ
ಿషమ⁄ ቅ

௦
,   ே

ଶ
െ  < ݇ ≤ ே

ଶ
  (11)  

Otrzymane� w� ten� sposób� współczynnikiߙ� repre-
zentują� już� nową� odpowiedź� impulsową,� której� błąd�
aproksymacji�w�zadanym�paśmie�aproksymacji może�nie�
spełniać� naszych� wymagań.� Stąd�w� drugim� rzutowaniu 
zerujemy�błąd�w�paśmie�aproksymacji� korzystając� z ܭ-
punktowej dyskretnej charakterystyki�częstotliwościowej�
tego nowego filtru. 

[݈]ܪ  ൌ 		T ቀI�	Tே(ܪே[݇])ቁ  (12)  

Taka�interwencja�w�dziedzinie�częstotliwości�skut-
kuje wyciekiem energii odpowiedzi impulsowej filtru 
poza jej ܰ pierwszych� próbek.� Konieczne� jest zatem 
trzecie� rzutowanie,� na� zbiór� filtrów� o�ܰ-próbkowej� od-
powiedzi impulsowej poprzez zerowanie nadmiarowych 
próbek 

 ℎே[݊] ൌ ൜ℎ[݊],
0,

݊ ൌ 0,1, … , ܰ െ 1
dla pozostałych ݊ (13)  

gdzie ℎ[݊] ൌ I�	Tேሺܪ[݈]ሻ. 

3.2. Projektowanie metodą�POCS 
W metodzie POCS kryterium optymalizacji nie jest 

sformułowane�w�sposób�jawny,�tylko�jest�efektem�dobo-
ru operacji rzutowania. W rozpatrywanym tutaj przy-
padku, przy� pominięciu pierwszego rzutowania, algo-
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rytm zmierza� do� rozwiązania� optymalnego w sensie 
pasmowego kryterium LS znajdującego�się�w�przestrzeni 
możliwych� rozwiązań�minimalizujących� błąd�LS� [6] w 
zakładanym�paśmie�aproksymacji�ሺ0, ݂ሻ 

ሺܧܵܮ  ݂ሻ ൌ ∫ ሺ݂ሻଶd݂ೌܧܣܯ
−ೌ  (14)  

gdzie 

ሺ݂ሻܧܣܯ  ൌ ேሺ݂ሻܪ| െ ௗܪ ሺ݂ሻ| (15)  

jest modułem zespolonego�błędu�aproksymacji.  

Dodatkowe ograniczenie zakładające,� że� poszuki-
wane�rozwiązanie�można�zapisać�w�postaci� (3) skutkuje 
rozbieżnością�pomiędzy�otrzymywanym�rozwiązaniem�a�
rozwiązaniem� optymalnym�minimalizującym�wyłącznie�
błąd (14). Na rys. 2 widać�jak�współczynnikiߙ� definiują�
przebieg� charakterystyki� w� paśmie� niespecyfikowanym�
(powyżej� ݂).� Jednocześnie� w� paśmie� aproksymacji�
ሺ0, ݂ሻ w� punktach� próbkowania� ܰ-punktowej DFT 
wymuszany�jest�zerowy�błąd�aproksymacji,�podczas�gdy�
dla�pasmowego�filtru�LS�minima�błędu�aproksymacji�w�
paśmie aproksymacji�są�rozłożone�nierównomiernie.  

 

Rys. 2. Moduł�zespolonego�błędu�aproksymacji�filtru�FD�
optymalnego w sensie pasmowego kryterium LS dla N = 
31, ݂ = 0.4, �0.25=  ߝ�oraz�odpowiadającego�mu�filtru�
DFT-VFD zaprojektowanego�metodą�POCS dla p = 3 

Dużą�niedogodnością�metody�POCS�jest�jej�bardzo�
wolna� zbieżność (rys. 3)� dla� bardzo� małych� błędów�
aproksymacji� rozwiązania�końcowego� [1]. Wynika to z 
tego,�że�modyfikacja�dużych�wartości�charakterystyki�w�
paśmie� niespecyfikowanym,� powiązanych� ze� współ-
czynnikami ߙ, jest� realizowana� pośrednio� poprzez� mo-
dyfikację� bardzo� małych� wartości� charakterystyki� w�
paśmie�aproksymacji. 

 

Rys. 3. Błąd�LS�w�funkcji�numeru�iteracji�metody�POCS�
dla filtru z rys. 2 dla�wektora�początkowegoߙ�= 1 (linia 
przerywana) oraz ߙ wyznaczonych na podstawie filtru 
optymalnego�dla�pasmowego�kryterium�LS�(linia�ciągła) 

Szybsze� osiągnięcie� rozwiązania� można� uzyskać�
zauważając (rys. 2),�że�przebieg�charakterystyki�błędu�w�
paśmie�niespecyfikowanym�poszukiwanego�rozwiązania�

jest� bardzo� zbliżony� do� przebiegu� charakterystyki� pa-
smowego filtru LS [1].�Dla�przykładu�z�rys.�3 przyjmu-
jąc� jako� początkowe� rozwiązanie� wektor�  złożony z ࢻ
samych jedynek, co odpowiada rozwiązaniu� o� błędzie 
LS na poziomie -33 dB, podczas gdy w drugim przypad-
ku�błąd�ten�wynosi -102.1714 dB. Żeby�osiągnąć�zbliżo-
ne�rozwiązanie�w pierwszym przypadku potrzeba�około�
450 000 iteracji, a po 600 000�iteracjach�błąd�ten�zmniej-
sza� się�do -103.0789 dB. W drugim przypadku błąd�na�
tym� poziomie� osiągany� jest� po� 114 000 iteracjach, co 
nadal�znaczącą� liczbą.�Dodatkowym�negatywnym� efek-
tem�bardzo�powolnej�zbieżności�metody�POCS�jest�spo-
ra�trudność�z�określeniem�kryterium�zatrzymania projek-
towania. 

3.3. Metoda Hooke-Jeevesa 
Zastosowanie metody gradientowej do poszukiwa-

nia� współczynników� filtru� DFT-VFD wymaga określe-
nia� pochodnej� błędu� względem� współczynników� α,� co�
jest� problematyczne� w� przypadku� filtrów� DFT-VFD. 
Alternatywą� jest� zastosowanie� niegradientowego� itera-
cyjnego algorytmu Hooke-Jeevesa [5] (rys. 4),� który w 
pierwszym etapie (próbnym)� każdego� cyklu,�wyróżnio-
nym po lewej stronie rys. 4, poszukuje wielkości� i�kie-
runku� kroku.�Następnie�wartości� te wykorzystuje się� w 
etapie roboczym (po prawej stronie rys. 4) zmierzając w 
kierunku� poszukiwanego� rozwiązania,� tak� długo� jak�
długo� jakość�rozwiązania�ulega�poprawie.� Jeżeli�na�eta-
pie roboczym nie można dalej poprawiać� rozwiązania,�
powraca�się�do�etapu�próbnego. 

 

Rys. 4.�Algorytmu�poszukiwania�współczynników�filtru 
DFT-VFD�metodą�Hooke-Jeevesa 
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W�zaproponowanym�tutaj�rozwiązaniu�w kolejnych 
iteracjach zamiast poszukiwania wielowymiarowego 
kroku ( elementowego� wektora),� optymalizowane� są�
poszczególne� elementy� wektoraࢻ�.�W� efekcie� wielkość�
kroku� jest� niezależnie�kontrolowana� dla� każdego� z� ele-
mentów� tego� wektora.� Po� korekcie� pozostałych� współ-
czynników�wektora�α�gradient�błędu�względem�bieżące-
go� elementu� często� ulega� zwiększeniu,� stąd� klasyczne 
podejście� zmodyfikowano o� dodatkowe� półtorakrotne�
(wartość� ustalona� empirycznie)� zwiększanie� wartości�
kroku�przed�ponownym�rozpoczęciem�etapu�próbnego.� 

Istotną� różnicą� pomiędzy� podejściem� POCS� a� za-
proponowanym� w� tym� punkcie� algorytmem� jest� to,� że�
pierwsze� rozwiązanie� zależy� wyłącznie� od� zdefiniowa-
nych w nim operacji rzutowania i funkcjonuje niezależ-
nie od bieżącego�pomiaru�błędu,�który�można�weryfiko-
wać�tylko�od�czasu�do�czasu.�Z�kolei�nowe�rozwiązanie, 
bazujące� na� podejściu� Hooke-Jeevesa, jest sterowane 
zależnie�od�bieżącego�pomiaru�błędu,� co� skutkuje przy-
śpieszeniem zbieżności,� ale� też� uzależnia� skuteczność�
działania�algorytmu od jakości�tego�pomiaru. 

3.4. Projektowanie metodą�Hooke-Jeevesa 
Jeżeli�porównamy�szybkość�zbieżności�dla�metody�

Hooke-Jeevesa (rys. 5) oraz dla metody POCS (rys.3), to 
widać� wyraźną� przewagę� pierwszego� podejścia.� Przy 
wektorze� jedynek� przyjętym� jako� początkowa� wartość�
wektora ࢻ,� osiągnięcie� poziomu� błędu� -103.0789 dB 
(zaznaczone�czarnym�pustym�kółkiem�na�rys.�5) wyma-
ga�niecałych 50 000 iteracji (weryfikacji kolejnych war-
tości�wektoraࢻ� w�ramach�etapu�próbnego�oraz�robocze-
go). Z kolei�rozpoczynając�poszukiwania�od�filtru�opty-
malnego� dla� pasmowego� kryterium� LS� wystarczające�
jest tylko 17 000 iteracji (zaznaczone czerwonym pu-
stym� kółkiem� na� rys.� 5). Zgodność� rozwiązań� metody�
POCS oraz proponowanej metody zweryfikowano dla 
szerokiego� zakresu� wartości� N i ݂ uzyskując� efekty�
analogiczne do tych prezentowanych na rys. 5.  

 

Rys. 5. Błąd�LS�w�funkcji�numeru�iteracji�algorytmu 
poszukiwania�współczynników�filtru DFT-VFD��metodą�

Hooke-Jeevesa (analogicznie do rys. 3) 

Na rys. 6 pokazano� jak� zmienia� się� liczba� iteracji�
potrzebnych� do� uzyskania� poszukiwanego� rozwiązania�
w� zależności� od� jego� błędu�LS� dla� początkowego� roz-
wiązania� bazującego� na� filtrze� optymalnym� w� sensie�
pasmowego� kryterium� LS.� Jak� można� zauważyć,� dla�
filtrów�o niewielkiej dokładności wymagana liczba itera-
cji jest niewielka�i�nie�zależy�od poziomu�błędu. Jedno-
cześnie� rośnie� ona logarytmicznie� dla� filtrów� o� błędzie�
LS�poniżej -60 dB oraz -80 dB, odpowiednio dla�filtrów�
o nieparzystej oraz�parzystej�długości�odpowiedzi�impul-

sowej ܰ.�Wyraźnie�mniejsza�liczba�wymaganych�iteracji�
dla� filtrów� o� błędzie� LS� poniżej� -100 dB obserwowana 
dla�filtrów�o nieparzystym ܰ (rys. 6b) wynika�z�tego,�że�
w�efekcie�problemów�z�dokładnością�obliczania�wartości�
błędu�LS�algorytm�nie�może�poprawnie�określać�kierun-
ku�zmian�współczynnikówߙ� i projektowanie jest prze-
rywane. 

a) b)  

 

Rys. 6.�Liczba�iteracji�w�funkcji�błędu�LS�rozwiązania�
końcowego�dla�algorytmu�poszukiwania�współczynników�
filtru DFT-VFD dla ߝ=0.25, 3= i wybranych ݂ dla 

ܰ (a) parzystych oraz (b) nieparzystych 

4. PODSUMOWANIE 

W� pracy� zaproponowano� nowe� podejście� do� pro-
jektowania� filtrów� DFT-VFD reprezentowanych przez 
zaledwie� kilka� współczynników� ich� charakterystyki�
częstotliwościowej.� Zaproponowany� algorytm� projekto-
wania uzyskuje wyniki zgodne z tymi uzyskiwanymi z 
metody� POCS� gwarantującej� zbieżność,� jednocześnie�
rozwiązanie� osiągane jest kilkunastokrotnie szybciej. 
Znacząco� szybsza�zbieżność�nowego�podejścia�pozwala�
na swobodne� testowanie/dobieranie� filtrów� DFT-VFD 
oraz na� szerzej� zakrojone� badania� właściwości� tych 
filtrów. 
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