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Grzegorz Graff (Gdansk)

Jak gladkos$¢ generuje punkty periodyczne

1. Wprowadzenie

Jednym z waznych problemoéw teorii uktadéw dynamicznych i topologii
jest pytanie, jaka jest najmniejsza liczba punktow statych lub periodycznych
w danej klasie odwzorowan. Na przyktad klasyczne twierdzenie Brouwera stwier-
dza, ze kazde ciggte odwzorowanie kuli domknietej w siebie ma przynajmniej
jeden punkt staly. Szczegélnie interesujace staje si¢ powyzsze pytanie w odnie-
sieniu do klasy homotopii danego odwzorowania f. Rozwazania zacznijmy od
rozmaitos$ci M, zwartej, spojnej i bez brzegu oraz ciaglej funkeji f: M — M.
Pytamy o warto$¢

min # Fix(g), (1)
&~ f
przy czym g ~ f jest zapisem faktu, ze g jest homotopijne z f, natomiast # Fix(g)
oznacza liczbe punktéw stalych odwzorowania g.

Odpowiedzig, udzielong przez Weckena w 1942 roku w pracy [21] dla
rozmaito$ci o0 wymiarze co najmniej trzy, jest topologiczny niezmiennik N( f)
zwany liczbg Nielsena.

Narzuca si¢ pytanie, czy warto$¢ minimum z formuly (1) uleglaby zmianie,
gdyby$my rozpatrywali odwzorowania gtadkie (tzn. klasy C') f i g oraz gtadkie
homotopie pomigdzy nimi. Okazuje sie, ze odpowiedz jest negatywna, co wy-
kazal Jiang w 1981 roku (zob. [13]). Wynik ten mdglby sugerowad, ze zalozenie
rézniczkowalnosci nie odgrywa istotniejszej roli w teorii punktow statych, gdyby
nie praca Browna, Greena i Schirmer [3] z konca lat osiemdziesigtych XX wie-
ku, w ktdrej zawarta zostala interesujgca obserwacja dotyczaca rozmaitosci
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z brzegiem. Autorzy ci rozwazali gladka rozmaito$¢ M z brzegiem oM oraz
gladkie odwzorowanie ¢: IM — dM, pytajac, czy wsrod wszystkich rozszerzen
f+M — M odwzorowania ¢ istnieja takie, ktore nie majg punktow statych
w M \ dM. Okazalo sie, ze odpowiedz zalezy od tego, czy rozwaza si¢ rozsze-
rzenia gladkie, czy ciagle. Ten nieoczekiwany wynik zapoczatkowal intensywne
badania réznic miedzy kategoria gladka a ciagla w teorii punktéw statych.

Idee Browna, Greena i Schirmer zilustrujemy na prostym przykladzie
zaczerpnietym z artykutu [2]. Oznaczmy przez D? jednostkowy dysk dwuwy-
miarowy na plaszczyznie, a przez S' - jego brzeg.

Przyklad L.1. Niech ¢:S' — S! bedzie dane wzorem ¢(z) = z* przy czym
ke {2,3,...}. Woéwczas kazde f:D* - D? bedace gtadkim rozszerzeniem ¢,
ma punkt staly w Int D2,

Oznacza to, ze — przy zalozeniach z przyktadu - oprécz punktu statego
na brzegu, otrzymamy jeszcze dodatkowy punkt staly w IntD?* dla kazdego
rozszerzenia ¢, a wigc swoiste wzmocnione twierdzenie Brouwera. Wtasno$¢ ta
nie zachodzi, jesli opuscimy zalozenie gladkosci. Nietrudno wéwczas sprawdzic,
ze mozemy znalez¢ przedluzenia f bez punktéw stalych we wnetrzu rozpatry-
wanego dysku. Mianowicie, niech zq € S' bedzie punktem statym ¢. Rozpatrzmy
dowolny punkt & # zo z brzegu S' i potaczmy go odcinkiem z z, a nastepnie spa-
rametryzujemy kazdy punkt z znajdujacy sie na tym odcinku: z = (1-#)zg + ta,
t € [0,1]. Gdy zadamy f(z) = (1- t*)zy + t*f (), otrzymamy ciagle przedtuze-
nie ¢ bez punktéw statych w Int D% gdyz punkty z odcinka (2, &) przechodza
na proporcjonalnie blizsze zy punkty odcinka (zo, f(«)).

Jak wida¢, przypadek ciagly rézni si¢ od gladkiego réwniez dla punktow
stalych przy zalozeniu, ze rozpatrujemy przedtuzenia odwzorowan okreslonych
na brzegu. Co jednak dzieje si¢ w przypadku rozmaitosci bez brzegu? Okazuje
sie, ze roznica pojawia si¢ dla punktéw periodycznych.

Rozwazmy wielko$¢ analogiczng do (1), tym razem w kategorii gladkiej
i dla punktéw periodycznych. Niech r > 1 bedzie ustalong liczba naturalna.
Bada¢ bedziemy odwzorowanie f: M — M gladkie, przy czym rozwazamy
gtadkie homotopie (relacja oznaczana bedzie poprzez ~), poszukiwana zas
wielkoscig jest

min # Fix(g"). (2)
g~f

Aby oddac istote sprawy, przyjmiemy wazne upraszczajace zatozenie. Mia-
nowicie, rozpatrywa¢ bedziemy rozmaitosci jednospdjne o wymiarze co naj-
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mniej trzy, w szczegolnosci zilustrujemy gtadka teorie Nielsena dla punktow
periodycznych na modelowym przykladzie sfery tréjwymiarowej S°

Przeszkoda w minimalizacji liczby punktéw periodycznych w kategorii
ciaglej jest tylko grupa podstawowa rozmaitosci, natomiast w kategorii gladkiej
dodatkowa przeszkode stanowig indeksy punktu statego iteracji. Dla rozmaitosci
jednospdjnej M rdéznica bedzie dobrze widoczna. Rozwazmy gladkie odwzo-
rowanie f: M — M. Wéowczas trywialno$¢ grupy podstawowej M sprawia, ze
zawsze mozna znalez¢ w jego (ciagtej) klasie homotopii takie odwzorowanie g,
ze Fix(g") jestjednopunktowy, co jednak, jak zaraz wykazemy, nie jest to prawda
w gladkiej klasie homotopii.

Jak zatem opisa¢ owa przeszkode w sytuacji gladkiej? Okazuje sig, ze
wyraza si¢ ona przez ciagi indeksow punktu stalego iteracji odwzorowania f
w punktach statych p: {ind(f", p) } 2. Definicje indeksu, jak i stopnia topolo-
gicznego, ktérego réwniez bedziemy uzywac, znalez¢ mozna w ksigzce [14].

Wygodnym sposobem zapisywania ciggu indekséw iteracji jest rozwi-
niecie periodyczne, ktére polega na przedstawieniu {ind(f", p) } 52, w postaci
kombinacji pewnych okresowych ciaggéw bazowych.

Definicja 1.1. Dla ustalonego k definiujemy ciag bazowy reg, jako:
() k, jezelik|n,
reg, (n) =
B 0, jezeliktn.
Ciag indekséw mozna zapisa¢ w postaci sumy ciggéw bazowych z pewny-
mi wspolczynnikami ay:

ind(f" p) = iak reg,(n). (3)
k=1

Otrzymujemy tak zwane rozwiniecie periodyczne, przy czym wspolczynniki ay
zawsze sg calkowite (nietrywialny ten fakt znany jest jako relacje Dolda).

W przypadku odwzorowan cigglych moze si¢ zdarzy¢, ze w sumie (3)
wystepuje nieskonczona liczba niezerowych skladnikéw. Badania indekséw
odwzorowan gladkich zapoczatkowane zostaly eleganckim wynikiem Shuba
i Sullivana, ktérzy w 1974 roku wykazali, ze dla gtadkiego odwzorowania f ciag
{ind(f", p)} 2, jest ograniczony (zob. [20]). Stad nietrudno juz uzyska¢, ze
jest on okresowy (zob. [1]), co rOwnowazne jest stwierdzeniu, ze w formule (3)
wystepuje tylko skoriczona liczba ciagéw reg,.

Mowigc w bardzo duzym uproszczeniu, ta wlasnie réznica dotyczaca
postaci mozliwych ciggéw indeksow iteracji odwzorowania gladkiego i ciaglego
decyduje o liczbie punktéw periodycznych w odpowiedniej klasie homotopii.


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

130 G. Graff

2. Najmniejsza liczba punktéw periodycznych odwzorowania S™ w siebie

Rozwazmy takie odwzorowanie f:S™ — S", przy czym m > 2, ze dla
kazdego ustalonego n zbidr Fix( ") jest skoficzony.

Znany wzor Poincarégo-Hopfa taczy lokalne wlasnosci rozmaitosci wy-
razone przy pomocy indekséw z globalnymi, okreslonymi poprzez stopien
odwzorowania oznaczony przez d (w ogdlnej wersji przez liczby Lefschetza,
zob. [14]). Dla sfery S™ formula ta bedzie miala posta¢

1+d" = > ind(f" x), (4)
xeFix(f")

przy czym po lewej stronie wspotczynnik przy d” wynosi +1 dla m parzystego
lub -1 dla m nieparzystego.

Przyjmijmy teraz, ze |d| > 2. Ile wowczas moze by¢ punktoéw periodycz-
nych? Shub i Suillivan wykazali, Ze moze by¢ ich bardzo niewiele, podajac
odpowiedni przyktad ciagtego odwzorowania S? w siebie stopnia dwa.

Przyklad 2.1 [20]. Niech g:S* — S? bedzie odwzorowaniem, w ktérym na
kazdym réwnolezniku (utozsamionym z S') zadajemy odwzorowanie z + 2%
Niech odwzorowanie h:S* — S* dziala w ten sposob, ze wszystkie punkty
oprocz biegunow ,,splywaja w dot’, poruszajac sie po potudnikach, od bieguna
pdinocnego do poludniowego. Ostatecznie przyjmijmy f = h o g. Tak okreslone
odwzorowanie f ma tylko dwa punkty periodyczne, ktérymi sa punkty state
(bieguny), natomiast jego stopient wynosi dwa.

Co ciekawe, mozna nawet poda¢ przykltad, w ktérym rozpatrywane od-
wzorowanie ma tylko jeden punkt staly (zob. [9]).

W rozwazanych przykladach wystepuja odwzorowania, ktére nie sg rdz-
niczkowalne przynajmniej w jednym punkcie (na przyktad w biegunie pétnoc-
nym w przyktadzie 2.1). W przypadku odwzorowan gtadkich, posta¢ indeksow
iteracji wymusza znacznie wigksza liczbe punktéw periodycznych. Mechanizm
ten zilustrujemy na przykladzie odwzorowan gladkich S* w siebie.

Oznaczmy przez D,(f) minimalng liczbe punktéw r-periodycznych
w gladkiej klasie homotopii f, tzn. D,(f) = mingi i Fix(g"). Wyznaczymy
warto$¢ D,(f) dla odwzorowania f:S® — S?, przyjmujac jeszcze jedno uprasz-
czajace zalozenie, ze r jest nieparzyste.

Chcieliby$my skorzysta¢ z formuly (4), a do tego celu potrzebne nam beda
postaci ciagow indeksow iteracji w wymiarze trzy.
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Twierdzenie 2.1 6, 10]. Rozwazmy gladkie odwzorowanie f:R> — R’ i jego
izolowany (dla kazdego f") punkt staly p. Wowczas moZzliwe ciggi indeksow
iteracji {ind(f", p)}+2,, dla nieparzystych n, sq nastepujgce:
(i) ca(n) = ayreg,(n),

(ii) cg(n) = reg,(n) + ay reg,(n),

(iii) cc(n) = —reg,(n) + ay reg, (n),

(iv) cp(n) = agreg,(n),
we wszystkich przypadkach k > 3 oraz a; € 7.

Do obliczenia niezmiennika D, ( f) wystarczy nam znajomos¢ indekséw
iteracji w punktach statych (dla S i r nieparzystego), tzn. zawsze istnieje w gtad-
kiej klasie homotopii f takie odwzorowanie g realizujagce minimum (2), ze
Fix(g") sklada sie tylko z punktéw statych (zob. [4]).

Z dos¢ elementarnych rachunkéw wynika, ze ciag {d" },, przy warunku
|d| > 2, rozklada si¢ na nieskoniczong sume ciagéw reg,, przy czym dla kazdego k
wspolczynnik przy reg, musi by¢ niezerowy (zob. [16]). Rozwazamy teraz ustalo-
ne r oraz poréwnujemy obie strony wzoru (4) dla n|r. Zaniedbujac na razie kwe-
stie ciggu reg, widzimy, na postawie twierdzenia 2.1, ze po prawej stronie musi
zosta¢ uzytych przynajmniej tyle ciagow, ile jest dzielnikéw r. Oznaczajac przez
{(r) liczbe dzielnikow liczby r, otrzymujemy wiec nieréwnosé D,(f) > {(r).

W konsekwencji kazde odwzorowanie gtadko homotopijne z f ma co naj-
mniej {(r) punktow r-periodycznych. Nasuwa sie pytanie, czy moze zachodzi¢
réwnos¢, tzn. czy da sie znalez¢ w gladkiej klasie homotopii f odwzorowanie,
ktére ma doktadnie tyle punktéow periodycznych. Odpowiedz okazuje sie pozy-
tywna, wymaga jednak wykorzystania subtelnych technik opartych na usuwaniu
i tworzeniu punktéw periodycznych w klasie homotopii stworzonych przez J. Je-
zierskiego (zob. [14]). Wazne jest tu tez, ze rozmaito$¢ ma wymiar co najmniej
réwny trzy (wystarczajaco duzo miejsca na manipulowanie homotopiami), gdyz
techniki te zawodza w wymiarze dwa.

Biorac jeszcze pod uwage fakt, ze niekiedy do zrealizowania wspoélczyn-
nika przy reg, po lewej stronie réwnosci (4) (ktéry réwny jest 1 — d) mozemy
wykorzystac juz uzyte po prawej stronie ciagi cg i c¢c z twierdzenia 2.1, otrzymu-
jemy ponizszy rezultat.

Twierdzenie 2.2 [4]. Niech f bedzie gladkim odwzorowaniem S* w siebie stop-
nia d, przy czym |d| > 2. Wowczas D,(f) € {{(r) - 1,{(r)}.

Warto w tym miejscu zaobserwowac interesujace zjawisko. Warto$¢ D, (f),
dlad ¢ {-1,0, +1}, okazuje sie niewrazliwa nawet na klase homotopii odwzo-
rowania f, a zalezy tylko od r. Podobna sytuacja zachodzi niekiedy dla innych
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przestrzeni, a zatem D,(f) moze wéwczas by¢ traktowany jako niezmiennik
calej przestrzeni, a nie tylko klasy homotopii f.

Co ciekawe, o ile istniejag odpowiedniki twierdzenia 2.2 dla sfer o wyz-
szych wymiarach, o tyle kwestia minimalizacji w przypadku dwuwymiarowym
wcigz sprawia trudnosci. Jak dotad problem wyznaczenia D, ( f) dla odwzoro-
wan S? zostat rozwigzany tyko dla punktéw o okresie jeden i cze$ciowo dwa
(zob. [12]).

3. Hipoteza Shuba o predkosci wzrostu liczby punktéw periodycznych
dla odwzorowan S™ w siebie

O ile dotad interesowata nas gtéwnie liczba elementéw w zbiorze Fix( ")
przy ustalonym 7, to obecnie zajmiemy sie kwestig wzrostu liczby punktow
periodycznych wraz ze wzrostem n (zakladamy, ze Fix(f") jest skonczony dla
kazdego n). Raz jeszcze uzyjmy wzoru (4) dla odwzorowan gladkich f:S™ —
S™ majacych stopien d spelniajacy nier6wno$¢ |d| > 2. Zauwazmy, ze lewa
strona rownosci (4) jest nieograniczona przy n — oo, a prawa stanowi sume
ciagow okresowych odpowiadajacych punktom periodycznym. Stad wynika,
ze kazde takie odwzorowanie gladkie f posiada nieskonczenie wiele punktow
periodycznych o réznych okresach minimalnych.

Rodzi sie naturalne pytanie, jak szybko rosna¢ moze w tej sytuacji liczba
punktéw periodycznych. Wyniki Kaloshina pokazuja, ze gérnego ograniczenia
nie ma (zob. [15]), z drugiej strony wiadomo, ze wzrost ten musi by¢ co najmniej
liniowy (zob. [1]). Ten liniowy wzrost moze jednak trwac bardzo dtugo, az do
dowolnie duzego ustalonego okresu (zob. [5]).

Michael Shub postawil w 1974 roku hipoteze (zob. [18, problem 4]), ze
wzrost liczby punktéw periodycznych gladkiego odwzorowania f:S™ — S™
o stopniu d, co do modulu wiekszym niz 1, jest co najmniej (asymptotycznie)
wykladniczy, czyli

lim sup 128 FX()

n

n—>oo

> log|d|.

Przez kilka dekad problem pozostawal nierozwigzany, w zwigzku z czym
Shub powtdrzyl go, jako pytanie otwarte, w trakcie wykladu sekcyjnego na Mie-
dzynarodowym Kongresie Matematykow w Madrycie w 2006 roku (zob. [19, pro-
blem 3]). Nawet w najprostszym przypadku dwuwymiarowej sfery S* hipoteza
wciaz pozostaje nierozstrzygnieta.

Jak zatem zabra¢ sig za tak oporny problem? Jedng ze strategii jest poszerze-
nie liczby zalozen, ktoére umozliwi rozwigzanie zagadnienia w prostszej sytuacji.
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Tak wlasnie postapili Pugh i Shub, ktérzy potwierdzili hipoteze Shuba dla S?,
dodajac zalozenie, ze rozpatrywane odwzorowania zachowuja réwnolezniki [17].
Ta obiecujgca linia badan, przewidujgca analize odwzorowan zachowujacych
rozne typy foliacji, jest obecnie z sukcesem kontynuowana (hipoteza zostata
potwierdzona dla foliacji potudnikowej w artykule [8] oraz jednobiegunowej
w pracy [9]). Pozwala ona uchwyci¢ mechanizm pojawiania si¢ punktéw perio-
dycznych w réznych sytuacjach i dzieki temu zbliza nas do rozwigzania hipotezy
w pelnej ogélnosci.

Podejscie to przynosi efekty rowniez dla sfer w wymiarach m > 2. Dotyczy
to na przyklad odwzorowan zachowujacych foliacj¢ réwnoleznikowsa z widk-
nami S' (zob. [7]). W tym przypadku uzytecznym obiektem s3 pewne zbiory
U - sktadowe spojnosci ¢ !(Int J) zawarte w Int J, przy czym J jest bazg (czyli
(m —1)-wymiarowa kula domknieta D™1), a odwzorowanie ¢: ] — J opisuje,
ktore wiokno przechodzi na ktére. Za pomoca tego typu zbioréw mozna pokusi¢
sie o opisanie strategii dowodu hipotezy (na razie dla odwzorowan zachowuja-
cych foliacje). Méwiac bardzo ogdlnie, zastosowanie teorii homotopii, wlasnosci
stopnia oraz rézniczkowalnosci w punktach periodycznych w wielu przypad-
kach umozliwia dowiedzenie twierdzenia o punkcie stalym dla U. Punkty te
stanowig niezmiennicze okregi dla f, na ktérych musza wystapi¢ punkty state f.
Przy iteracjach liczba zbioréw U ro$nie wykladniczo, co zapewnia taki sam
wzrost liczby punktéw periodycznych.

Zalozenie zachowywania foliacji jest na tyle silne, ze czesto rdznicz-
kowalno$¢ na calej sferze nie jest konieczna. Prowadzi to do pytania, jaka
jest rola zalozenia gladkosci odwzorowania w hipotezie Shuba, na przyklad
czy moze ono by¢ zastapione przez inny warunek. Obecnie grupa matema-
tykéw urugwajskich (zob. [11]) pracuje intensywnie nad hipoteza Shuba dla
sfery dwuwymiarowej, zastepujac postulat gtadkosci pewnymi warunkami to-
pologicznymi, pozwalajacymi sprowadzi¢ problem do analizy odwzorowan
pierscienia.

Na zakonczenie krétkie podsumowanie. Gladkos¢ jest bardzo mocnym
zalozeniem, ktére w omawianych przypadkach ma znaczace konsekwencje —
wymusza istnienie wielu punktéw periodycznych i czesto bardzo szybki (wy-
ktadniczy) wzrost ich liczby. Jednocze$nie w przedstawionej tematyce jest sporo
problemoéw otwartych. Mimo ze pojecie rozniczkowalnosci liczy sobie juz kilka-
set lat, to pelne zrozumienie jego roli w teorii punktéw periodycznych wcigz
stanowi duze wyzwanie.
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