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Wstep

W niniejszej pracy doktorskiej badane sa matematyczne wtasnosci obiektu
o elastycznym, wolnym brzegu, ktéry zostal nazwany biologicznym klastrem.
Badania nad tematem rozpoczely sie od wspélpracy z profesorem A. Bori-
sovichem i wstepnie dotyczyly proby opisu zachowania powloki balonu.

Balon jest statkiem powietrznym z grupy aerostatow, czyli unoszacym
sie w powietrzu dzieki dzialaniu silty wyporu - sily aerostatycznej (patrz Rys.
1) . Sktada sie z obszernej powloki wykonanej z nieprzepuszczalnej, lekkiej,
nagumowanej tkaniny o duzej wytrzymaltodci i zawieszonej pod niag gondoli
(kosza). Zainteresowanie skierowane jest gléwnie na balony stratosferyczne
i meteorologiczne.

Balon meteorologiczny jest rodzajem sondy na gaz lzejszy od powietrza

Rysunek 1: Balon na ciepte powietrze, http://forum.gazeta.pl/

(najczesciej hel, czasem wodér). Zazwyczaj jest niewielki, o érednicy rzedu
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Gwiazda Polska Gwiazda Polski
z powloks calkowicie gotowa do startu
wypelniona 14.10.1938

120m

Rysunek 2: Rysunek Gwiazdy Polski poréwnywanej z wysokoscia Patacu

Kultury i Nauki, https://www.pb.pl/gwiazda-polski-804732

2 m i stuzy do dostarczania przyrzadéw badawczych w strefy zbyt wysokie
dla samolotow.

Balon stratosferyczny, zwany tez stratostatem, przeznaczony jest do lo-
tow stratosferycznych na wysoko$é rzedu 20 — 40 km. Powtoka stratostatéw
ma pojemnosé co najmniej 100000 m?> i jest elastyczna, a wysokosé¢ catego
balonu moze siegga¢ 100 — 120 m. Na Rys. 2 przedstawiony zostal najbar-
dziej znany polski balon stratosferyczny Gwiazda Polski. Powloke Gwiazdy
Polskiej wykonano z gumowanego jedwabiu. Dzieki temu, pomimo swojej
wielkosci, wazyla zaledwie 1403 kg. Stratostat napelniony jest helem lub
wodorem. Balon po pelnym wypelnieniu ma ksztalt owoidu (wielkiego jaja)
zwroconego szerszym biegunem ku gorze. Z powodu réznicy ciSnien panu-
jacej pomiedzy poziomem ziemi, a planowang wysoko$cia wznoszenia, ba-
lon napeliony jest gazem do 1/10 swojej maksymalnej objetosci. Wraz ze
wzrostem wysokodci i spadkiem zewnetrznego cisnienia, gaz wypelnia calg
powloke. Rozprezajacy sie gaz uchodzi przez specjalny rekaw zamontowany
w powtloce i klape zlokalizowang na czubku aerostatu, co zapobiega rozer-
waniu sie¢ balonu.

Cienka, elastyczna powtoka, zaréwno w trakcie napelniania balonu ga-
zem, jak i p6zniej w czasie lotu na réznych wysokosciach, poddawana jest

dzialaniu czynnikéw wewnetrznych i zewnetrznych. Na deformacje szcze-
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gblnie narazony jest szerszy biegun balonu i najwyzej polozona jego czedé,
tzw. spadochron. Wysokosé spadochronu w poréwnaniu z jego érednica jest
tak mata, ze mozemy utworzyé¢ dwuwymiarowy, matematyczny model opisu-
jacy zachowanie tej czesSci powtoki. Dwuwymiarowy obiekt naszych badan,
ktory pojawia sie w miejsce spadochronu nazywamy biologicznym klastrem.
Pojecie to zostalo wprowadzone przez nas w pracy [8]. Nazwa celowo nie na-
wigzuje do terminologii dotyczacej balonéw. W ten sposéb podkreslamy, ze
nasze rozwazania maja teoretyczny charakter i nie opierajg sie na zadnych
praktycznych doswiadczeniach.

Badanie deformacji biologicznego klastra sprowadza sie do badania bi-
furkacji z tamaniem symetrii w zbiorze rozwigzan radialnych réwnania réz-

niczkowo - funkcyjnego postaci:

r3(0) 4 2r(0)r2(0) — r2(0)r" () I
(72(6) + 2(8)77 s

r(0) =0,

1 2m
gdzie 7(6) jest funkcja klasy C? zmiennej § € [0,27], S = 5/ r2(6)d6,
0
a T, w, v sa parametrami rzeczywistymi o dodatnich warto$ciach. Powyz-
sze réwnanie dla kazdego multiparametru p = (7,w, v) posiada rozwiazanie

radialnie symetryczne okreslone wzorem

B ( vw >T1+1
=\ P ‘

Pokazemy, ze ze zbioru rozwiazan radialnie symetrycznych bifurkuja rozwia-
zania, ktére nie sa radialnie symetryczne. Udowodnimy, ze wystepowanie
bifurkacji z tamaniem symetrii zalezy tylko od parametru 7 oraz pierwsza
krytyczna wartos¢ T wynosi 3. Nastepnie pokazemy, ze bifurkacje maja cha-
rakter dokrytyczny.

Praca sktada sie z trzech rozdziatéw. Pierwszy z nich ma charakter wpro-
wadzajacy. Przypomniane sg w nim pojecia i fakty z zakresu analizy funk-
cjonalnej. Wprowadzone sg definicje, twierdzenia i przyktady, z ktérych ko-
rzystamy w kolejnych rozdziatach.

W rozdziale drugim opisaliSmy klasyczne zagadnienie bifurkacji w réw-
naniach nieliniowych z parametrem oraz przedstawiliémy podstawowe na-

rzedzie, z ktorego korzystamy, t.j. twierdzenie Crandalla - Rabinowitza. W
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dalszej czedci rozdziatu oméwione zostaly redukcja Lyapunova - Schmidta
oraz metoda funkcji kluczowej Sapronova, ktére stosujemy do okreslenia
typu bifurkacji.

Rozdzial trzeci stanowi zasadnicza cze$¢ pracy doktorskiej i sktada sie z
czterech podrozdzialéw. W Podrozdziale 3.1 przedstawiamy matematyczny
model biologicznego klastra, formutujemy problem bifurkacji z tamaniem
symetrii oraz gléwne twierdzenie pracy (Twierdzenie 3.2). W Podrozdziale
3.2 sprowadzamy zagadnienie bifurkacji z lamaniem symetrii ze zbioru roz-
wigzan radialnie symetrycznych réwnania rézniczkowo - funkcyjnego opi-
sujacego formy réwnowagi biologicznego klastra do klasycznego problemu
bifurkacji ze zbioru rozwiagzan trywialnych pewnego réwnania nieliniowego
F (0, 1) = 0 w odpowiednich przestrzeniach Banacha (Twierdzenie 3.3). Po-
kazujemy wybrane wtasnosci odwzorowania F (Lematy 3.4, 3.5 oraz 3.6), po-
trzebne do skorzystania z twierdzenia Crandalla - Rabinowitza. W Podroz-
dziale 3.3 badamy zachowanie rozwiazan radialnie niesymetrycznych. Wy-
kazujemy, ze mamy do czynienia ze zjawiskiem bifurkacji dokrytycznych i
krzywa rozwigzan radialnie niesymetrycznych mozemy sparametryzowaé pa-
rametrem bifurkacji 7. Natomiast w Podrozdziale 3.4 zostaly przedstawione
z wykorzystaniem programu Mathematica wizualizacje tego, jak w punktach
krytycznych moze zachowaé sie brzeg biologicznego klastra.

Ostatni rozdziat pracy doktorskiej powstal w oparciu o dwa artykuty
[16] i [17], ktérych wspoélautorem jest moja pani promotor: dr hab. Joanna
Janczewska. Poza fragmentem z pracy [17], ktérego nie ujelam w rozprawie,
dotyczacym badania stabilnosci punktow bifurkacji w zagadnieniu biologicz-
nego klastra, przeprowadzitam obliczenia we wszystkich dowodach w obu
artykutach stosujac sie do wskazéwek i cennych uwag pani promotor.

W moim dorobku publikacyjnym znajduje sie réwniez praca [22]. Udo-
wodnitam w niej twierdzenie o istnieniu bifurkacji Zs-symetrycznych ze
zbioru rozwiazan trywialnych rownan czastkowych typu von Kérméana dla
kotowej plyty Sciskanej koncentrycznie.

Zainteresowanie badaniem bifurkacji z tamaniem symetrii w zagadnie-
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niach z wolnym brzegiem wzrosto z licznymi pracami A. Friedmana do-
tyczacymi tej problematyki [13, 14, 15]. Szczegdlng uwage poswiecilidémy
wspdlnej pracy A. Friedmana z A. Borisovichem [7], w ktérej autorzy sto-
suja twierdzenie Crandalla - Rabinowitza. Nasza ciekawosé¢ wzbudzity tez
prace J. Eschera [11] z M. Ehrnstrémem i B.-V. Matioc oraz [12] z A.-V.
Matioc, gdzie twierdzenie Crandalla - Rabinowitza zastosowano do badania

bifurkacji w zagadnieniach z medycyny i mechaniki ptynéw.
* %k

Pragne serdecznie podziekowaé mojej pani promotor prof. Joannie Jan-
czewskiej za opieke merytoryczna, za cenne uwagi i sugestie, za zaangazo-
wanie i wielkg cierpliwoéé, dzieki ktérym mozliwe byto napisanie tej pracy.

Dziekuje dyrekcji CNMiKnO Politechniki Gdanskiej za wsparcie roz-
woju naukowego. Szczegdlne podzickowania kieruje na rece pani dr Anity
Dabrowicz-Tlatki, ktéra do konica mnie dopingowala i nigdy nie zwatpita,
ze ta praca doktorska powstanie.

Na koniec chce podziekowaé¢ mojemu mezowi Samborowi za cierpliwosé

1 wsparcie.
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Wykaz oznaczen

Zbiory
zeX

ACB
AXx B
(a,b)
[a,b]
Br(zo)
Br(zo)

Sgr(zo)
Rs(Ao)

[aij]

x jest elementem X

A zawiera sie w B

iloczyn kartezjanski zbioréw A i B

przedzial otwarty o konicach a i b

przedzial domkniety o koncach a i b

kula w przestrzeni X o srodku w punkcie xq i promieniu R > 0
kula domknieta w przestrzeni X o srodku w punkcie xg

i promieniu R > 0

sfera w przestrzeni X o promieniu R > 0 i srodku w punkcie xg
(Mo — 0, A0 + 9)

macierz wymiaru m X n

Zbiory liczbowe

N zbiér liczb naturalnych

R 2zbiér liczb rzeczywistych

R, zbiér liczb rzeczywistych dodatnich

Przestrzenie
(X,4+,) przestrzen liniowa X z dzialaniami + i -
(X,]|-]) przestrzen unormowana X z norma || - ||
(X,0) przestrzen metryczna X z metryka o
dim X wymiar przestrzeni liniowej X
codimX  kowymiar przestrzeni liniowej X

(X7 <'7 >)

przestrzen X z iloczynem skalarnym
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X = X1 ® Xy suma prosta podprzestrzeni X; i Xo

ker F’ jadro odwzorowania F
imF obraz odwzorowania F'
Xs(xo) kula otwarta w przestrzeni Banacha X o srodku

w punkcie xg i promieniu §

Przestrzenie funkcyjne

Cla, b przestrzen funkcji cigglych na odcinku [a, 0],

z norma ||z(|¢jap = C1er<11:;cxé<b|x(t)|, zobacz str. 15

LP(a,b) przestrzen funkcji catkowalnych z p-ta potega na przedziale
b 1
(a,b) z norma ||z zp(ap) = (/ |z (t) ]pdt>p, zobacz str. 15
a

C™(2m) przestrzen funkcji klasy C™, 2m-okresowych,

m

z normg ||z cm (or) = max |z¥)(t)], zobacz str. 15
=0 te[0,27]

Cc(2m) przestrzen funkcji parzystych klasy C™, 2w-okresowych,
m

z normg ||z cm(ar) = max |z*)(t)|, zobacz str. 16
o te[0,27]
L?(27) przestrzen funkcji 2m-okresowych, catkowalnych z druga potega

na odcinku [0, 2], z norma ||z 1224y = (/027r ‘x(t)ﬁdt)%,
zobacz str. 16
L(X,Y) przestrzen odwzorowan liniowych i cigglych z przestrzeni
Banacha X w przestrzen Banacha Y,
z normy || F||p(xy) = maxj,|y<1 [[F2|ly
GL(X,Y) zbidr izomorfizméw w L(X,Y")
(X,Y) zbiér odwzorowan liniowych typu Fredholma w L(X,Y")
®,(X,Y)  zbiér odwzorowan Fredholma indeksu ¢ w L(X,Y)

Operatory, odwzorowania i funkcje

| - | modul w R"”

|- |lx mnormaw X

0 metryka

(-,-)  iloczyn skalarny

fog superpozycja (zlozenie) odwzorowan f i g

10


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

F: XxR—-=R
Iy
D(E,N)

wartos$¢ odwzorowania liniowego F' w punkcie x
pochodna Frécheta odwzorowania F' w punkcie x
pochodna Frécheta odwzorowania F' w punkcie (xg, Ag)
wzgledem zmiennej x,
pochodna w sensie Gateaux odwzorowania F' w punkcie g
pochodna w sensie Gateaux odwzorowania F' w punkcie
(2o, \o) wzgledem zmiennej x

(0, Ao) (R, 1)
pochodna odwzorowania F' w punkcie X w kierunku
wektora h
funkcjonal energii,
trywialna rodzina (galaz) rozwiazan réwnania typu
F(xz,\) =0, zobacz str. 31

funkcja kluczowa, zobacz str. 35

Parametry i stale

a,B >0 wspolczynniki elastycznoéci, zobacz str. 42

n,v >0 parametry fizyczne, zobacz str. 42

ind(F)  indeks Fredholma odwzorowania F

11
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Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

W ponizszym rozdziale systematyzujemy podstawowe wiadomosci o prze-
strzeniach metrycznych, unormowanych i unitarnych. Przypominamy stan-
dardowe definicje i wybrane twierdzenia oraz prezentujemy przykiady, z kté-
rych bedziemy korzystali w dalszej czesci pracy. Ustalamy notacje i termi-

nologie.

1.1 Przestrzenie metryczne i unormowane

Definicja 1.1 ([26]). Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Niech
beda okreslone dwa dziatania: dodawanie + : X x X — X i mnozenie przez
liczbe - : R x X — X, spelniajace nastepujace warunki. Przy dowolnych
z,y,2 € X, a,beR:

l.z24+y=y+=z,
2. x4+ (y+2)=(z+y) + 2,
3. istnieje element zerowy 6 € X, taki ze dla kazdego x € X, 4+ 0 = x,

4. jesli 6 spelnia warunek 3, to dla kazdego x € X istnieje element prze-

ciwny —z € X taki, ze x + (—x) = 6,

5. a(r +y) = ax + ay,

12
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6. (a+b)z = ax + bz,
7. a(bx) = (ab)z,
8. 1-z==z.

Zbiér X z dziataniami + i - nazywamy rzeczywista przestrzenig liniows lub
przestrzenig liniowa nad cialem liczb rzeczywistych R i oznaczamy (X, +, ).
Poniewaz w pracy bedziemy rozwazac tylko rzeczywiste przestrzenie liniowe,
wiec bedziemy pisali krétko: (X, +,-) jest przestrzenia liniowa.

Jezeli (X, +,-) jest przestrzenia liniowa, to niepusty podzbiér Xy C X
nazywamy jej podprzestrzenig liniowg wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych z,y € Xpia € Rmamy z+y € Xg oraz a-x € Xj.

Elementy x1,z2,...,x, przestrzeni liniowej (X, +,-) nazywamy liniowo
niezaleznymi, gdy warunki ayxy + asxs + ... + apxy, = 0, a1, a9, ...,a, € R,
pociagaja za soba a3 = az = ... = a, = 0. Najwieksza liczbe catkowita
nieujemna n o tej wlasnosci, ze istnieje n elementéw liniowo niezaleznych
w (X, +, ), nazywamy wymiarem przestrzeni (X, +,-) 1 oznaczamy dim X.
Jezeli taka liczba n istnieje, to przestrzen nazywamy skoriczenie wymiarowg.
Jezeli nie istnieje, to przestrzen nazywamy nieskoriczenie wymiarowg i zapi-
sujemy dim X = oo. Jedli dim X = n, to kazdy zbiér n liniowo niezaleznych
elementéw przestrzeni X nazywamy bazq przestrzeni liniowej (X, +,-).

Przypomnimy definicje przestrzeni metrycznej i unormowanej oraz pod-

stawowe pojecia z nimi zwiazane.

Definicja 1.2 ([26]). Niech X bedzie zbiorem niepustym i niech g bedzie
funkcjg okreslona w X x X o wartosciach nieujemnych, spetniajaca naste-

pujace warunki:
1. o(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = v,
2. o(x,y) = o(y,x) dla kazdych =,y € X,
3. o(z,2) < o(x,y) + o(y, 2) dla kazdych x,y,z € X.

Funkcje ¢ nazywamy odlegloscia lub metryka w X, a pare (X, o) nazywamy

przestrzenia metryczna.

13
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Definicja 1.3 ([4]). Ciag {z,}52; C X jest zbiezny do punktu zp € X w

przestrzeni (X, o), jezeli

va>0 Elk vn>k Q(‘TmmO) <e.

Definicja 1.4 ([4]). Ciag {z,}52; C X spelnia warunek Cauchy’ego w

przestrzeni (X, o), jezeli

vE>0 Elk vm,n>k Q(xmaxn) <e.

Przestrzen metryczna (X, o) jest przestrzenia zupelna wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy ciag {x,}52 jej elementéw spelniajacy warunek Cauchy’ego jest
zbiezny w tej przestrzeni do pewnego elementu zg € X.

Zbiér Br(xg) = {x € X : o(z,x0) < R} nazywamy kula w przestrzeni
(X, 0) o $rodku w punkcie xg € X i promieniu R > 0. Ponadto przez Br(zg)
oznaczamy kule domknigta, a przez Sgr(z¢) sfere o promieniu R > 0 i sSrodku

w punkcie xg, tzn.

BR(-Z'()) = {.Z' €X: Q(‘TaxO) < R}7
Sr(zo) = {z € X : o(z,z0) = R}.

Korzystajac z powyzszych definicji, zbiér A C X nazywamy zbiorem otwar-
tym w przestrzeni (X, o), gdy dla kazdego x¢ € A istnieje taka kula Bg(zo),
ze Br(zg) C A. Zbiér Z C X jest zbiorem ograniczonym w przestrzeni
(X, 0), jezeli istnieje R > 0 takie, ze Z C Bgr(0).

Moéwimy, ze zbior Z C X jest zbiorem zwartym w przestrzeni (X, o), je-
zeli z kazdego ciagu {z, }72; C Z mozemy wybraé¢ podciag {z,, } 3 zbiezny

do pewnego elementu xg € Z.

Definicja 1.5 ([26]). Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa. Funk-
cje ¢ — ||z|| odwzorowujaca zbiér X w zbidr liczb nieujemnych nazywamy

norma, gdy spelnia ona dla dowolnych z,y € X i dowolnego a € R warunki:
1. ||z|| = 0 pociaga = = 0,
2. [lz +yll < llzll + llyll;

14
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3. [laz] = fal - [l

Przestrzen liniowa X wraz z okreslona w niej norma || - ||, czyli pare
(X, - ), nazywamy przestrzenig unormowang. Kazda przestrzen unormo-

wana (X, || - ||) jest przestrzenia metryczna ze wzgledu na metryke

o(z,y) = |lz —yl. (1.1)

Aksjomaty metryki dla (1.1) wynikaja bezposrednio z definicji normy.
Poniewaz przestrzen unormowana jest przestrzenia metryczng, wiec stosuja

sie do niej pojecia znane z teorii przestrzeni metrycznych.

1.2 Przestrzenie Banacha

Definicja 1.6 ([26]). Przestrzen unormowang zupelna (X, | - ||) nazywamy

przestrzenia Banacha.
Podamy teraz kilka znanych przykladéw przestrzeni Banacha ([4], [26]).

Przyktad 1.1. Zbiér Cla,b] wszystkich funkcji ciaglych okre$lonych na

przedziale [a, b] z norma

l#llcfas) = mas [(t)

jest przestrzenia Banacha.

Przyktad 1.2. Przestrzen LP(a,b) funkcji catkowalnych z p-ta potega (p >

1) na przedziale (a,b) z norma

b 1
P
Il = (| le(olar)

jest przestrzenig Banacha.

Przyktad 1.3. Niech C™(27) oznacza zbiér funkcji klasy C™ (m € NU{0}),

2m-okresowych z normag

lzllcm 2y = max [2")(t)], (1.2)
kzote[o,zn]

gdzie 2 dla k = 1,2, ...,m jest k-ta pochodna funkeji z oraz z(¥) = 2. Tak

okreslona przestrzen C"(2m) z norma (1.2) jest przestrzenia Banacha.
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Dowdd. Zaltézmy, ze ciag {x,}52; C C™(27) spelnia warunek Cauchy’ego,

m

Ves0 3N Yooy . max [z (1) — 2P (t)] < e.
=0 t€[0,2m]

W szczegdlnosci,
Ves0 3N Vpn>N Viep2n) [Tn(t) — 2p(t)] <&,

wiec ciag funkcji {x, }52; jest jednostajnie zbiezny. Oznaczmy jego granice
z(t) = nlLH;O xn(t). Ponadto, x jest funkcja ciagla jako granica jednostaj-
nie zbieznego ciagu funkeji ciaglych oraz 2m-okresowa, gdyz x(t + 27) =
nangoxn(t +2m) = nh_}n@loxn(t) = z(t). To samo mozemy pokazaé dla ciagu po-
chodnych {azgﬂ)};":l rzedu k = 1,2,...,m. Zatem ciag {x,}72 jest zbiezny
do funkcji x w C™(2m). O

Przyklad 1.4. Niech
Cl'(2m) :={x € C™(2m) : z(t) = z(—t) dla t € R}

bedzie podprzestrzenia funkcji parzystych z norma okre$lona wzorem (1.2).

Tak okreslona przestrzen jest réwniez przestrzenia Banacha.

Przykltad 1.5. Przestrzen L?(27) funkcji 27-okresowych, catkowalnych z
druga potega na odcinku [0, 27] z norma

2 1
x o) = z(t))?dt)” 1.3
lelzeam = ([ la)2de) (1.3)
jest przestrzenia Banacha.

Przestrzen Banacha X jest przestrzenia liniowa, unormowana oraz zu-
pelna. Dodatkowo okre$lmy odwzorowanie, nazywane iloczynem skalarnym,
ktére parze x,y € X przyporzadkowuje liczbe rzeczywista (x,y), spelniajace

nastepujace warunki:
e (x,x) > 0oraz (x,z) =0 z =0,

o (z,y) = (y,z) dla kazdego z,y € X,
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o (ax,y) = alx,y) dla kazdego z,y € X i a € R,
e (x+vy,z)=(x,2)+ (y,2) dla kazdego z,y,z € X.

Definicja 1.7 ([4], [26]). Przestrzen Banacha (X, ||-||) nazywamy przestrze-

nig Hilberta, jezeli norma jest indukowana przez iloczyn skalarny, tzn.:

]l =/ (2, ),

gdzie (-,-) : X x X — R iloczyn skalarny.

Przyktad 1.6. Przestrzeh L?(a,b) z iloczynem skalarnym

b
(x,y) = /a z(t)y(t)dt dla z,y € L?(a,b)

jest przestrzenig Hilberta, a norma indukowana przez ten iloczyn pokrywa

sie z normg wprowadzong w Przyktadzie 1.2 dla p = 2.

Przyklad 1.7. Przestrzen L?(27) opisana w Przykladzie 1.5 jest réwniez
przestrzenia Hilberta. Iloczyn skalarny elementéw x,y € L%(27) dany wzo-

<x,y> = /0% x(t)y(t)dt. (1.4)

generuje norme (1.3).

Uwaga 1.8. Z Definicji 1.7 wynika, ze kazda przestrzen Hilberta jest prze-

strzenia Banacha. Stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Definicja 1.8 ([4]). Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana.
Moéwimy, ze (Xo, || - |lo) jest podprzestrzenia unormowana przestrzeni
(X, - 1), jezeli Xo C X jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni X oraz

|lzllo = ||z|| dla kazdego = € Xj.

Natomiast, przestrzen unormowana (Xo, || - ||o) nazywamy podprzestrze-
nia zanurzona w (X, || - ||), jezeli Xo C X jest podprzestrzenig liniowa prze-
strzeni X oraz istnieje stala C' > 0 taka, ze ||z|| < C - ||z|o dla kazdego
z € Xp.

Przyktad 1.9. Przestrzen C™(27) jest podprzestrzenia zanurzona w prze-

strzeni Hilberta L%(2m).
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Dowéd. Latwo sprawdzié¢, ze C™(27) jest podprzestrzenia liniowa L?(27).

Ponadto, dla kazdego = € C"(27),

=

2] 2 (o) = (/027r|$(t)|2dt)% < [/OQW( max [a(s)))%dt] " =

s€[0,2m]
9 2m %
= [(max |a(s))?- [ dt]” < V2] cman).
s€[0,27] 0
Otrzymujemy
[l z2(27) < V27[[2|lcm (2),
zatem C™(2r) jest podprzestrzenia zanurzona w L?(27). O

Na koniec tego podrozdzialu podamy definicje sumy prostej.

Definicja 1.9 ([4], [23]). Niech X, X» beda (domknietymi) podprzestrze-
niami przestrzeni unormowanej X. Méwimy, ze X jest (topologiczna) suma
prosta podprzestrzeni X; i Xo, co zapisujemy X = X1 & Xo, jezeli dla kaz-
dego z € X istnieja dokladnie jeden x; € X; i doktadnie jeden z2 € X3

takie, ze x = x1 + 9.

Podprzestrzenie X; i Xy nazywane sa podprzestrzeniami komplementar-
nymi. Podprzestrzen Xo nazywamy dopelnieniem algebraicznym przestrzeni
X;. Jezeli dim Xy < 00, to kazde inne dopelnienie algebraiczne przestrzeni
X1 tez ma ten sam skonczony wymiar. Wymiar przestrzeni X, nazywamy

kowymiarem przestrzeni X i oznaczamy
codim X7 := dim X5.
W przypadku, gdy X jest przestrzenia Hilberta, to dla kazdej jej domkniete;j
podprzestrzeni X istnieje domkniete dopelnienie algebraiczne Xs.
1.3 Operatory i funkcjonaly liniowe ciggte

Definicja 1.10 ([26]). Niech X, Y beda przestrzeniami liniowymi nad cia-
tem liczb rzeczywistych R. Odwzorowanie F' : X — Y nazywamy operatorem

liniowym, gdy
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° F(ﬂj‘l + $2) = F($1) + F($2)7
o F(ax) = aF(x)

dla dowolnych x, =1, 20 € X ia € R. Jezeli Y = R, to F : X — R

nazywamy funkcjonatem liniowym.

Niech F': X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym. Zamiast pisa¢ F(z)

czesto bedziemy pisali F'z. Zbior
ker F':={z € X : Fox =0}
nazywamy jadrem odwzorowania F', a zbior
imF :={Fzx:z € X}

nazywamy obrazem odwzorowania F'.
Whprost z Definicji 1.10 wynika, ze ker F' C X i imF C Y sa podprzestrze-

niami liniowymi odpowiednio w X i Y.

Definicja 1.11 ([26]). Niech (X,| - ||x) i (Y| - |ly) beda przestrzeniami
unormowanymi. Méwimy, ze odwzorowanie F': X — Y jest ciggle w punkcie

xo € X, jezeli
Ves03ss0Vaex |2 — 2ol x <6 = [[F(x) — F(zo)|y <e.

Odwzorowanie F': X — Y jest ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagle w

kazdym punkcie zbioru X.

Definicja 1.12 ([4]). Niech (X, - |lx) i (Y,] - |lv) bede przestrzeniami
unormowanymi. Mowimy, ze F : X — Y jest ograniczone, jezeli zbiory

ograniczone w X przeprowadza na zbiory ograniczone w Y.
W klasie odwzorowan liniowych warunek ten jest rownowazny z
Inr>oVeex [|Fally < M.

Twierdzenie 1.10 (Tw. Banacha, [26]). Operator liniowy F : X — Y,
gdzie X @Y sq przestrzeniami unormowanymi, jest ciggly wtedy i tylko

wtedy, gdy jest ograniczony.
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Niech (X, -||x) 1 (Y,|l-|ly) beda przestrzeniami unormowanymi.
Zbiér wszystkich odwzorowan liniowych i ciaggtych z X w Y oznaczaé be-
dziemy symbolem L(X,Y). Zbiér ten wraz z norma

F = max ||Fx
1P llecy) = max [|Faly

jest przestrzenia unormowana.

Twierdzenie 1.11 ([26]). Zbior L(X,Y') z normq || - || (x,y) jest przestrze-
nig Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy (Y, |- ||ly) jest przestrzeniq Banacha.

Definicja 1.13 ([4]). Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Odwzo-
rowanie F' : X — Y nazywamy zwartym, gdy zbiory ograniczone w X

przeprowadza na zbiory relatywnie (warunkowo) zwarte w Y.

Inaczej méwiac dla kazdego ciagu ograniczonego {z,}72; w X z ciagu

{F(zy)}>2, mozna wybra¢ podciag zbiezny w Y.

Definicja 1.14 ([4]). Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha.
Odwzorowanie F' : X — Y nazywamy pelnociagltym, jezeli jest ono jedno-

cze$nie odwzorowaniem cigglym i zwartym.

Stwierdzenie 1.12 ([4]). Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. W
klasie odwzorowan liniowych z X w Y, pojecie zwartosci jest réwnowazne

pojeciu pelnociaglosci.

Powyzsze stwierdzenie wynika z faktu, ze jezeli odwzorowanie zwarte F' :
X — Y jest réwniez odwzorowaniem liniowym, to jest odwzorowaniem ogra-
niczonym. Zatem na mocy Twierdzenia 1.10, F' : X — Y jest odwzorowa-
niem ciggltym.

Do wykazania pelnocigglosdci niektérych odwzorowan przydatne bede na-

stepujace wtasnosci:

(i) Kombinacja liniowa odwzorowan pelnociaglych jest odwzorowaniem
pelnociagltym, tzn. wszystkie odwzorowania pelnociagte tworza pod-

przestrzen liniowa przestrzeni Banacha L(X,Y).
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(ii) Jezeli odwzorowanie A jest pelnociagle oraz B jest ciagle i jesli wyko-

nalne sg zlozenia Ao B i B o A, to oba sg pelnociagte.

Definicja 1.15 ([4]). Zbiér Z C Cfa,b] nazywamy zbiorem funkcji wspdlnie

ograniczonych, jezeli istnieje liczba K > 0 taka, ze
Vhez v1te[a,b] |h(t)| < K.

Definicja 1.16 ([4]). Zbiér Z C C|a,b] nazywamy zbiorem funkcji jedna-
kowo ciagtych, jezeli

Vex0 3550 Yhez Yegeay |t — ) < 0 = |h(t) — h(t)| < e.

Lemat 1.13 (Lemat Arzeli-Ascoli, [4]). Zbiér Z C Cla,b] jest warunkowo
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem funkcji jednakowo ciaglych i

wspOlnie ograniczonych.

Na koniec wyjasnijmy, ze symbolem | .| oznaczamy modul w R, t.j.

n 1

|z| = (Z x?)E, gdzie x = (x1, ..., Tp).

i=1

Oczywiscie dla n = 1 mamy zwykla warto$¢ bezwzgledna.

1.4 Rachunek rézniczkowy w przestrzeniach Ba-

nacha

Poniewaz rachunek rézniczkowy bedzie podstawowym narzedziem w ba-
daniu bifurkacji, dlatego przypomnimy teraz pojecie pochodnej w sensie
Frécheta i Gateaux. Omoéwimy réowniez podstawowe wlasnosci tych pochod-
nych.

Definicja pochodnej w sensie Frécheta jest naturalnym uogdlnieniem na
przestrzenie Banacha pojecia pochodnej funkcji zmiennej rzeczywiste;j.

Niech (X, |- ||x), (Y, |ly) beda przestrzeniami Banacha oraz U bedzie

otwartym podzbiorem X. Rozwazamy odwzorowanie F': U — Y.
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Definicja 1.17 ([1]). Méwimy, ze F' : U — Y jest rézniczkowalne w sensie
Frécheta w punkcie z¢ € U, jezeli istnieje odwzorowanie A € L(X,Y") takie,

ze zachodzi warunek:
Ves03550Vhex 0 < [[h|lx <0 = [|[F(zo + h) — F(x0) — Ahlly <e-[h]x.

Odwzorowanie A jest wyznaczone jednoznacznie. Nazywamy je pochodna

Frécheta odwzorowania F' w punkcie xg i oznaczamy F’(zg) := A.

Uwaga 1.14. Odwzorowanie A € L(X,Y) nazywamy pochodna Frécheta
przeksztalcenia F' w punkcie xg, jezeli istnieje granica

. | F'(xo + h) — F(x0) — Ah|ly
||| x—0 1Al x

=0.
Jest to rownowazny warunek z Definicja 1.17.

Stwierdzenie 1.15 ([1]). Jezeli F' : U — Y jest przeksztalceniem réz-
niczkowalnym w sensie Frécheta w punkcie xg, to F' jest przeksztalceniem

ciaglym w tym punkcie.

Jezeli F': U — Y jest rézniczkowalne w sensie Frécheta dla kazdego xg € U,
to moéwimy, ze F' jest rézniczkowalne w sensie Frécheta.
Od teraz, uzywajac pojecia rézniczkowalnosci bedziemy odnosié si¢ do po-

jecia rézniczkowalnosci w sensie Frécheta.

Definicja 1.18 ([1]). Niech F': U — Y bedzie rézniczkowalne. Odwzorowa-
nie F' : U — L(X,Y), g — F'(x¢) nazywamy pochodna w sensie Frécheta
odwzorowania F. Jezeli F” jest ciaglym odwzorowaniem z U w L(X,Y), to

moéwimy, ze F jest klasy C! i piszemy F € C1(U,Y).
Wprowadzimy teraz definicje pochodnej w sensie Gateaux.

Definicja 1.19 ([1]). Niech F' : U — Y oraz zp € U. Méwimy, ze odwzo-
rowanie F' jest rozniczkowalne w sensie Gateaux w punkcie xg, jesli istnieje
odwzorowanie A € L(X,Y) takie, ze dla kazdego h € X zachodzi

lim F(xzo +th) — F(zo)
t—0 t

= Ah.
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Odwzorowanie liniowe i ciagle A : X — Y jest wyznaczone jednoznacznie
i nazywamy je pochodng w sensie Gateaux odwzorowania F' w punkcie xg
oraz oznaczamy F((xg) := A.

Jezeli odwzorowanie F' : U — Y jest odwzorowaniem rézniczkowalnym
w sensie Frécheta w punkcie xg, to F jest rowniez rozniczkowalne w sensie
Gateaux w tym punkcie. Jednakze, rézniczkowalnosé¢ w sensie Gateaux w
punkcie zg nie implikuje ciggtoéci odwzorowania F' w tym punkcie. Roz-

wazmy na przykltad odwzorowanie F : R? — R dane wzorem

82 2
(jrgg) . dla t#0,
0, dla ¢t=0.

F(s,t) =

Wezmy g = (0,0) oraz dowolny h = (hy, ha) € R%2. Wtedy F(0,0) = 0 oraz

F(xo + eh) = F(ehy, chy) = __e*hih3

gdy hg # 0 oraz F(xg + ch) = 0, gdy he = 0. Dla odwzorowania F istnieje

pochodna Gateaux F(,(0,0) = 0, poniewaz

ehih3

——F—>55 =0, dla hy #0
(€2h%+h%)2 I a 2#7

lin%
— €_>
limF(Ehl,Ehg) F(0,0) _
e—0 e

07 dla h2 =0

dla kazdego h = (hy, hy) € R2.

Rozpatrzmy teraz dwa ciagi =, = (%, 2) oraz &, = (2, 2

-5 mz)- Latwo poka-

zaé, ze lim F(x,) =01 lim F(Z,) = -. Zatem odwzorowanie F' w punkcie
n—00 n—00 4

(0,0) nie jest jednak odwzorowaniem ciaglym.

Jezeli F': U — Y jest rézniczkowalne w sensie Gateaux w kazdym punk-
cie xg € U, to méwimy, ze F jest rézniczkowalne w sensie Gateaux. Wowczas
odwzorowanie Ff, : U — L(X,Y), zg — F(,(z0) nazywamy pochodna w sen-
sie Gateaux odwzorowania F'.

Podamy teraz twierdzenie, ktére ustala zalezno$é miedzy pochodng w

sensie Frécheta i pochodna w sensie Gateaux.
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Twierdzenie 1.16 ([1]). Niech F : U — Y bedzie odwzorowaniem réznicz-
kowalnym w sensie Gdteaux i niech Ff, : U — L(X,Y) bedzie odwzorowa-
niem ciggltym w punkcie xo. Wtedy F' jest odwzorowaniem rézniczkowalnym

w sensie Frécheta w xo oraz F'(xg) = Fj(xo).

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze do wyznaczenia pochodnej w sensie
Frécheta odwzorowania F' wystarczy znalezé pochodna w sensie Gateaux

F(. i wykazaé, ze jest ona odwzorowaniem ciaglym.

Definicja 1.20 ([1]). Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha zanurzo-
nymi w przestrzeni Hilberta H. Niech U C X bedzie zbiorem otwartym i
FE : U — R bedzie rézniczkowalnym funkcjonatem. Gradientem wariacyjnym

funkcjonatu E nazywamy odwzorowanie F': U — Y takie, ze
E'(20)h = (F(x0), h)

dla kazdego h € X i xg € U.

1.5 Odwzorowania liniowe typu Fredholma

Definicja 1.21 ([4]). Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Odwzoro-
wanie liniowe i ciggte A : X — Y nazywamy odwzorowaniem Fredholma,
jezeli jego jadro ker A ma skonczony wymiar oraz jego obraz imA jest pod-

przestrzenia skonczonego kowymiaru w Y.

Uwaga 1.17. Jezeli A : X — Y jest odwzorowaniem Fredholma, to imA

jest podprzestrzenia domknieta w Y (imA = imA).
Ponadto, jezeli dimker A = n i codimimA = m, to liczbe
ind(A) =n—m
nazywamy indeksem Fredholma odwzorowania F'.
Oznaczamy przez ®(X,Y') zbiér wszystkich odwzorowan liniowych typu
Fredholma oraz ®;,(X,Y) = {4 € ®(X,Y) : ind(A) = i}.

Oto kilka przykladéw odwzorowan, ktore spetniaja warunki powyzszej

definicji.
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Przyktad 1.18. Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha.

Pot6zmy
GL(X,)Y):={Ae€ L(X,Y):ker A={0} A imA=Y}.

Odwzorowanie A € GL(X,Y') nazywamy izomorfizmem.
Jezeli A € GL(X,Y), to dimker A = 0 i codimimA = 0. Stad ind(A) =01

w rezultacie, A € ®¢(X,Y’). Wobec powyzszego prawdziwa jest inkluzja
GL(X,Y) C 99(X,Y).

W kolejnym przyktadzie skorzystamy z dwéch znanych twierdzen z al-

gebry liniowej.
Twierdzenie 1.19 ([28]). Zbidr rozwigzari ukladu jednorodnego

a11x1 + ... + a1pnTy = 0,
............... (L5)

11+ ... +apprn, = 0
o wspolczynnikach a;; € R tworzy w przestrzeni R™ podprzestrzer wymiaru

n—r, gdzie r oznacza rzqd macierzy A = [a;], 1 <i<m, 1 < j < n ukladu

(1.5).

Twierdzenie 1.20 ([28]). Niech V' bedzie dowolng n-wymiarowq przestrze-
nig lintowq nad R. Wtedy dla przeksztalcenia liniowego F' 2V do przestrzeni

lintowej W nad R zachodzi réwnosc:
n = dimker F' + dim imF.

Przyklad 1.21. Odwzorowanie liniowe F' : R” — R™ jest odwzorowaniem

Fredholma indeksu n — m.

Dowdd.  Niech odwzorowanie F' : R™ — R bedzie reprezentowane przez
macierz A = [a;;] dla 1 < i <m, 1 < j < n.Z Twierdzenia 1.19 otrzymu-
jemy

dimker FF =n —r, (1.6)
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gdzie r oznacza rzad macierzy A. Natomiast z Twierdzenia 1.20 i zalezno$ci
(1.6) mamy dimimF = r, czyli codimimF = m — r. Zatem F € ®(R",R™)

oraz ind(F) =n —m. O

Przyklad 1.22. Rozwazamy X = C1[0,1] i Y = C[0, 1] ze standardowymi

normami
= t "t = t)].
lzllcrio JLoax |z (t)| + Jfoax 2], Nzl JZnax |(t)|
Niech odwzorowanie A : X — Y bedzie dane wzorem:
Ax(t) = 2'(t). (1.7)

Z wlasnosci pochodnych wynika liniowo$¢é odwzorowania (1.7). Zauwazmy
réwniez, ze dla kazdego x € X,

/
= = <
A llopy = max |42(6)] = max a'(8)] < lallcafo

Stad odwzorowanie A jest ograniczone, czyli na mocy Twierdzenia 1.10 jest
ciagle. Ponadto, ker A = {x = C' : C' € R}, wiec dimker A = 1. Co wiecej, z
twierdzenia Leibniza wynika, ze dla kazdego y € C[0, 1] istnieje x € C1[0, 1]
dane wzorem

x@:AQ@@+a

takie, ze Ax(t) = y(t). Wobec czego imA = C|0, 1] i codimimA = 0. Oznacza
to, ze A € ¢1(X,Y).

Przyklad 1.23. Rozwazmy teraz odwzorowanie dane wzorem (1.7) z prze-
strzeni Banacha X = C1(27) w przestrzen Banacha Y = C(27) ze standar-
dowymi normami. Pokazemy, ze A € ®o(X,Y).

Liniowos¢ i ciagtos¢ A oraz wlasnos¢ dimker A = 1 argumentujemy ana-
logicznie jak w Przykladzie 1.22. Wyznaczmy imA.

Niech y € imA. Istnieje x € X takie, ze 2/(t) = y(t). Zatem

x@:AE@@+a
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Korzystajac z 2m-okresowoéci funkcji z, dla kazdego t € R mamy

x(t) = z(t+2m) = /0t+27r y(s)ds+ C = /Oty(s)ds +C+ /0% y(s)ds =

27
—a(t)+ [ y()ds,
0
co oznacza, zZe

imA ={ye C(2n): /027r y(s)ds = 0}.

Zauwazmy, ze przestrzen Y mozemy zapisaé¢ jako Y =Y @ Y, gdzie Y] =
imA oraz Yo = {y = C : C € R}. Poniewaz dim Y = 1, wiec codimimA = 1.
Zatem rzeczywiscie odwzorowanie (1.7) w tych przestrzeniach jest odwzoro-

waniem typu Fredholma indeksu 0.
Istotna jest nastepujaca uwaga.

Uwaga 1.24. Rozwazmy jeszcze raz odwzorowanie A dane wzorem (1.7)
oraz przestrzenie X = C'(27) i Y = C(27) ze standardowymi normami.
Przestrzenie X 1 Y mozemy zapisa¢ jako X = X7 @ Xy, gdzie X3 = {z =
C:CeR}iXy={xecCl2n): [{Ta(t)dt = 0} oraz ¥ = Y; @ Ya,
gdzie Y1 = imA i Yy = {y = C : C € R}. Wbwczas mozemy zauwazy¢, co

nastepuje.
o JeSli A: Xo =Y, to Ae ®_1(X,,Y),
e Jesli A: X — Yy, to A€ d(X, Y1),
o Jedli A: Xo — Yy, to A € GL(Xo, 7).

Przyklad 1.25. Rozwazmy X = C™2(27) oraz Y = C™(27) ze stan-
dardowymi normami (poréwnaj Przyklady 1.3 i 1.4). Niech odwzorowanie

A: X — Y bedzie dane wzorem
Ax(t) = 2" (t).

Pokazemy, ze A € ®o(X,Y).
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Dowédd. Z wtasnosci pochodnych drugiego rzedu wynika liniowo$é odwzo-
rowania A. Ponadto, dla kazdego x € X mamy

m m—+2

[Az]ly = [[«"ly = > max [«*2)(1)| = max [z (1)
o te[0,27] e t€[0,27]
m+2 *)
< max |z® @) = ||z x.
3 max |« 0)] = lelx

Wobec tego A jest odwzorowaniem ograniczonym. Z Twierdzenia 1.10 wy-
nika, ze A jest odwzorowaniem cigglym.
Fatwo widaé, ze

kerA={zx=C:C e€R}.

Zatem dimker A = 1.
Rozt6zmy Y na sume prosta Y = Y] @ Yo, gdzie

2
le{yEC:C’GR}iYgz{yGY:/ y(s)ds = 0}.
0

Wezmy y € Ys. Polézmy

Y(t) := /Oty(s)ds.

Z tw. Leibniza wiemy, ze Y jest klasy C™*! oraz Y/ = y. Dla t € R otrzy-

mujemy

V()= [ uehds =~ [ u-rar = [ yryir = -y (),

czyli Y jest funkcjg nieparzysta. Ponadto, dla t € R mamy tez

Y(t+2m) = /(]H%y(s)ds = /Oty(s)ds + /;Jrzﬂy(s)ds

t 2m t
= [wds+ [ ys)as = [y =v(o)
0 0 0
zatem Y jest funkcjg 2m-okresowa. Poniewaz Y jest 2m-okresowsg i nieparzy-
sta funkcja, wiec
2w

Y (r)dr = 0.
0

Przyjmijmy
2(t) = 2(0) + /Ot (/OT y(s)ds ) dr = w(0) + /Ot Y (r)dr.

28


http://mostwiedzy.pl

Pobrano z mostwiedzy.pl

A\ MOST

7Z tw. Leibniza wynika, ze x jest klasy C™%2 oraz 2" = y. Otrzymujemy

0) —l—/o_tY(T)dT — 2(0) — /OtY(—

t
0 +/ Y(w)dw = 2(t), tER,
0

czyli z jest funkcja parzysta. Co wiecej, dla t € R,

t42m t t42m
x(t +2m) = 2(0) + /0 ’ Y (7)dr = z(0) +/0 Y (r)dr + /t ’ Y (r)dr =

+/Y ydr + Y( +/Y

W konsekwencji, x € X oraz Ax = y.

Wobec powyzszego imA = Ys, czyli codimimA = dimY; =

ind(A)=1-1=0.

29

\_/

1. Stad
O


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Rozdziat 2

Bifurkacje w ro6wnaniach
nieliniowych z parametrem

w przestrzeniach Banacha

Teoria bifurkacji jest stosowana do badania sprezystych pretéw, plyt i
powlok w celu zredukowania wystepowania deformacji w elastycznych kon-
strukcjach. Matematyczne podejscie do zagadnien mechaniki ciatl sprezy-
stych sprowadza sie najczedciej do wyznaczenia zbioru rozwigzan nielinio-
wych réwnan funkcyjnych, ktory moze byé bardzo skomplikowany. Latwiej
jest wzia¢ znane rozwigzanie i probowaé ustali¢, kiedy wokot niego pojawiaja
sie inne.

W ogdlnosci, rozwazamy réwnanie postaci F(x,\) = 0 z parametrem
A w przestrzeniach Banacha, ktore posiada ustalone rozwigzanie dla kazdej
wartosci parametru. Interesujace jest pytanie, kiedy pojawia sie nowe roz-
wiazanie réwnania F(z,\) = 0 w zaleznodci od zmian parametru . Tak
postawionym problemem, méwigc w najprostszy sposob, zajmuje sie teoria

bifurkacji, ktéra dokladnie przedstawimy w ponizszym rozdziale.
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2.1 Klasyczne zagadnienie bifurkacji

Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha oraz F' : Xs5(0) x Rs(Ag) —
Y bedzie odwzorowaniem klasy C', gdzie Xs(0) i Rs()\g) oznaczaja kule
otwarte w przestrzeniach X i R, o srodkach w punktach 0 i g, o promieniu

6. Rozwazmy réwnanie postaci
F(z,)\) = 0. (2.1)
Zalézmy, ze F(0,\) = 0 dla kazdego parametru |A — A\g| < 0. Wtedy zbiér
To={(0,\) e X xR: A= Xo| <}

nazywamy trywialng rodzing (galezig) rozwiazan réwnania (2.1). Natomiast
punkt (z,\) € X;5(0) x Rs(Ao) taki, ze F(x,\) = 0 oraz z # 0 bedziemy
nazywali nietrywialnym rozwigzaniem réwnania (2.1).

XA

/ [ >\

Rysunek 2.1: Przykladowe diagramy w punktach bifurkacji ([1])

Definicja 2.1 ([4]). Punkt (0,9) € X x R jest punktem bifurkacji réw-
nania (2.1), jezeli istnieje ciag punktéw {(z,, \n)}02; C X x R taki, ze
nlingo(xn,/\n) = (0,A) w X xR, z,, # 0 oraz F(x,, \,) = 0 dla kazdego
n € N.

Inaczej, w réwnowazny sposéb mozemy powiedzieé, ze (0, Ag) jest punk-
tem bifurkacji réwnania (2.1), jezeli kazde otoczenie tego punktu zawiera

nietrywialne rozwiagzanie réwnania (2.1) (poréwnaj Rys. 2.1).
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Uwaga 2.1. Jezeli w punkcie (0, \g) istnieje nietrywialna galaZ rozwiagzan
L= {(z(t),\(t)) : |t| < e}, gdzie x(t), y(t) sa ciaglymi funkcjami zmiennej
rzeczywistej ¢t spelniajacymi warunek z(0) = 0, A(0) = Ao i z(t) # 0 dla
0 < |t| < &, wtedy méwimy, ze (0, Ag) jest punktem rozgalezienia réwnania

(2.1).
Przyklad 2.2. Rozwazmy réwnanie
2~ X =0, \€R, z€R, (2.2)

Zauwazmy, ze dla kazdego A € R rozwigzaniem tego rownania jest x = 0.
Wobec tego I'yp = {(0,A) € R x R: A € R} jest trywialng galezia rozwiazan
tego réwnania. Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze dla A < 0 jest to jedyne rozwia-
zanie réwnania (2.2). Jezeli A > 0, to réwnanie posiada nietrywialna galaz
rozwiazan I' = {(z,\) € RxR : 22 = \}, ktéra przecina si¢ z I'g w doktadnie
jednym punkcie (0,0). Zatem punkt (0,0) jest punktem bifurkacji réwnania
(2.2). Graficznie punkt (0,0) jest punktem rozgalezienia w ksztalcie widelca

(poréwnaj Rys. 2.2).

Rysunek 2.2: Bifurkacja w ksztalcie widelca

Przy wprowadzonych zatozeniach na odwzorowanie F', z twierdzenia o
funkcji uwiktanej wynika nastepujacy warunek konieczny na to, aby (0, \g) €

X X R byl puktem bifurkacji réwnania (2.1).
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Stwierdzenie 2.3 ([4]). Jezeli punkt (0, \g) € X xR jest punktem bifurkacji

réwnania (2.1), to F.(0,)\g) : X — Y nie jest izomorfizmem.

Zalézymy dodatkowo, ze F.(0,)) : X — Y jest odwzorowaniem
Fredholma o indeksie 0. Wéwczas FL(0, Ag) jest izomorfizmem wtedy i tylko
wtedy, gdy dimker F.(0, \g) = 0. Korzystajac z tej wlasno$ci mozemy sfor-

mulowaé nastepujacy warunek konieczny bifurkacji.

Stwierdzenie 2.4 ([4]). Jezeli (0,)\p) € X x R jest punktem bifurkacji
réwnania (2.1) oraz FL(0,)9) : X — Y jest odwzorowaniem Fredholma

indeksu 0, to dimker F.(0, \g) # 0.

2.2 Metody wyznaczania i badanie bifurkacji w za-

gadnieniach o naturze wariacyjnej

Stwierdzenie 2.3 oraz Stwierdzenie 2.4 stanowia tylko warunki konieczne
na istnienie bifurkacji. W celu dokladnego zbadania problemu zastosujemy
twierdzenie Crandalla-Rabinowitza oraz redukcje skonczenie wymiarowsa typu
Lyapunova-Schmidta. Zastosowanie tych narzedzi znacznie uproéci skompli-
kowane obliczenia w zagadnieniach z teorii elastycznosci, poniewaz zredu-
kuje je gléwnie do ustalenia, ze operator F' jest odwzorowaniem Fredholma o
odpowiednim indeksie oraz, ze jest gradientem wariacyjnym pewnego funk-
cjonalu E. Twierdzenie Crandalla-Rabinowitza, podane ponizej, jest jednym
z wariantow tego twierdzenia stosowanym przy zalozeniu wariacyjnosci ba-

danego zagadnienia.

Twierdzenie 2.5 (Tw.Crandalla-Rabinowitza, [20], [3], [4]). Niech H bedzie
przestrzeniqg Hilberta z iloczynem skalarnym (.,.)g. Zaléimy, ze X, Y sq
przestrzeniami Banacha zanurzonymi w przestrzens Hilberta H. Zalézimy
ponadto,ze operator F : Xs(0) x Rs(Ng) — Y klasy C" oraz funkcjonal E :
X5(0) x Rs(Ag) — R klasy C™*! dla r > 2 spelniajq nastepujgce warunki:

1. F(0,)) =0 dla X € Rs(\o),
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2. dimker F.(0,\g) =1, FL(0,X)e =0, (e,e)yg =1,
3. codimimF. (0, ) =1,
4. EL(x,\)h = (F(z,\),h)g dla (x,\) € X5(0) x Rs(X\g) oraz dla h € X,

5. E//l

T

(0, Ag)ee # 0.
Wtedy (0, \g) jest punktem bifurkacji réwnania
F(z,A\) =0 (2.3)

oraz w malym otoczeniu tego punktu zbidr rozwigzarn réwnania (2.3) jest
sumg galezi trywialnej Ty = {(0,A) : X € Rs(Ng)} oraz krzywej T klasy
C" 2, przecinajgcych sig tylko w (0, o). Ponadto, jesli v > 3,to krzywa T’

moze bycé sparametryzowana zmienng |t| < & w nastepujgcy sposdb:
I'={(z(t), A(t)) : t € Re(0)},
gdzie x(0) = 0, X\(0) = X\ oraz 2'(0) = e.

Powyzsze twierdzenie jest pierwszym krokiem w ogélnym schemacie ba-
dania bifurkacji w zagadnieniach o charakterze wariacyjnym. Dostarcza nam
warunek wystarczajacy istnienia bifurkacji w punkcie (0, Ag), ale nie daje in-
formacji o kierunku krzywej I' w otoczeniu punktu bifurkacji oraz jej asymp-
totycznym zachowaniu w zaleznosci od parametru A. W tym celu zastosu-
jemy redukcje skonczenie-wymiarowa typu Lyapunova-Schmidta i metode
funkcji kluczowej wedtug Sapronova.

Przyjmijmy, w ogdlnoéci, ze przestrzenie H, X i Y sg okreélone zgodnie
z zalozeniami przyjetymi w Twierdzeniu 2.5 oraz odwzorowanie
F : X5(0) x Rs(Ng) — Y i funkcjonal E : Xs5(0) x R5(Ag) — R spelniaja

réwniez zalozenia tego twierdzenia. Rozwazmy réwnanie postaci
F(ﬂj‘, )‘) + (5 - (337 e)H)e =0, (24)

gdzie e jest generatorem podprzestrzeni ker F.(0, \g) spelniajacym warunek

(e,e)m = 1 oraz x € X5(0), X\ € Rs(\o) i & € R. Z twierdzenia o funkeji
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uwiklanej istnieja zbiory otwarte S C R x Rs5(A\g) i U C X5(0) oraz odwzo-
rowanie klasy C", & : S — U takie, ze zbiér rozwiazan réwnania (2.4) w
otoczeniu punktu (0,0, \g) € X;5(0) x R x Rs(Ag) jest wykresem odwzoro-
wania Z 1 Z(0, A\g) = 0.

Niech ¢ : S - R i ®: S5 — R okreslone beda wzorami

90(& /\) ={ - (i‘(f, /\)7 e)H

B(E,N) = ~B(HEN,A) + 567 (EN).
Wtedy
2,(6,3) = p(€,))

dla kazdego (£, A) € S. Funkcje ®(&, ) nazywamy funkcjg kluczowq. Latwo

wykazaé, ze prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.6 ([20]). Punkt (0,)\p) € X X R jest punktem bifurka-
cji réwnania (2.3) wtedy i tylko wtedy, gdy (0,A) € R x R jest punktem
bifurkacji réwnania ¢(&, A) = 0.

Metoda funkcji kluczowej pozwala na sparametryzowanie nietrywialnych
rozwiazan réwnania (2.3) w otoczeniu punktu (0, \g) w zaleznosci od para-
metru bifurkacji A. Mozliwe sg trzy schematy zachowania krzywej I' w oto-
czeniu punktu bifurkacji: transkrytyczny (Rys. 2.3(a)), dokrytyczny (Rys.
2.3(b)) oraz pokrytyczny typ bifurkacji (Rys. 2.3(c)).

Aby ustali¢ typ bifurkacji, musimy dokladniej przeprowadzi¢ analize
réwnania rozgalezienia (&, \) = 0. W rezultacie, otrzymujemy nastepujace
stwierdzenie opisujace zaleznosci miedzy funkcja kluczowa ®(€, A), a funk-

cjonatem E(x,\).

Stwierdzenie 2.7. ([21], [3], [4]) Kilka pierwszych wspélczynnikéw szeregu

Taylora funkcji kluczowej ®(&, \) w punkcie (0, Ag) mozemy wyznaczy¢
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Rysunek 2.3: Transkrytyczny, dokrytyczny i pokrytyczny schematy bifurka-

cji

z nastepujacych wzordw:

®(0, Ao) = —F(0, \o),

q)/f(oa )‘0) = 0,

q)gf(oa )‘0) = 0,

oM N) =0 dl tich & = 1,2
exal0,A0) = a wszystkich k =1,2,...,

‘I’Z@(O, o) = —E (0, )o)ee,

‘1’2’25(0, o) = —FE! (0, \)eee,

q)g?ff((L )‘0) - _E"géﬂ)‘rm(o, )\0)6666 — 3Eg;m(0, )\o)eeh,

gdzie h jest jedynym rozwiazaniem nastepujacego liniowego réwnania ope-
ratorowego
FL(0,X\0)h — (h,e)ge = —FL (0, \o)ee. (2.5)

Przyjmujac zalozenia i wlasnosci wypisane powyzej, prawdziwe jest na-
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stepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.8 (Metoda funkcji kluczowej, [30], [20]).

()

(i)

(iii)

Jesli @¢iy(0,M0) # 0, wtedy (0,A9) € X x R jest punktem bifurkacji
rownania (2.3) oraz w malym otoczeniu tego punktu zbidr rozwigzan
jest sumq galezi trywialnej Ty oraz krzywej T klasy C™2, przecinajg-

cych sie tylko w (0, N\g).

Jesli @¢iy(0,M0) # 0 1 @pe(0, o) # 0, wtedy (0,A0) € X x R nazy-
wamy transkrytycznym punktem bifurkacji réwnania (2.3) i krzywg T’

mozemy sparametryzowaé nastepujgco
[ z(A)=CA—X)e+o(]A =), A€ (Xo—n o +1n),

gdzie statg C wyznaczamy ze wzory

70, 20)

oraz 0 <n <6 (patrz Rys. 2.3(a)).

C=-2

Niech
(I)gé)\(ov /\0) 7£ 0, (26)
Deee(0,A0) =0, (2.7)
Blere(0,M0) # 0. (2.8)

Wyznaczamy stalg D ze wzoru

£6x(0, o)

o™

D=-6 .
geee(0, 2o)

Jezeli D < 0, wtedy (0, ) € X X R nazywamy dokrytycznym punk-
tem bifurkacji rownania (2.3) i krzywa I' mozemy sparametryzowad

nastepujgco

T 25(\) = £4/|D|(ho — N Ze+ o(|A — Ao|2), A€ (Xo — 1, o],
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gdzie 0 < n < 0 (patrz Rys. 2.3(b)).
Jezeli D > 0, wtedy (0,\g) € X x R nazywamy pokrytycznym punk-
tem bifurkacji rownania (2.3) i krzywa T' moze byé sparametryzowana

nastepujgco
I 25 (\) = VD — Xo)Ze + o(|A — Aol2), A € [No, Xo + 1),

gdzie 0 <n < 0 (patrz Rys. 2.3(c)).
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Rozdziat 3

Nieliniowe deformacje

biologicznego klastra

W Rozdziale 1. przypomniane zostaly wiadomo$ci o przestrzeniach me-
trycznych, unormowanych i unitarnych oraz o ich przeksztalceniach linio-
wych i nieliniowych. W Rozdziale 2. przedstawiliSmy wybrane metody z
teorii bifurkacji. Celem tego rozdzialu bedzie zastosowanie wprowadzonych
wczesniej narzedzi matematycznych do badania nieliniowych zagadnien me-
chaniki cial sprezystych, a dokladnie do opisania nieliniowych deformacji

biologicznego klastra.

PANEL
TOP RIM

GORE

PARACHUTE

CROWN RING

Rysunek 3.1: Powtoka balonu: widok z géry
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Badania opisujace deformacje biologicznego klastra rozpoczely sie od
obserwacji i préby opisu zachowania elastycznej powtoki balonu wypelnio-
nego gazem. Elastyczna powloka balonu sklada sie z brytéw (klinéw), a te z
mniejszych kawaltkéw materiatu nazywanych panelami. W jezyku angielskim
sa to odpowiednio: gores i panels (Rys. 3.1). Polaczone one sa ze soba za
pomoca tasm, ktére jakosciowo przypominaja pasy bezpieczenstwa w samo-
chodzie. Najwyzej polozona czescia balonu jest spadochron (ang. parachute).
W samym jego centrum jest otwér (ang. crown ring), przez ktéry mozna
oprozniaé¢ balon z gazu. Wysokos¢é spadochronu w poréwnaniu z dtugoscia
otaczajacej go tasmy (ang. top rim) jest znacznie mniejsza, co pozwala na
opisywanie zachownia tej cze$ci powloki za pomocg modelu dwuwymiaro-
wego.

Whprowadzone przez nas pojecie biologicznego klastra, traktujemy jako

dwuwymiarowe uogdélnienie pojecia spadochronu w balonie.

3.1 Matematyczny model biologicznego klastra

Rozwazmy dwuwymiarowy model biologicznego klastra (Rys. 3.2), na
ktory sklada si¢ elastyczny brzeg (powloka) polaczony z jadrem klastra ela-
stycznymi linkami oraz gaz zgromadzony w srodku klastra (analogicznie jak

we wspomnianym wczesniej spadochronie).
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Rysunek 3.2: Klaster biologiczny

Stosowanie metod matematycznych do badania zagadnien mechaniki kon-

strukcji sprezystych wymaga przede wszystkim Scistego okreslenia klasy funk-
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¢ji, wérod ktérych bedziemy szukaé rozwigzania naszego problemu.

Stan réwnowagi biologicznego klastra bedziemy opisywaé przez funkcje
r(6): 2m-okresowa, o wartoéciach dodatnich oraz klasy C™*2, m € NU {0}
(Rys. 3.3).

r=r(0)

Rysunek 3.3: Matematyczny model biologicznego klastra

Jak wiemy z rozdzialu pierwszego (Przyktad 1.3) przestrzen C™(2m)
jest przestrzenia Banacha z norma (1.2) oraz jest zanurzona w przestrzeni
Hilberta L?(27) z iloczynem skalarnym (1.4), (Przyktad 1.9).

Energie catkowita klastra mozemy zapisa¢ w postaci sumy:
E = El + E2 + E37
gdzie

e F - energia potencjalna elastycznego brzegu klastra,
e F - energia potencjalna elastycznych taczen brzegu z jadrem,
e F3 - energia skompresowanego gazu w $rodku klastra.

Energia F jest proporcjonalna do dtugosci brzegu klastra i wyraza sie wzo-

Ei(r,a) = 04/027r \/72(0) 4+ 172(0)do,

rem
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gdzie o > 0 oznacza wspolczynnik elastycznosci brzegu. Energia Fo jest

proporcjonalna do dtugoéci taczen brzegu z jadrem i okreslona jest wzorem

Bx(r ) =5 [ " 0)d0,

gdzie § > 0 jest wspétczynnikiem elastycznosci taczen. Ostatni sktadnik Fs
dany jest wzorem
E3(T7 7, V) = T,S_Va

gdzie

1 2

szﬂm:—/ r2(0)do

2 Jo
jest powierzchnig klastra, z odpowiednimi parametrami fizycznymi n, v > 0
opisujacymi wlasnosci gazu w Srodku.

Wobec powyzszego, catkowita energie klastra biologicznego mozemy za-

pisaé nastepujaco

Bp) = [ (ay/rP0) +720) + 5r(0)) do + 5™,

gdzie p = (o, B,m,v) € RY, r € C™2(27) oraz r(0) > 0 dla 6 € [0,27] .
Obliczajac pochodng Frécheta funkcjonalu E wzgledem zmiennej r otrzy-

mujemy

s 7”3 P 7”/2 _7,2 '
B = [l @O0 0@

0) + @)
2T vn
4 A <ﬁ—gﬁﬂw0hwma

gdzie p = (a, B,m,v) € RL, r,h € C™F2(27) oraz r(f) > 0 dla 6 € [0, 27].!

h(6)do +

Zatem punkty krytyczne funkcjonatu energii E(r, p) to 2m-okresowe funkcje
klasy C™*2 o wartoéciach dodatnich, ktére sa rozwiazaniami nastepujacego

réwnania rézniczkowo-funkcyjnego
ar?’(@) +2r(0)r2(0) — r2(0)r" ()
(2(6) + 2 (0)7?

Podstawiajac za r(6) = r réwnanie (3.1) sprowadzimy do prostego réwnania

+8- S’ijl r0)=0. (3.1

algebraicznego postaci

vn

PRV P DA R 0.

a+f—

!Szczegbtowe obliczenia znajduja sie na stronach 45 i 46.
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Dla kazdej wartosci multiparametru p = (o, 3,7, ) rozwiazaniem powyz-

i)™
P\ mv (a4 B) i

Rozwigzania 1, bedziemy nazywaé radialnie symetrycznymi rozwigzaniami

szego réwnania jest

réwnania (3.1). Odpowiadaja one brzegowi klastra w ksztalcie okregéw o
promieniach 7y,
Zauwazmy, ze wraz ze wzrostem wartosci wspotczynnikéw elastycznosci
a, [ maleje warto$¢ symetrycznego rozwigzania r,. Wprowadzmy oznacze-
B

. _ 77 : J—
nia 7 = &, w = Z oraz multiparametr y = (7,w,v). W nowych parametrach

funkcjonal energii biologicznego klastra ma postaé?
2m
Br ) = / ( r2(0) + 2(0) + Tr(9)> d+wsS™.  (32)
0

Wtedy réwnanie rézniczkowo-funkeyjne (3.1) jest réwnowazne z réwnaniem

r3(0) + 2r(0)r"?(9) — r2(0)r" (0 "
( )+(7~2((9))+ 7{,2)(9))3/(2 L CR o7 (0) =0 (3.3)
e (%)Ml (3.4)

jest radialnie symetrycznym rozwiagzaniem réwnania (3.3) odpowiadajacym
multiparametrowi .
Podsumowujac, z powyzszego opisu problemu deformacji biologicznego

klastra wynika nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.1. Dla kazdego (w,v) € R% réwnanie (3.3) posiada rodzine

radialnie symetrycznych rozwigzan
e :{(TuvT): H= (T,W,V),T GR—F}v (35)

gdzie r,, dane jest wzorem (3.4).

*Faktycznie E(r,p) = aE(r,u). Pominiecie w formule (3.2) wspélczynnika 1 nie

wplywa na dalsze rozwazania.
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3.2 Problem bifurkacji z tamaniem symetrii

Na poczatku wyjasnijmy, po co wprowadziliSmy parametr 7 wyrazajacy
stosunek wspodlezynnika elastycznoéci brzegu a do wspdlezynnika elastycz-
nosci linek (. Mianowicie, bedziemy badaé¢ deformacje biologicznego klastra
wlasnie ze wzgledu na ten parametr.

W jezyku teorii bifurkacji, przy ustalonym (w,v) € Ri bedziemy ba-
da¢ zjawisko bifurkacji ze zbioru rozwiazan I'"” réwnania (3.1). Ze wzoru
(3.4) wynika, Ze wzrost parametru 7 powoduje, ze r, maleje. Mozna zatem
przypuszczac, ze oprocz rozwigzan radialnie symetrycznych r;, istniejg inne,

nieradialnie symetryczne rozwiazania réwnania (3.1).

Definicja 3.1. Rozwiazanie (r,,7) € '’ nazywamy punktem bifurkacji
z tamaniem symetrii réwnania (3.3), jezeli istnieje inna rodzina rozwiazan
(r(t),7(t)) tego réwnania, zalezna od parametru |t| < e oraz spelniajaca
warunki 7(0) = r,, 7(0) =71ir(t) #r, dla0<|[t] <e.
Niech
=k -1 k>2 keN.

Twierdzenie 3.2. Dla kazdego k > 2 istnieje rodzina radialnie niesyme-

trycznych rozwigzan réwnania (3.3)
T8 = {(r(t), 7(1): |t] < &},
spetniajaca warunki r(0) = 77, o), 7(0) = 7% oraz

1
r(t)(0) = 1wy Tt N cos(kB) + o([t]).

VT

Zatem (7(z, wv)s Ti) € TV jest punktem bifurkacji z lamaniem symetrii réw-

nania (3.3).

Aby udowodnié powyzsze twierdzenie, sprowadzimy problem bifurkacji
z tamaniem symetrii do klasycznego zagadnienia bifurkacji opisywanego w
rozdziale drugim .

Whprowadzmy oznaczenia
X=C"202r) i Y=C"2r) (meNuU{0}). (3.6)
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Ustalmy (w,v) € R%. Dla dowolnego 79 € R mamy (T (ro0)5 T0) € TV,
Niech X5(0) oraz (Ry)s(79) oznaczaja odpowiednio kule otwarte w prze-
strzeniach metrycznych X i R, o $rodkach w punktach 0 i 7, o dostatecznie

malym promieniu §. Dla g € X5(0) i 7 € (R4)5(70) definiujemy
r(0) = ru+ o(0), (3.7)
gdzie p = (7,w,v) rozpatrujemy jako funkcje zalezna od parametru 7 oraz

. jest okreslone wzorem (3.4).

Podstawiajac (3.7) do (3.2), otrzymujemy wzor na funkcjonal energii E

E‘(Q,u) = /02” (‘/(Tu +0)2 + 02 + T(ry + g)) df + wS—’ﬂ (3.8)

gdzie o € X5(0), 7 € (R4 )s(70) i = (1, w,v) oraz

A

. 1 2w
=S =5 [ (ru+oias,

Chcemy znalez¢ wzoér na pochodng Frécheta funkcjonatu E wzgledem zmien-
nej przestrzennej o w punkcie (g, p). Skorzystamy z Twierdzenia 1.16 i wy-

znaczymy pochodna Gateaux. W tym celu zapisujemy Ew postaci:

. 2m
E(o,pn) = /0 \V (ru + 0)% + o%db
27

+ / T(ry + 0)do
0
+ w8

i rozniczkujemy kolejne sktadniki. Dla A € X otrzymujemy,

2m o .
i </ \/(TH + o+ th)z + (Q/ + th/)2d9> |t:0 _ / (TM + Q)h +oh a9,
dt 0 0 (7‘“ + 9)2 + Ql2

i(f(r T ot th)d0)|i—o = / 7 hdo
dt o 0 t=0 0 )
oraz

d/ a4, wr [T

E( S )\t:o = _§V+1/o (ru + 0)hdf.

W konsekwencji,

R 2 h /h/
B (0, u)h = / ((r““’) ;FQ 2+7’h) do
0 (ru+9) + 0

wv

2m
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Stosujac twierdzenie o calkowaniu przez czesci, pochodna Frécheta? funk-
cjonatlu E wzgledem zmiennej ¢ zapisujemy w postaci

2T (ru+ 0)° + 2(ru + 0)0” — (r + 0)*0”

E'(0,m)h = / "

Q(Q lu) 0 [(TN + 9)2 + Ql2]3/2

2 vw
+/0 (T " Zaret g)) hdo. (3.9)
Definiujemy odwzorowanie F: X5(0) x (Ry)s(9) — Y wzorem
Flo,p) = (ru+0)° +20ru + 0)0” = (ru + 0)%¢" |
[(ry + 0)% + 32
rw

Tt (3.10)

Rozwazmy réwnanie postaci

F(o,7,w,v) =0. (3.11)
Réwnanie (3.11) posiada trywialna rodzine rozwiazan
I = {(0,7) € X x Ry : 7 € (Ry)s(10)}-
Badamy bifurkacje ze zbioru rozwiazan trywialnych [“¥ réwnania (3.11).

Twierdzenie 3.3. Jezeli za 1o przyjmiemy 7, = k?> — 1 dla k > 2, wtedy
(0,7k) jest punktem bifurkacji réwnania (3.11) i zbiér rozwigzan tego réw-
nania w otoczeniu punktu bifurkacji jest sumq krzywej " oraz gladkiej

krzywej (o(t),7(t)), |t| < e, gdzie 0(0) =0, 7(0) = 7 (patrz Rys. 3.4) oraz

o()(0) = ¢ % cos(k8) + of[t]).

Problem bifurkacji z tamaniem symetrii (Twierdzenie 3.2) sprowadzili-
$my do problemu klasycznego zagadnienia bifurkacji ze zbioru rozwiazan
trywialnych. Zatem aby udowodni¢ Twierdzenie 3.2 wystarczy przeprowa-
dzi¢ dowdd powyzszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3 dowodzimy korzystajac z Twierdzenia 2.5. Dla wygody
Czytelnika dowdd podzieliliSmy na cztery lematy.

Zauwazmy, ze bezposrednio ze wzoru (3.9) wynika ponizsza zaleznosé.

3Poniewaz odwzorowanie E4(-, 1) : X5(0) — L(X,R) jest ciggle, wiec na mocy Twier-
dzenia 1.16 pochodna Gateaux i pochodna Frécheta w dowolnym punkcie o € X5(0) sa

réwne.
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Rysunek 3.4: Punkt bifurkacji réwnania (3.11)

Lemat 3.4. Dla kazdego 7 € (R )s(79), odwzorowanie F(.,1): X5(0) — Y
jest gradientem wariacyjnym funkcjonatu E (., 1) Xs5(0) — R ze wzgledu na

iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta L%(27), t.j.:

Ey(o,m)h = (F(o, ), h) (3.12)
dla kazdego h € X.

Lemat 3.5. Odwzorowanie F' : X5(0) x (R4 )s(0) — Y dane wzorem (3.10)
jest klasy C'°°. Ponadto,

[3(ru + 0)°h + 200" + 4(ry + 0)'W][(ry + 0)* + o/

[(ru + 0)* + 0”?
[—2(ru + 0)0"h = (ru + 0)*W][(ry + 0)* + 4?2
[(Tl/« + Q)2 + 0/2]3
3[(ru + 0> +2(ry + 0)0?]y/ (ru + )2 + 2[(ry + 0)h + W] .
[(ry + 0)* + 0"
3(ru +0)%0"\/(ru + 0)2 + &?[(rp + )b + W] .
[(ru + 0)* + &%

_|_

Fl(o, p)h =

+ +

vw(v+1)
S‘V—i-Z

2m VW
(it ) [ (r+ )bt - o (3.13)

dla p € X;5(0), 7€ (Ry)s(m0)ih e X.

Dowdéd. Ponownie skorzystamy z Twierdzenia 1.16 i wyznaczymy pochodna
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Gateaux odwzorowania F. Dla h € X otrzymujemy

d ((ru+o+th)® +2(r, + o+ th)(d +th')* — (ry + o + th)* (" + th") |
dt [(rp + 0+ th)2 + (o + th')2]3/2 =0

_ B+ 0*h + 20 + 40 + 0) ' W][(r + 0)° + P2
(T + 0)* + ¢?]?
[—2(ru + 0)0"h — (ru + 0)*W")[(ry + 0)* + 0"/
[(rp + 0)? + 0?]?
3[(ry +0)* + 2(ru + 0)0”]\/ (ru + 0)* + *[(ry + o) + ']
[(ry + 0)* + ??
3(ru+ 020"/ (ru + 0)? + ?[(ry + 0)h + o'I]
[(ry + 0)? + 0P

_|_

+

oraz
d vw
E (T — @(Tu + Y + th)) ‘t:() =
(v +1) 2 VW
Stad i (3.10) wynika (3.13). O

Lemat 3.6. Dla kazdego parametru 7 € (R4 )s(70), F;(O,u): X =Y jest

odwzorowaniem Fredholma indeksu zero.

Dowdéd. Niech 7 € (Ry)s(7). Podstawiajac ¢ = 0 do wzoru (3.13) otrzy-

mujemy

. 1
Fu(0. b = 1 -

vw ( v+1 (27
Tu

v+1, 2042
™ T

h(9)d0> (3.14)

7T 0

dla kazdego h € X. Odwzorowanie F! 2(0,p1): X — Y mozemy zapisa¢ jako

sume
F)(0,u) = A+ B, (3.15)
gdzie
1
A(h) = ——n"
Ty
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oraz

27
B(h) = vw (h_u—i-l

41, 2042
T,

h(@)d@) .

Z Przyktadu 1.25 wiemy, ze A jest odwzorowaniem Fredholma indeksu 0.

™ 0

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazaé, ze B: X — Y jest odwzorowa-
niem pelnociaglym (patrz Twierdzenie A4(i), str. 316, [29] lub Stwierdzenie
3.2.2, str. 35, [4]).

W tym celu rozpatrzmy operator B jako zlozenie B = Bj o By, gdzie

Bsy: X — X okredlone jest wzorem

vw v+1 [?7
Ba(h) = =

N 7Tu+17,_u21/+2

h(9)d6’>

m 0

i Bi: X — Y jest naturalnym zanurzeniem przestrzeni X w Y, tj.
Bi(h) = h.

Pokazemy, ze odwzorowanie Bj jest pelnociagte. Poniewaz B jest liniowe,
wiec wystarczy wykazaé, ze zbiory ograniczone w X przeprowadza na zbiory
relatywnie zwarte w Y.

Niech Z C X bedzie zbiorem ograniczonym w X. Woéwczas istnieje
M > 0 takie, ze ||f||x < M dla kazdego f € Z.
Wezmy ciag {fn}o>, C Z. Z definicji normy w X wynika, ze dla k =
0,1,....m—+2, {fy(Lk) o1 jest ciaggiem funkcji wspdlnie ograniczonych.
Niech k¥ = 0,1,...,m. Z tw. Lagrange’a dla kazdego n € N i dowolnych
t,s € [0,2x] (t < s) istnieje punkt posredni cZ;k € (t,s) taki, ze

@) = £ ()] = £ [ = sl
Zatem dla kazdego n € N1it,s € [0, 2],
() = £ (s)] < Mt = s],

co implikuje, ze { f,gk)}ff:l jest ciggiem funkcji jednakowo ciaglych.
Z tw. Arzeli-Ascoli, poniewaz m < 0o, z ciagu { f, }52; mozna wybraé pod-
ciag {fn; }52, taki, ze dla kazdego k =0, 1,...,m ciag {fy(L]j) 321 jest zbiezny

jednostajnie na odcinku [0,27] do funkeji ciaglej. Z okresowosci { fT(LIj) 21
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wynika okresowos¢ jego jednostajnej granicy. Ponadto, z tw. o rézniczko-
walnosci funkcji granicznej jednostajnie zbieznego ciggu funkcji wynika, ze
funkcja graniczna podciagu { f,g;) 521 Jest pochodna funkcji granicznej pod-
ciagu { fr(f;_l) 321 Zatem {fy;}32, jest zbiezny w Y. W rezultacie, zbiér Z
jest relatywnie zwarty w Y.

Natomiast odwzorowanie By : X — X jest ciggle. Poniewaz jest liniowe,
wystarczy pokazaé, ze jest ograniczone. Ze wzoru wynika, ze istnieje C; > 0
takie, ze

<
o [B2(h)(t)] < Cy A A ()]

dla h € X. Ponadto, dla k =1, ..., m + 2 mamy

(k) rvw k

Wobec czego, dla kazdego h € X,

(k) vw
7 (k)
ten[lo?g;']‘ (B2(h)) (t)‘ < WU+1T/%V+2 tél[%fé}ir} ‘h (t)‘

Widzimy zatem, ze istnieje Co > 0 takie, ze
[B2(h)|lx < Callh]lx

dla h € X. Wystarczy przyja¢ Co = max {Cl, ﬂyﬂ"i;’zu”}

Poniewaz Bs jest odwzorowaniem cigglym oraz Bj jest odwzorowaniem pel-

nociaglym, to ich zlozenie B jest réwniez odwzorowaniem pelnociagltym (po-

réwnaj (ii) str. 21), co konczy dowdd lematu. O
Na mocy Lematu 3.6 oraz twierdzenia o funkcji uwiklanej, warunkiem

koniecznym na to, aby (0,79) byl punktem bifurkacji réwnania (3.11) jest
dim ker F7(0, 70, w, v) > 0. (3.16)

Liczbe 179 > 0, dla ktérej zachodzi warunek konieczny bifurkacji (3.16) na-
zywamy krytyczng wartosciqg parametru bifurkacyi.

Aby znalezé¢ krytyczne wartosci parametru bifurkacji, wystarczy rozwigzaé
réwnanie

F(0,7,w,v)h =0 (3.17)
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z nastepujacymi warunkami:
2m
/ h(6) cos 6d = 0 (3.18)
0

oraz

[ h(o)d9 =o. (3.19)

Zalozenie (3.19) implikuje istnienie rozwiazania z lamaniem symetrii. Pa-
rzysto$é funkeji h(f) oraz warunek (3.18) wykluczaja przesuniecie srodka
masy biologicznego klastra. Warunki (3.18) oraz (3.19) eliminuja z rodziny
rozwiazan h(f) = cos(f) i h(f) = const # 0. Co wiecej, zalozenie (3.19)
upraszcza réwnanie (3.17) do postaci

1 VW
—— K- _h=0. 3.20
T 77”“7"”2’/” ( )

Korzystajac ze wzoru (3.4) otrzymujemy

P2l vw
;U' 7-(-I/+1(1 + 7—)

Zatem rozwiazaniem réwnania (3.20) jest
r=m,=k—-1, k>2,
(0) = —= cos(k0)
e = — cos(k0).
k N

Do zakonczenia dowodu Twierdzenia 3.3 wystarczy pokazaé ponizszy lemat.

Lemat 3.7. Funkcjonal energii £: X;5(0) x (Ry)s(m0) X Ry x Ry — R dla

0 =1, = k% — 1, k > 2 spelnia warunek
EM" (0, 7, w, v)eger # 0.

ot

Dowdd. Z Lematu 3.4
E3,(0,1)hg = (F3(0, )b, g).

Stosujac wzér (3.14) otrzymujemy

nl 2 1 " vw
E,,(0,)hg :/o h (0) — mhw) 9(0)do +

m v+ 1w o
+/ (7-(-1/-1—27« 0+2 0 h(e)d9> 9(9)d0 (321)
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Podstawiajac do powyzszego wzoru h = g = e mamy

. 1
E35,(0, perer = a(k2 —1-7). (3.22)

Roézniczkujac (3.22) wzgledem parametru 7 otrzymujemy
1
. vHl(] prES| E2 1
B0, peper = [ LFT) _ )
ee vw Cu+1)(1+7) 2v+1

Ostatecznie, podstawiajac wartoéci krytyczne parametru 7

o 241 7-‘-1/—1—1]{:2
EQQT(07Tk7w7 V)ekek = - T <0, k=>2

co konczy dowdd Lematu 3.7. O

7 Lematow 3.4-3.7 wynika, ze operator F oraz funkcjonat E spelniaja
zalozenia twierdzenia Crandalla-Rabinowitza przy ustalonym (w,v) € R%
ze wzgledu na parametr 7 € Ry, a wiec (0, 7) jest punktem bifurkacji réw-
nania £ (0, 7,w,v) = 01w otoczeniu tego punktu istnieje rodzina rozwiazan
trywialnych oraz gtadka krzywa rozwigzan nietrywialnych, co konczy dowod
Twierdzenia 3.3.

Poniewaz problem istnienia bifurkacji z tamaniem symetrii dla réwna-
nia (3.3) sprowadziliSmy do klasycznego zagadnienia bifurkacji ze zbioru
rozwigzan trywialnych réwnania (3.11), wiec dow6éd Twierdzenia 3.2 zostal

ukoniczony.

3.3 Dokrytyczny typ bifurkacji z tamaniem syme-
trii

Za pomocs twierdzenia Crandalla-Rabinowitza udowodniliSmy istnienie
rodziny radialnie niesymetrycznych rozwiazan réwnania (3.3) w punktach
(rus Tk), gdzie p = (73, w, V), sparametryzowanej rzeczywistym parametrem
t € (—e,e). W kolejnym kroku naszym celem bedzie sparametryzowaé ra-
dialnie niesymetryczne galezie rozwiazan réwnania (3.3) za pomoca para-
metru bifurkacji 7. Zastosujemy do tego redukcje skonczenie-wymiarows
Lyapunova-Schmidta oraz metode funkcji kluczowej Sapronova, ktére zo-

staly opisane w Rozdziale 2.
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Twierdzenie 3.8. Niech 7, = k?> — 1, k > 2 bedzie wartoscig krytyczng
parametru bifurkacji T € R. Wtedy przy ustalonym (w,v) € Ri, punkt
(0,7%) € X x Ry jest dokrytycznym punktem bifurkacji réwnania (3.11).

Dowdéd. Ustalamy k > 2. Zgodnie z Twierdzeniem 2.8 musimy pokazaé, ze
4
i (0, 74) = 0 oraz Ot (0, 7) - @éf)&(O,Tk) > 0.

Z dowodu Lematu 3.7 wiemy, ze

v+1[2
it w41/ T
Eor (0, T, w, v)egep = — 4| < 0.

Korzystajac wiec ze Stwierdzenia 2.7, ktore opisuje kilka pierwszych wspot-

czynnikéw szeregu Taylora funkcji kluczowej ® (£, 7), mamy

I/+1k2
" _(0,7) = T > 0.
{{7’( 7Tk) vw

. k2
/!
FQQ(07 T, W, V)ekek - P)

(Tk 7W7V)

FLatwo wykazaé, ze

1, 2 v+ 1
— k@) — — k6 .
Lrsm( ) 7Tcos( )+ - }

Z Lematu 3.4 mamy

il nll
EQQQ(07 Tk, W, V)ekekek = <Fgg(07 Tk, W, V)ekEk, ek> =0,

co w polaczeniu z wlasnosciami funkcji kluczowej ze Stwierdzenia 2.7 daje

Przeprowadzajac proste obliczenia tatwo pokazaé, ze funkcja

he(60) = — cos2(kf) — ——

T(Tk7w7y)7r T(Tk 7W7V)7r

jest jednoznacznym rozwigzaniem réwnania
n i
Fg(ov Tk, W, V)h - <h7 €k>€k = _Fgg(07 Tk W, V)ekek-

A

Wiemy z Lematu 3.4, ze Eé(g,,u)h = <F(g,,u), h>, dlatego

. . K /5
Eg;g(OaTk,W, V)ekekhk = <F£/)/g(077—k7w7 V)Ekﬁk, hk> = _37(1 + V)-

T
(Tkvwvu)
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W ostatecznym kroku otrzymujemy

. 3 3
Egé)gg(O,Tk,w, v)epererey = —g—— [(1/ + 2)k* — _kﬂ
(Tkvwvy)ﬂ- 4
1 ze Stwierdzenia 2.7
3333 4r€,ﬂc »
Stad
d

Peeee (0, 7x)

Na podstawie Twierdzenia 2.8 oznacza to, ze (0, 1) jest dokrytycznym punk-
tem bifurkacji réwnania (3.11). O
Z tezy Twierdzenia 2.8 o metodzie funkcji kluczowej, wiemy réwniez, ze
krzywa rozwigzan nietrywialnych fg” mozemy sparametryzowaé parame-

trem bifurkacji 7 w nastepujacy sposob

T9Y s o5 (r) = +\/ID|(7% — ) 2ex + o(|7 — 7l2)  dla T € (7% — 0, 7],

gdzie 0 < n < 4§, co konczy problem parametryzacji radialnie niesymetrycz-
nej galezi rozwigzan réwnania (3.3) w otoczeniu punktu (77, ., ,), Tk) pPara-
metrem 7.

Ponizszy rysunek (Rys. 3.5) przedstawia galaZ rozwiazan nietrywialnych
w punkcie bifurkacji (0,73). W praktyce, z ksztaltu krzywej bifurkacji mo-
zemy odczytaé, ze dla wartosci parametru elastycznosci 7 € g, 7 + J) nie

powinnismy spodziewaé sie zmian w powtoce klastra biologicznego.

3.4 Graficzny obraz biologicznego klastra w oto-
czeniu punktéow bifurkacji
Wykazalismy, ze dla wartoéci parametru elastycznosci 7, = k2 —1, k > 2

pojawiaja sie radialnie niesymetryczne rozwiazania (r(t), 7(t)) naszego pro-

blemu. Korzystajac z uproszczonego wzoru

1
r(t)(0) = T(ry wp) Tt N cos (k@)
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Rysunek 3.5: Bifurkacje dla pierwszej wartosci krytycznej parametru 7.

oraz programu Mathematica przedstawiamy ponizej jak moze zachowywaé

sie powloka biologicznego klastra dla k = 2, 3,4, 5.
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