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Przedmowa

Niniejsza praca stanowi podsumowanie kilkuletnich badań związanych z dynamiką

struktur periodycznych prowadzonych w Katedrze Mechatroniki i Inżynierii Wysokich

Napięć na Wydziale Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdańskiej. Badania

były związane z realizacją projektu NCN Propagacja fal sprężystych w strukturach

periodycznych, o numerze UMO-2012/07/B/ST8/03741.

W tym miejscu chciałbym wyrazić podziękowania dla Pana profesora Arkadiusza

Żaka i Pana profesora Marka Krawczuka, kierownika Katedry Mechatroniki i Inży-

nierii Wysokich Napięć, za umożliwienie mi prowadzenia badań oraz cenne rady i

wyrozumiałość. Chciałbym podziękować również wszystkim pracownikom z Katedry

Mechatroniki i Inżynierii Wysokich Napięć za życzliwe przyjęcie i miłą atmosferę,

która przyczyniła się do powstania tej pracy.

Pracę tę dedykuję ojcu, całej rodzinie i przyjaciołom, którzy wykazali się ogrom-

nym wsparciem i jeszcze większą cierpliwością.
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Rozdział 1

Wstęp

Człowiek od zarania dziejów bada strukturę materii. W znakomitej większości

przypadków okazuje się, że materia składa się z powtarzających się elementów. Ele-

menty te mogą być rozmieszczone w przestrzeni w sposób uporządkowany jak i nie-

uporządkowany. Struktury uporządkowane można rozpatrywać zarówno ze względu

na właściwości indywidualnych elementów, jak i ze względu na właściwości struktury

jako całości. Daje to możliwość obserwacji symetrii, a co za tym idzie różniących się

właściwości fizycznych w zależności od kierunku obserwacji czy pobudzenia.

1.1 Struktury periodyczne

Struktury i sieci periodyczne są to układy składające się z serii powtarzających się

identycznych segmentów, które są takie same pod względem właściwości fizycznych

oraz rozmiarów. Najmniejsza odległość pomiędzy powtarzającymi się blokami nazywa

się okresem sieci i jest oznaczana jako 𝑑 [1]. Rozważania teoretyczne dla takich ukła-

dów prowadzi się przy założeniu nieskończonych wymiarów. Takie przybliżenie jest

słuszne przy wystarczająco dużej liczbie segmentów, których liczba zwykle wynosi

100 lub więcej.

Charakterystyczna dla struktur periodycznych jest pasmowa struktura widma czę-

stotliwości. Występujące pasma zabronione określają energię drgań, które nie mogą

być propagowane w danej strukturze. Charakterystyka pasma zabronionego silnie za-
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leży od okresu sieci 𝑑, stąd też zjawiska optyczne lub elektryczne, z pozoru bardzo

różne, tłumaczone przez tę samą teorię.

1.2 Struktury periodyczne w przyrodzie

Dobrze znanymi i występującym w przyrodzie strukturami periodycznymi są krysz-

tały. Są to ciała stałe, w których cząsteczki, atomy lub jony ułożone są w komórkach

elementarnych powtarzających się w trzech wymiarach. W kryształach obserwować

można zjawisko występowania pasm zabronionych w widmie drgań mechanicznych

oraz w widmie energii elektronów. Ze względu na zakres wymiarów komórek elemen-

tarnych kryształów promieniowanie rentgenowskie ulega na nich dyfrakcji.

Rysunek 1.1: Sieć krystaliczna regularna oraz obraz powierzchni sieci krystalicznej
krzemu z mikroskopu tunelowego

Jednym z przykładów struktur periodycznych występujących w przyrodzie są

opale. Są to mineraloidy z grupy krzemianów. Opale składają się z amorficznych kul o

średnicach 150 do 300 nm ułożonych w sieć heksagonalną gęsto upakowaną (HCP) lub

regularną powierzchniowo centrowaną (FCC) [1]. Taka wielkość komórki elementar-

nej prowadzi do dyfrakcji promieniowania elektromagnetycznego w zakresie światła

widzialnego, co daje efekt iryzacji, czyli powstawania tęczowych rozbłysków na po-
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wierzchni. W pracy [2] wykazano, że opale są kryształami fotonicznymi i posiadają

pasmo zabronione w zakresie światła widzialnego.

Rysunek 1.2: Struktura oraz obraz przedstawiający iryzację opalu

Podobnie jak w przypadku opali, zjawisko iryzacji można zaobserwować na skrzy-

dłach motyli z rodzaju morpho. Jest to spowodowane występowaniem grzebieniowych

struktur na całej powierzchni skrzydeł tworzących warstwową strukturę periodyczną,

która efektywnie zmienia współczynnik załamania światła w zakresie światła widzial-

nego [3].

Kolejnym przykładem w skali makroskopowej jest struktura plastra miodu opisy-

wana już przez Karola Darwina jako optymalna do składowania miodu przy minimal-

nym zużyciu wosku [4]. Wspominana była już wcześniej przez Galileusza i Hooke’a

jako bardzo wytrzymała mechanicznie. Ze względu na rozmiary komórki elementarnej

w tej strukturze silnie tłumione są fale mechaniczne.
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Rysunek 1.3: Motyl Morpho Menelaus i obraz z TEM przedstawiający przekrój przez
strukturę skrzydła [3]

Rysunek 1.4: Struktura plastra miodu

1.3 Struktury periodyczne w inżynierii

W inżynierii struktury periodyczne są wykorzystywane bardzo często, nie zawsze

jednak są optymalizowane ze względu na właściwości wynikające z ich periodyczności.

W niektórych przypadkach jest to próba naśladowania przyrody, jak wykorzystanie

struktury plastra miodu w konstrukcjach samolotów w celu poprawy proporcji masy

do wytrzymałości. Zjawiska wynikające z periodyczności struktury to czasami efekt

uboczny innych funkcji, jak w przypadku iryzacji płyt kompaktowych.
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Jednak struktury periodyczne mogą być projektowane w taki sposób, żeby wyko-

rzystać ich właściwości w konkretnym celu. Materiały, które są projektowane w taki

sposób noszą nazwę metamateriałów.

Znanym przykładem metamateriałów wykorzystywanych w codziennym życiu są

siatki ochronne montowane w drzwiczkach kuchenek mikrofalowych. Jest to metalowa

struktura periodyczna, która pozwala obserwować wnętrze, ale stanowi barierę dla fal

elektromagnetycznych z zakresu mikrofal. Dlatego cała energia mikrofal jest zatrzy-

mana wewnątrz kuchenki, zwiększając wydajność i bezpieczeństwo użytkowania.

Istnienia materiałów, które będą wykazywały jednocześnie ujemne wartości prze-

nikalności elektrycznej 𝜖 i przenikalności magnetycznej 𝜇, a co za tym idzie ujemną

wartość współczynnika załamania były rozważane teoretycznie w pracy [5] już w 1968

roku. Materiał, który wykazywał takie właściwości dla mikrofal został wytworzony i

opisany na początku XX wieku w pracach [6, 7], a w zakresie światła widzialnego w

pracach [8, 9].

Innym przykładem metamateriałów są auksetyki, czyli materiały lub struktury o

makroskopowej ujemnej wartości współczynnika Poissona [10, 11]. Najczęściej mamy

do czynienia ze strukturami mechanicznymi o strukturze periodycznej sieci heksa-

gonalnej, których komórka elementarna stanowi wklęsły sześciokąt. Przy rozciąganiu

komórka elementarna zmienia się w figurę wypukłą i zwiększa swoją powierzchnię, co

jest widoczne jako powiększenie struktury w kierunku prostopadłym do rozciągania.

Na rysunku 1.5 znajduje się schemat struktur o dodatnim i ujemnym współczynniku

Poissona.

1.4 Obecny stan wiedzy

Obecnie prace nad metamateriałami są prowadzone bardzo szeroko. Świadczy o

tym liczba publikacji na ten temat wydanych w ciągu ostatnich 15 lat, co pokazuje

wykres 1.6. Zainteresowanie strukturami periodycznymi rośnie nie tylko ze względu

na możliwości, które wynikają z teorii tych materiałów, ale również ze względu na

rozwój technologii umożliwiający ich wytworzenie.
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Rysunek 1.5: schemat struktury dwuwymiarowego materiału o dodatniej (góra) i
ujemnej (dół) wartości współczynnika Poissona przed i po przyłożeniu naprężeń roz-
ciągających

Zjawiska występujące w metamateriałach są silnie związane z długością fali me-

chanicznej lub elektromagnetycznej propagującej w danej strukturze. Natomiast o

niezwykłych właściwościach metamateriałów stanowi stosunek długości fali do wiel-

kości komórki elementarnej danej struktury. Dlatego metamateriały projektuje się w

taki sposób, aby skala długości fali oczekiwanego zjawiska odpowiadała skali wielko-

ści komórki elementarnej. Z tego względu do wytwarzania metamateriałów stosuje

się szerokie spektrum metod. W skali nano, gdzie wykorzystuje się nanolitografię,

chemiczne lub fizyczne osadzanie z fazy gazowej [12, 13]. W niektórych przypadkach

wykorzystuje się właściwości materiałów do samoorganizacji [14, 15]. W skali makro

wytwarzanie struktur periodycznych z odpowiednią precyzją jest możliwe przy użyciu

obrabiarek numerycznych lub drukarek 3D [16].

Wykorzystanie metamateriałów najczęściej opiera się na możliwości tworzenia se-

lektywnych barier częstotliwości za pomocą pasma zabronionego. Można to wyko-

rzystać w celu eliminacji drgań w wybranym zakresie widma lub uniemożliwienia

propagacji fal. Prowadzi to do budowy bardzo wydajnych tłumików lub filtrów czę-

stotliwości.
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Rysunek 1.6: Zależność liczby publikacji od roku wydania dotycząca tematów struktur
periodycznych i metamateriałów. Źródło: Web of Science

1.5 Teza, cel i zakres pracy

Struktury periodyczne, przede wszystkim ze względu występowanie pasm zabro-

nionych, mogą mieć bardzo szerokie spektrum zastosowań. Jednak brak możliwości

sterowania właściwościami struktury sprawia, że nie można w pełni wykorzystać ich

potencjału w celu eliminacji drgań. Wszystkie parametry struktury, które mają wpływ

na jej właściwości muszą być określone na etapie projektowania. Możliwość dostro-

jenia parametrów struktury periodycznej do oczekiwanych właściwości pozytywnie

wpłynęłaby na zastosowanie struktur periodycznych.

Wykorzystanie właściwości tłumienia drgań w strukturach periodycznych pozwala

na stworzenie bardzo wydajnych tłumików drgań. Struktury z aktywnymi elementami

piezoelektrycznymi umożliwiają konwersję energii drgań mechanicznych na energię

drgań elektrycznych i w ten sposób umożliwiają sterowanie właściwościami tłumienia

układu. Jednak dopiero wykorzystanie synergii pomiędzy pasywnym i aktywnym pro-

cesem tłumienia drgań pozwala na maksymalizację jego efektywności oraz pozwala

na kontrolę procesu tłumienia.
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Cel pracy

Celem pracy jest opracowanie modeli numerycznych jedno- i dwuwymiarowych

struktur periodycznych, zarówno pasywnych jak i aktywnych wykorzystujących ele-

menty piezoelektryczne, oraz przeprowadzenie symulacji komputerowych, a także we-

ryfikujących badań eksperymentalnych. Badania były prowadzone pod kątem możli-

wości wykorzystania struktur periodycznych w celu tłumienia drgań elementów kon-

strukcyjnych.

Zakres wykonanych badań

Zakres pracy obejmuje opracowanie modeli numerycznych, przeprowadzenie badań

symulacyjnych oraz weryfikację eksperymentalną otrzymanych wyników obliczeń.

W odniesieniu do jedno- i dwuwymiarowych pasywnych struktur periodycznych

analizie poddano drgania własne: wzdłużne, giętne i skrętne belek izotropowych oraz

tarcz i płyt. Zbadano również efektywność tłumienia fal sprężystych w strukturach

jedno i dwuwymiarowych.

W odniesieniu do struktur aktywnych wykorzystujących elementy piezoelektryczne,

pracujące w układzie rezonansowym RLC, analizie poddano drgania wymuszone wzdłużne

i giętne oraz badano propagacje fal wzdłużnych i giętnych. Sprawdzono również wpływ

parametrów układu rezonansowego RLC na drgania i fale propagowane w strukturach.

Weryfikacji eksperymentalnej poddano wyniki symulacji komputerowych otrzy-

manych dla jednowymiarowych pasywnych struktur periodycznych. Zmierzono giętne

i wzdłużne drgania własne oraz propagację fal giętnych w wybranych układach jed-

nowymiarowych.
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Rozdział 2

Modelowanie struktur periodycznych

2.1 Metody modelowania struktur periodycznych

Do modelowania struktur periodycznych wykorzystywanych jest wiele metod po-

cząwszy od metod analitycznych po nowoczesne metody numeryczne. Każda wykorzy-

stywana w praktyce metoda ma zarówno zalety, jak i ograniczenia, dlatego aby dobrać

odpowiednią metodę należy dokładnie je przeanalizować. W tabeli 2.1 zebrano me-

tody używane do opisywanych zagadnień związanych ze strukturami periodycznymi.

Angielskie nazwy metod oraz oparte na nich skróty przyjęte w pracy również znajdują

się w tabeli.

Pierwsze próby podejścia do zagadnienia zbliżonego do propagacji fal w ukła-

dach periodycznych były podejmowane już przez Newtona [17]. Założył on, że dźwięk

w powietrzu rozchodziłby się w ten sam sposób jak fala mechaniczna w sieci złożonej

z punktów materialnych. Przyjęta sieć była najprostszą z możliwych. Reprezentowały

ją jednakowe masy oddziałujące tylko z najbliższymi sąsiadami za pomocą sił sprę-

żystości, a całość rozłożona była wzdłuż kierunku propagacji. Model ten był później

rozszerzany przez Johna i Daniela Bernoullich. Wykazali oni, że model składający się

z 𝑛 mas będzie mieć tyle samo niezależnych od siebie postaci drgań. Później Daniel

Bernoulli sformułował zasadę superpozycji, która mówi, że ogólne rozwiązanie równań

ruchu układu drgającego jest superpozycją jego drgań własnych.

13

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Tabela 2.1: Metody modelowania struktur periodycznych. Pochyłą czcionką ozna-
czona jest angielska nazwa metody oraz przyjęty w pracy skrót

Metoda Literatura

Metody analityczne [17–23]

Metoda macierzy przejścia
Transfer Matrix Method, TMM

[24–32]

Metoda rozwinięcia fali płaskiej
Plane Wave Expantion Method, PWEM

[33–39]

Metoda różnic skończonych w dziedzinie czasu
Time Domain Finite-Difference Method, TD-FDM

[40–46]

Metoda Elementów skończonych
Finite Element Method, FEM

[47–52]

Metody spektralne
Spectral Element Method, SEM

[53, 54]

Metoda Spektralnych Elementów Skończonych
Time-Domain Spectral Finite Element Method, TD-SFEM

Frequency-Domain Spectral Finite Element Method, FD-SFEM

[55–59]

Metoda Redukcji Blocha [60–65]

Nowe podejście do tego zagadnienia proponowane jest przez autorów w pracy [66].

Analizowano w niej dynamikę gęstej sieci periodycznej. Modelowanie odbywało się

w dwóch etapach. W pierwszym tworzony było dyskretny model reprezentowany przez

układ równań różnicowych, rozpiętych w przestrzeni. Powstałe w ten sposób równa-

nie opisywało wysoko i niskoczęstotliwościowe zagadnienie propagacji fali. W drugim

etapie ciągły model był wyprowadzany z równań różnicowych dając w rezultacie cząst-

kowe równania różniczkowe drugiego i czwartego rzędu ze stałymi współczynnikami.

Podejście to ma sens fizyczny pod warunkiem, że propagowana fala jest długa.

Metoda macierzy przejścia (TMM) jest metodą używaną głównie do analizy pro-

pagacji fal w ośrodkach warstwowych. Metoda ta, zgodnie z równaniami Maxwella,

pozwala obliczyć wartość pola elektrycznego na jednym końcu warstwy znając jego

wartość na drugim końcu. Obliczenia prowadzi się za pomocą prostej macierzy zwa-

nej macierzą przejścia. W przypadku materiałów warstwowych, gdzie każda warstwa

jest reprezentowana przez macierz, macierz całego układu jest iloczynem wyjścio-
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wych macierzy. Ze względu na kaskadową strukturę tej metody jest ona odpowiednia

do rozwiązywania zagadnień jednowymiarowych.

Autorzy pracy [29] pokazali, że TMM może być użyta do badań struktur perio-

dycznych. Obliczenia wykonano dla nieskończonej prostej trójwymiarowej rury z pe-

riodycznie powtarzającymi się zmianami właściwości materiałowych. Wyniki otrzy-

mane za pomocą metody macierzy przejścia zostały również zweryfikowane za pomocą

komercyjnego oprogramowania MSC.Actran. Obliczenia wykazały pasmowy charak-

ter widma częstotliwości, co pozwala na potencjalne wykorzystanie tych własności do

redukowania drgań rur.

W pracach [30, 31] autorzy użyli tej samej metody do modelowania zaprojekto-

wanej podstawy pasywnie tłumiącej drgania, a złożonej z periodycznie powtarzają-

cych się elementów. Badania eksperymentalne przeprowadzone na tak zaprojektowa-

nej podstawie pokazały nie tylko bardzo dobrą wydajność tego projektu, ale również

zgodność obliczeń za pomocą TMM z badaniami empirycznymi.

W artykule [32] autorzy zastosowali TMM do wyznaczania odpowiedzi dynamicz-

nej belkowych struktur periodycznych. Zwrócili oni również uwagę na ograniczenia

numeryczne związane z macierzą przejścia. w pracy [67] wykazane wcześniej ogranicze-

nia zdołano poprawić m.in. poprzez zmniejszenie liczby wartości własnych o połowę,

ze względu na występowanie ich w parach.

Metoda rozwinięcia fali płaskiej (PWEM) jest metodą często stosowaną do rozwią-

zywania równań Maxwella, ale może być wykorzystana do innych zagadnień o naturze

falowej. Jest to dobra metoda do rozpatrywania struktur jedno, dwu i trójwymiaro-

wych ze względu na fakt, że opiera się na formułowaniu zagadnienia wartości wła-

snych. Główną wadą metody jest duże zapotrzebowanie na moc obliczeniową (𝑂(𝑛))

wraz ze wzrostem liczby harmonicznych rozwiązania (𝑛). Metoda ta doskonale na-

daje się do modelowania niejednorodnej albo periodycznej geometrii. Z drugiej strony

PWEM nie nadaje się do modelowania niedoskonałości czy ograniczeń, zakłada bo-

wiem nieskończone wymiary badanej struktury.

W pracy [38] PWEM została użyta, aby uzyskać pasmowe widmo drgań ołowia-

nych cylindrów zatopionych w żywicy epoksydowej. W dalszej części zaburzenie zo-
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stało wprowadzone do sieci i badano zależność wpływu średnicy defektu na pozycję

modów drgań. Wykazano, że typy drgań pochodzące od defektów przemieszczały się

w kierunku wyższych częstotliwości wraz ze zmniejszaniem średnicy defektu.

Dzięki tej metodzie w pracy [39] przeanalizowano wpływ kształtów i orientacji

różnego typu centrów rozpraszania na strukturę pasmową. Autorzy badali wpływ róż-

nego rodzaju sieci trójkątnej, kwadratowej, heksagonalnej i prostokątnej oraz centra

rozpraszania o różnej geometrii: trójkąt, sześciokąt, kwadrat, prostokąt i elipsę. Całą

sieć stanowiła dielektryczna płyta z otworami lub struktura stanowiąca w pewnym

sensie negatyw, czyli złożona z dielektrycznych prętów w otoczeniu powietrza. Ogólne

wnioski z przeprowadzonych badań wykazały, że najszersze pasma zabronione wystę-

powały dla centrów drgań mających dopasowaną symetrię do całej sieci, np. trójkąty

w sieci trójkątnej lub heksagonalnej.

Metoda różnic skończonych w dziedzinie czasu (TD-FDM)jest metodą numeryczną

służącą do znajdowania przybliżonych rozwiązań układów równań różniczkowych. Me-

toda ta pozwala znaleźć rozwiązania w szerokim spektrum częstotliwości za pomocą

jednej symulacji oraz, jako metoda oparta na sieci, w naturalny sposób pozwala na

modelowanie nieliniowych właściwości materiału. Zasada działania tej metody po-

lega na zdyskretyzowaniu dziedziny i przybliżenie pochodnych wyjściowych równań

za pomocą ilorazów różnicowych.

TD-FDM była wykorzystana przez autorów [45] do badań struktury pasmowej

dwuwymiarowego kryształu fononicznego. Analizowano układ składający się z płyn-

nych cylindrów w stałej matrycy oraz układ trójskładnikowy z dużą różnicą modułu

sprężystości. Autorzy wykazali, że TD-FDM jest efektywną metodą do obliczania

widmowej struktury drgań układów periodycznych.

TD-FDMmoże być również wykorzystana do badania propagacji fal w strukturach

periodycznych. Autorzy [46] analizowali za jej pomocą propagację fal w płytach będą-

cych kryształem fononicznym lub falowodem. Na początku wyznaczono widmo całej

struktury oraz zidentyfikowano typy drgań pochodzące od periodyczności struktury,

przez porównanie do zwykłej płyty. Następnie zaprojektowano falowód dla fal o czę-

stotliwości znajdującej się wewnątrz pasma zabronionego. Tak przygotowany falowód
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ma wiele modów drgań, które będą propagowane wzdłuż niego, ale będą tłumione

w kierunkach poprzecznych. Zgodnie z założeniami autorów możliwe jest stworzenie

obwodów akustycznych na bazie kryształów fononicznych tego rodzaju.

Metoda Elementów Skończonych (FEM) jest numeryczną metodą rozwiązywa-

nia układów równań różniczkowych poprzez podział badanej struktury na mniejsze

obszary, czyli elementy skończone i rozwiązanie zagadnienia tylko dla węzłów tego

podziału. FEM jest popularną metodą wykorzystywaną w inżynierii, z tego powodu

rozwinięto wiele różnych jej odmian zoptymalizowanych do konkretnych zadań.

Do badań struktur periodycznych metoda elementów skończonych była wykorzy-

stana między innymi przez autorów pracy [52]. Wyznaczyli oni dynamiczną charakte-

rystykę pojedynczej komórki i użyli teorii Blocha-Floqueta żeby rozciągnąć otrzymane

wyniki na nieskończoną powierzchnię. Istotnym elementem pracy było dodanie masy

w taki sposób, aby uzyskać pożądane właściwości powierzchni. Poprzez odpowied-

nie lokowanie dodatkowej masy uzyskano pasma zabronione o szerokości i lokalizacji

oczekiwanej przez autorów.

Metody spektralne (SEM) są klasą technik rozwiązywania równań różniczkowych,

zwykle poprzez użycie transformacji Fouriera. Metody te polegją na przybliżeniu roz-

wiązania sumą pewnych funkcji bazowych i szukania współczynników kombinacji li-

niowej, dla których rozwiązanie będzie najlepiej spełniało wyjściowe równanie. Me-

tody spektralne charakteryzują się globalnym podejściem do rozwiązania, co wyróżnia

je od metod opartych na siatce. Metody spektralne mogą być używane do rozwiązy-

wania równań różniczkowych zwykłych i cząstkowych oraz problemów poszukiwania

wartości własnych w równaniu różniczkowym.

Wykorzystanie tej metody w badaniach struktur periodycznych zostało opisane

w pracy [53]. Autorzy zanalizowali periodyczną płytę złożoną z powtarzających się

naprzemiennie podpłyt wykonanych z innych materiałów podpartą na dwóch przeciw-

ległych brzegach. Porównanie wyników otrzymanych metodami FEM i SEM pokazuje,

że lepsze przybliżenie widma w zakresie wysokich częstotliwości uzyskano za pomocą

SEM. Badania wykazały, że wpływ na pasmo zabronione w widmie takiej struktury

periodycznej mają zarówno parametry materiałowe jak i liczba segmentów.
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Innym przykładem wykorzystania SEM jest praca [54]. Autorzy badali wpływ rów-

nomiernie rozłożonych w sieci heksagonalnej dodatków stali, Mo, Fe lub Pb w pleksi.

Wykazali istnienie przerw w widmie częstotliwości pochodzących od periodyczności.

Metoda Spektralnych Elementów Skończonych jest metodą stanowiącą połączenie

metod spektralnych oraz metody elementów skończonych. SFEM polega na podziale

badanego obiektu na małe obszary zwane elementami skończonymi i poszukiwanie

rozwiązania tylko dla węzłów elementu. W odróżnieniu od FEM, węzłów jest więcej

i rozwiązanie przybliża się wielomianami wyższych rzędów. Dzięki podejściu zna-

nemu z FEM możliwa jest analiza skomplikowanych geometrycznie obiektów, przy

jednoczesnym zachowaniu spektralnej zbieżności rozwiązań, związanej z aproksyma-

cją funkcjami wyższych rzędów.

Redukcja Blocha jest metodą łączącą ze sobą metody analityczne z numerycz-

nymi. Pozwala na zredukowanie zagadnienia Blocha w strukturze periodycznej do

pojedynczej komórki elementarnej, poprzez zamknięcie jej w periodyczne warunki

brzegowe. W tej metodzie rozwiązań poszukuje się w postaci kombinacji liniowej wek-

torów własnych macierzy, wyznaczonych dla pojedynczej komórki elementarnej oraz

uwzględnienie warunków funkcji Blocha pochodzących z rozwiązania analitycznego

[60, 61].

Każda z wydmienionych metod może być wykorzystana do badania struktur perio-

dycznych, jednak dobór metody odpowiedniej do danego zagadnienia i danej struktury

jest kluczowy. Poniżej w tabeli 2.2 zestawiono zalety i ograniczenia każdej z wymie-

nionych wcześniej metod.

W pracy wykorzystano dwie z opisanych metod, metodę redukcji Blocha oraz

SFEM. Redukcja Blocha ze względu na szybkość obliczeń jest najlepsza do wyzna-

czania drgań własnych oraz wymuszonych w mechanicznych oraz elektromechanicz-

nych strukturach periodycznych. Metoda SFEM doskonale nadaje się zarówno do

wyznaczania drgań własnych jak i do symulacji propagacji fal, a z punktu widze-

nia modelowania elementów piezoelektrycznych możliwość formułowania zagadnień

w dziedzinie czasu lub częstotliwości jest dodatkowym atutem.
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2.2 Teoria Blocha

Teoria Blocha została zaproponowana przez szwajcarskiego fizyka Felixa Blocha

do opisu zjawisk falowych w potencjale periodycznym [18]. Teoria ta jest często wy-

korzystywana do opisu przewodnictwa elektronowego w kryształach, ale można ją

zastosować również do makroskopowych struktur periodycznych.

W jednowymiarowym przypadku mamy do czynienie ze strukturą złożoną z po-

wtarzających się komórek o długości 𝑎 składających się z dwóch materiałów o różnych

wartościach modułów Younga 𝐸1 i 𝐸2 oraz gęstości odpowiednio 𝜌1 i 𝜌2, a także dłu-

gościach wynoszących odpowiednio 𝑎 − 𝑏 i 𝑏. Schemat takiego układu przedstawia

rysunek 2.1.

Rysunek 2.1: Schemat jednowymiarowej struktury periodycznej

Różnice w parametrach materiałowych wpływają na różnice w prędkościach pro-

pagacji fal w poszczególnych materiałach, można to opisać równaniami:

𝑐1 =

√︃
𝐸1

𝜌1
, 𝑐2 =

√︃
𝐸2

𝜌2
. (2.1)

Są one powiązane ze sobą za pomocą wspólnej częstości jako:

𝜔 = 𝑘1𝑐1 = 𝑘2𝑐2, (2.2)
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a rozwiązaniem takiego zagadnienie jest funkcja Blocha, będąca iloczynem funkcji

o periodyczności struktury i fali płaskiej:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑥 (2.3)

gdzie 𝑘 jest liczbą falową a 𝑖2 = −1 jednostką urojoną.

Funkcja 𝑔(𝑥) musi spełniać warunek periodyczności 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥+𝑎), można zatem

zapisać odpowiednie zależności:

𝑓(𝑥+ 𝑎) = 𝑒𝑖𝑘(𝑥+𝑎)𝑔(𝑥+ 𝑎) = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑒𝑖𝑘𝑥𝑔(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑓(𝑥). (2.4)

Mimo, że teoria Blocha dotyczy nieskończonych struktur periodycznych, to można jej

użyć również do struktur o skończonych wymiarach, składających się z odpowiednio

dużej liczby komórek elementarnych 𝑁 >> 1 oraz przyjmując periodyczne warunki

brzegowe 𝑓(𝑥+ 𝑎𝑁) = 𝑓(𝑥). Prowadzi to do zależności:

𝑓(𝑥+ 𝑎𝑁) = 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑁𝑓(𝑥) (2.5)

stąd:

𝑒𝑖𝑘𝑎𝑁 = 1 → 𝑘 =
2𝜋𝑛

𝑎𝑁
, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑁 (2.6)

gdzie 𝑁 jest liczbą komórek elementarnych. W praktyce, żeby wyraźnie widoczny

był wpływ periodyczności na właściwości struktury należy przyjąć liczbę komórek

elementarych większą od 100.

Należy również wziąć pod uwagę, że zarówno funkcja Blocha 𝑓(𝑥) jak i jej po-

chodna musi być ciągła w zadanych granicach, oraz że funkcja 𝑔(𝑥) i jej pochodna
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musi być ciągła na granicy obydwu materiałów, co daje warunki brzegowe:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1(0
+) = 𝑓2(0

−)

𝑓 ′
1(0

+) = 𝑓 ′
2(0

−)

𝑔1(𝑎− 𝑏) = 𝑔2(𝑏)

𝑔′1(𝑎− 𝑏) = 𝑔′2(𝑏)

(2.7)

gdzie funkcje 𝑔1(𝑥) i 𝑔2(𝑥) można zapisać jako:

⎧⎪⎨⎪⎩𝑔1(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝑖(𝑘1−𝑘)𝑥 + 𝐴2𝑒

−𝑖(𝑘1+𝑘)𝑥

𝑔1(𝑥) = 𝐵1𝑒
𝑖(𝑘1−𝑘)𝑥 +𝐵2𝑒

−𝑖(𝑘1+𝑘)𝑥
(2.8)

Równanie charakterystyczne łączące powyższe zależności poprzez liczby falowe 𝑘, 𝑘1

i 𝑘2 można otrzymać po kilku prostych przekształceniach algebraicznych i przyjmuje

ono formę:

𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑎) = 𝑐𝑜𝑠[𝑘1(𝑎− 𝑏)]𝑐𝑜𝑠(𝑘2𝑏) −
𝑘21 + 𝑘22
2𝑘1𝑘2

𝑠𝑖𝑛[𝑘1(𝑎− 𝑏)]𝑠𝑖𝑛(𝑘2𝑏) (2.9)

Równanie to pozwala określić zakresy częstotliwości 𝜔 dla których rozwiązania rów-

nania są w zbiorze liczb rzeczywistych, inaczej mówiąc fale o częstotliwości 𝜔 będą

propagować w strukturze.

Rysunki 2.2 i 2.3 przedstawiają przykładowe rozwiązanie zagadnienia Blocha w jed-

nowymiarowej strukturze periodycznej o długości 𝑙 = 2 m, 100 komórkach elementar-

nych o proporcjach 𝑎/𝑏 = 1/0.25 i wartości modułu Younga 𝐸𝑎/𝐸𝑏 = 1/0, 25. Wyniki

przedstawione są w dwóch postaciach. Na rysunku 2.2 widoczna jest zależność często-

tliwości w funkcji wektora falowego w schemacie strefy zredukowanej [1]. Jest często

używaną reprezentacją zagadnienia Blocha w krystalografii. Więcej informacji o re-

dukcji wektorów falowych do pierwszej strefy Brillouina znajduje się w rozdziale 2.3.

Rysunek 2.3 jest to reprezentacja w formie zależności częstotliwości od numeru czę-
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stotliwości. Reprezentacja ta jest bliższa zagadnieniom związanym z FEM, ale pomija

informacje o wektorach falowych.

0

100

200

300

400

500
f

[k
H

z]

−π
a 0 π

a

k

Rysunek 2.2: Rozwiązania zagadnienia teorii Blocha przykładowe jednowymiarowej
struktury periodycznej. Wyniki przedstawione w układzie strefy zredukowanej.

0

100

200

300

400

500

f
[k

H
z]

0 100 200 300 400 500
n

Rysunek 2.3: Rozwiązania zagadnienia teorii Blocha przykładowej jednowymiarowej
struktury periodycznej.
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2.3 Struktury dwuwymiarowe

Ze względu na dużo większą złożoność zagadnienia dwuwymiarowego w stosunku

do zagadnień jednowymiarowych, aparat matematyczny niezbędny do scharakteryzo-

wania struktur dwuwymiarowych został zaczerpnięty z fizyki ciała stałego, dlatego

konieczne jest przybliżenie opisu kryształów.

W przestrzeni dwuwymiarowej istnieje 5 różnych rodzajów sieci: sieć ukośnokątna,

kwadratowa, heksagonalna, prostokątna i prostokątna centrowana [1]. Schemat każdej

z sieci przedstawiony jest na rysunku 2.4. Parametry opisujące sieci przedstawione są

w tabeli 2.3.

(a) sieć ukośnokątna (b) sieć kwadratowa (c) sieć heksagonalna

(d) sieć prostokątna (e) sieć prostokątna centrowana

Rysunek 2.4: sieci w przestrzeni dwuwymiarowej

Celem analizy zjawiska falowych w sieci krystalicznej wprowadza się pojęcie sieci

odwrotnej, czyli powiązanej z daną siecią rzeczywistą sieci wektorów falowych. Pod-

stawowe wektory sieci odwrotnej można zapisać za pomocą zależności:

A = 2𝜋
b× c

a · b× c
B = 2𝜋

c× a

a · b× c
C = 2𝜋

a× b

a · b× c
(2.10)
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Tabela 2.3: parametry sieci dwuwymiarowych

sieć
umowna komórka
elementarna

parametry sieciowe
komórki elementarnej

ukośnokątna równoległobok 𝑎 ̸= 𝑏; 𝜙 ̸= 90∘

kwadratowa kwadrat 𝑎 = 𝑏; 𝜙 = 90∘

heksagonalna romb 60∘ 𝑎 = 𝑏; 𝜙 = 120∘

prostokątna prostokąt 𝑎 ̸= 𝑏; 𝜙 = 90∘

prostokątna centrowana prostokąt 𝑎 ̸= 𝑏; 𝜙 = 90∘

gdzie A, B i C są wektorami bazowymi sieci odwrotnej, a a, b i c są wektorami

podstawowymi sieci prostej. W sieci dwuwymiarowej przyjmuje się, że wektor c jest

równoległy do osi 𝑧 i ma wartość jednostkową.

Węzły sieci odwrotnej można określić jako całkowite wielokrotności wektorów ba-

zowych:

G = (ℎA + 𝑘B + 𝑙C) (2.11)

gdzie ℎ, 𝑘 i 𝑙 są liczbami całkowitymi zwanymi wskaźnikami Millera, zwyczajowo

oznaczanymi przy pomocy liter (ℎ𝑘𝑙). Za pomocą tych wskaźników określa się wektory

sieci odwrotnej, które zgodnie z równaniami 2.10 są prostopadłe do odpowiadających

im płaszczyzn krystalograficznych.

Konstrukcję dwuwymiarowej sieci odwrotnej przedstawia rysunek 2.5. Przykła-

dowa sieć przedstawiona jest kolorem niebieskim, gdzie a i b są wektorami bazowymi

sieci, (100) i (010) oznaczają płaszczyzny krystalograficzne, a 𝑑(100) i 𝑑(010) długo-

ściami odpowiednich wektorów bazowych. Sieć odwrotna przedstawiona jest kolorem

czerwonym, gdzie A i B są wektorami bazowymi sieci odwrotnej, a 1
𝑑(100)

i 1
𝑑(010)

są

odpowiednio długościami wektorów bazowych sieci odwrotnej. Zgodnie z równaniami

2.10 wektory sieci odwrotnej przedstawione na rysunku 2.5 są prostopadłe do wek-

torów bazowych sieci prostej oraz do płaszczyzn krystalograficznych opisanych tymi

samymi wskaźnikami Millera, a kąty 𝜙 i 𝜙* spełniają zależność 𝜙+ 𝜙* = 180∘.
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Rysunek 2.5: Przykładowa konstrukcja sieci odwrotnej.

Pierwsza Strefa Brillouina

W dowlonej sieci można znaleźć taką przestrzeń, która jest bliżej jednego węzła niż

pozostałych. W przypadku sieci odwrotnej przestrzeń tę nazywa się pierwszą strefą

Brillouina [68, 69]. Jako, że sieć odwrotna znajduje się w przestrzeni Fouriera pierwsza

strefa Brilloina zawiera wektory falowe o wartościach od −𝜋/𝑎 do 𝜋/𝑎 [1].

Wszystkie możliwe wektory falowe k′ możemy zapisać jako sumę pewnego wek-

tora falowego wewnątrz pierwszej strefy Brillouina k i odpowiedniego wektora sieci

odwrotnej G′

k′ = k + G′ (2.12)

możliwe jest zatem zredukowanie całej dostępnej przestrzeni wektorów falowych do

pierwszej strefy Brillouina, co przedsawtiono na rysunku 2.6.
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Rysunek 2.6: Sieć odwrotna z zaznaczoną pierwszą strefą Brilloina

2.4 Metoda Elementów Skończonych

Metoda Elementów Skończonych (FEM) jest jedną z podstawowych metod używa-

nych we współczesnej inżynierii. Jej idea zakłada podział badanej struktury na mniej-

sze obszary, czyli elementy skończone, rozwiązanie zagadnienia dla węzłów tego po-

działu i scaleniu poszczególnych wyników. Podejście takie skutkuje znacznym uprosz-

czeniem potrzebnego aparatu matematycznego kosztem ilości obliczeń, co w obecnych

czasach nie stanowi problemu.

Całe postępowanie obliczeniowe można podzielić na kilka etapów:

1. Dziedzinę dzieli się na geometrycznie proste obszary, tzw. elementy skończone.

2. Zakłada się, że elementy są ze sobą połączone na brzegach w ograniczonej liczbie

węzłów.

3. Wybiera się pewne funkcje, które określają rozkład analizowanych wielkości fi-

zycznych, w zależności i wartości tych wielkości w węzłach, tzw. funkcji kształtu.

4. Równanie różniczkowe opisujące badane zjawisko przekształca się do równań

FEM, które prowadzą do równań algebraicznych.

5. Na podstawie równań FEM przeprowadza się agregację układu równań, czyli ob-

licza wartości współczynników stojących przy niewiadomych i odpowiadające im
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wartości prawych stron. Gdy dane zagadnienie jest niestacjonarne, do obliczeń

wartości prawych stron wykorzystuje się warunki początkowe. Liczba równań

w układzie jest równa liczbie węzłów przemnożonych prze liczbę stopni swobody

węzłów, czyli liczby niewiadomych występujących w pojedynczym węźle.

6. Rozwiązanie układu równań stanowi zbiór wartości poszukiwanych wielkości

fizycznych we wszystkich węzłach.

7. Jeśli dane zagadnienie tego wymaga oblicza się dodatkowe wielkości fizyczne.

8. w przypadku zagadnień niestacjonarnych punkty od 5 do 8 powtarza się do

momentu spełnienia warunków zakończenia obliczeń.

Najtrudniejszym etapem rozwiązania danego problemu jest dyskretyzacja. Zazwy-

czaj podział na mniejsze elementy skutkuje zwiększeniem dokładności obliczeń kosz-

tem zapotrzebowania na moc obliczeniową. Należy mieć jednak na uwadze możliwość

nawarstwiania się błędów zaokrągleń. Dlatego należy wyniki otrzymane za pomocą

FEM weryfikować również innymi drogami.

2.5 Metoda Spektralnych Elementów Skończonych

Metoda Spektralnych Elementów Skończonych (SFEM) jest relatywnie nową me-

todą numeryczną będącą połączeniem metody MES oraz Metod Spektralnych.

Metody spektralne są klasą metod numerycznych bardzo dobrze nadających się do

rozwiązywania zagadnień opisanych równaniami różniczkowymi cząstkowymi, takich

jak wszelkiego rodzaju zagadnienia falowe, czyli propagacja, dyfrakcja i interferencja

fal w różnego rodzaju ośrodkach ciągłych. W metodach spektralnych do znalezienia

rozwiązania wykorzystuje się szeregi Fouriera lub różnego rodzaju aproksymujące wie-

lomiany ortogonalne. Najczęściej są to ortogonalne wielomiany Czebyszewa lub Lob-

bato. Użycie wielomianów ortogonalnych rozpiętych na nierówno odległych węzłach

pozwala na zwiększenie ich stopnia, a w konsekwencji zmniejszeniu błędu obliczeń,

który jest funkcją stopnia wielomianu 𝜖 = 𝑂
[︀(︀

1
𝑛

)︀𝑛]︀
. Metody Spektralne wymagają
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dużej mocy obliczeniowej i nie są na ogół dostosowane do rozwiązywania problemów

złożonych geometrycznie.

W Metodzie Elementów Skończonych niezbędna jest dyskretyzacja dziedziny na

mniejsze części zwane elementami skończonymi. Wewnątrz tych obszarów poszu-

kuje się rozwiązań opisanych za pomocą wielomianów aproksymujących rozpiętych

na równoodległych węzłach. Ze względu na zjawisko Rungego zazwyczaj przyjmuje

się jako funkcje aproksymujące wielomiany niższych rzędów, najczęściej pierwszego

lub drugiego. Takie podejście prowadzi do konieczności gęstej dyskretyzacji badanego

obiektu, a co za tym idzie zwiększenia zapotrzebowania na moc obliczeniową.

SFEM jest techniką numeryczną, która dobrze nadaje się do badania dynamiki

konstrukcji inżynierskich, szczególnie zjawisk propagacji fal. Opiera się na przybli-

żeniu rozwiązania ortogonalnymi funkcjami kształtu. W sformułowaniu w dziedzinie

czasu (TD-SFEM) funkcje kształtu dobiera się w postaci wielomianów ortogonal-

nych Lobatto, Czebyszewa lub Legendre’a [70], natomiast w sformułowaniu w dzie-

dzinie częstotliwości (FD-SFEM) funkcje kształtu są funkcjami trygonometrycznymi

[71]. Dzięki takiemu podejściu zbieżność wyników TD-SFEM rośnie wykładniczo wraz

z rzędem wielomianów aproksymujących, natomiast dla FD-SFEMwraz z liczbą punk-

tów FFT. W tabeli 2.4 znajduje się zestawienie zalet i wad TD-SFEM i FD-SFEM.

Tabela 2.4: Porównanie sformułowań SFEM w dziedzinie czasu i w dziedzinie często-
tliwości

FD-SFEM TD-SFEM

Strukturę można modelować jednym spektral-
nym elementem skończonym

Struktura wymaga równomiernej dyskretyzacji
wieloma spektralnymi elementami skończonymi

Bardzo małe zapotrzebowanie na moc oblicze-
niową

Większe zapotrzebowanie na moc obliczeniową

Odpowiednie do rozwiązywania prostych jedno-
wymiarowych zagadnień

Odpowiednie do rozwiązywania wielowymiaro-
wych zagadnień o skomplikowanej geometrii

Konieczne jest tworzenie dodatkowych elemen-
tów w celu modelowaniu struktur skończonych

Modelowanie struktur o skończonych rozmia-
rach nie wymaga dodatkowych zabiegów

Trudna implementacja metody dla struktur
dwu i trójwymiarowych

Jakość rozwiązań z zakresu wysokich często-
tliwości jest ograniczona ze względu na perio-
dyczne właściwości modelu
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Metoda elementów skończonych w dziedzinie częstotliwości (FD-SFEM) jest me-

todą pozwalającą na szybkie i dokładne obliczenia komputerowe prostych konstrukcji

jednowymiarowych lub dwuwymiarowych dzięki zastosowaniu szybkiej transformacji

Fouriera (FFT) [71]. W metodzie korzysta się zazwyczaj z tylko jednego spektralnego

elementu skończonego, co znacznie zmniejsza zapotrzebowanie na moc obliczeniową,

ale niesie za sobą ograniczenie zastosowania metody tylko do stosunkowo prostych jed-

nowymiarowych lub dwuwymiarowych struktur. W przypadku symulacji propagacji

zjawisk falowych w strukturze konieczne jest zastosowanie specjalnie zaprojektowa-

nych elementów wygaszających falę na końcach struktury [72]. Tego rodzaju elementy

muszą być wyliczone analitycznie, stąd ograniczenie do prostych teorii jedno lub dwu-

modowych [71].

Metoda spektralnych elementów skończonych w dziedzinie czasu (TD-SFEM) jest

mniej wydajną techniką numeryczną w porównaniu ze sformułowaniem w dziedzinie

częstotliwości, ze względu na typową dla FEM dyskretyzację [73]. TD-SFEM jednak

nadaje się do modelowania układów nie tylko do jednowymiarowych, ale też dwu-

i trójwymiarowych o złożonej geometrii, nie wymaga również dodatkowych elementów

na końcach struktury. Modelowanie struktur nieskończonych jest trudne szczególnie,

jeśli mówimy o propagacji fal, ze względu na to, że metoda wymaga równomiernie roz-

łożonej siatki w całej strukturze. Należy wziąć również pod uwagę problemy związane

z samym modelem numerycznym. Istotnym parametrem określającym model nume-

ryczny jest stopień wielomianu aproksymującego, który jest związany z poziomem

nieciągłości pola naprężeń na granicach elementów. Nieciągłości te występują perio-

dycznie i mają one wpływ na dynamikę w zakresie wysokich częstotliwości [74]. Jest

to szczególnie ważne w badaniach struktur periodycznych, gdzie periodyczność mo-

delu numerycznego może zakłócić lub przesłonić zjawiska związane z periodycznością

struktury.

2.5.1 Funkcje kształtu

Funkcje kształtu, ze względu na konieczność zbieżności z rozwiązaniami dokład-

nych, muszą spełniać konkretne warunki:
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1. Funkcje kształtu opisujące pole szukanych wielkości fizycznych, powinny gwa-

rantować ich ciągłość wewnątrz elementów oraz zgodność na granicach elemen-

tów, do rzędu pochodnej o jeden mniejszego niż najwyższy rząd pochodnej wy-

stępującej w równaniu różniczkowym

2. Funkcje kształtu muszą zapewnić możliwość opisu stałych wartości poszukiwa-

nych wielkości fizycznych lub ich pochodnych wewnątrz elementu, do rzędu po-

chodnej o jeden mniejszego niż rząd najwyższej pochodnej występującej w rów-

naniu różniczkowym zagadnienia

Funkcje spełniające powyższe warunki zapewniają monotoniczną zbieżność do roz-

wiązania dokładnego w miarę zwiększania gęstości dyskretyzacji.

Zadanie związane z przybliżeniem nieznanej funkcji 𝑓 (𝑥) jest podstawowym pro-

blemem tej metody. Funkcję 𝑓(𝑥) najczęściej przybliza się za pomocą kombinacji

liniowej wielomianów ortogonalnych Czebyszewa, Lobbato lub Laguerre’a.

Wielomiany Lobatto

Wielomiany Lobbato n-tego rzędu są pierwszą pochodną wielomianu Legendre’a

rzędu o jeden większego, mogą zatem być przedstawione wzorem:

𝐿𝑛 (𝜉) =
𝑑

𝑑𝜉
𝑃𝑛+1 (𝜉) , 𝑛 = 0, 1, 2, ... (2.13)

gdzie wielomian Legendere’a wyrażony jest za pomocą wzoru:

𝑃𝑛 (𝜉) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝜉

(︀
𝜉2 − 1

)︀𝑛
, 𝑛 = 0, 1, 2, ... (2.14)

Wielomiany te są ortogonalne z wagą (1 − 𝜉2) w przedziale 𝜉 ∈ [−1, 1] co oznacza,

że spełniają zależność:

∫︁ 1

−1

𝐿𝑖 (𝜉)𝐿𝑗 (𝜉)
(︀
1 − 𝜉2

)︀
𝑑𝜉 =

2(𝑖+ 1)(𝑖+ 2)

2𝑖+ 3
𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ... (2.15)

gdzie 𝛿𝑖𝑗 oznacza deltę Kroneckera.
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Rysunek 2.7: Wykresy pierwszych pięciu wielomianów Lobatto 𝐿𝑛 (𝜉) w przedziale
𝜉 ∈ [−1, 1]

WMetodzie Spektralnych Elementów Skończonych węzły elementu rzędu 𝑛 przyj-

muje się się jako pierwiastki wielomianu Lobbato rzędu 𝑛 − 2 wraz z węzłami brze-

gowymi danego elementu. W znormalizowanym układzie położenie węzłów można

wyznaczyć z zależności

𝐿𝐶𝑛 (𝜉) ≡
(︀
1 − 𝜉2

)︀
𝐿𝑛−2 (𝜉) = 0, 𝑛 = 2, 3, ... (2.16)

Wilomian 𝐿𝐶𝑛 (𝜉) nazywany jest kompletnym wielomianem Lobatto n-tego rzędu.

Wielomiany Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju 𝑈𝑛 (𝜉) można wyznaczyć za pomocą

wzoru rekurencyjnego Rodriguesa:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈0 (𝜉) = 1

𝑈1 (𝜉) = 2𝜉

...

𝑈𝑛+1 (𝜉) = 2𝜉𝑈𝑛 (𝜉) − 𝑈𝑛−1 (𝜉) , 𝑛 = 0, 1, 2, ...

(2.17)
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Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju są ortogonalne z wagą
√︀

1 − 𝜉2 w prze-

dziale 𝜉 ∈ [−1, 1], czyli spełniają równanie:

∫︁ 1

−1

𝑈𝑖 (𝜉)𝑈𝑗 (𝜉)
√︀

1 − 𝜉2𝑑𝜉 =
𝜋

2
𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ... (2.18)

gdzie 𝛿𝑖𝑗 oznacza deltę Kroneckera.
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Rysunek 2.8: Wykresy pierwszych pięciu wielomianów Czebyszewa 𝑈𝑛 (𝜉) w przedziale
𝜉 ∈ [−1, 1]

W Metodzie Spektralnych Elementów Skończonych węzły elementu skończonego

𝑛-tego rzędu wyznaczane są jako pierwiastki wielomianu rzędu 𝑛−2 oraz krańce tego

elementu, w znormalizowanym układzie współrzędnych przyjmuje się je jako:

𝜉1 = −1, 𝜉2 = 𝑟1, 𝜉3 = 𝑟2, ..., 𝜉𝑛−1 = 𝑟𝑛−2, 𝜉𝑛 = 1, (2.19)

gdzie 𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛−2 są wspomnianymi wcześniej pierwiastkami wielomianu. Współ-

rzędne węzłów można wyznaczyć również z zależności:

𝑇𝑛 (𝜉) ≡
(︀
1 − 𝜉2

)︀
𝑈𝑛−2 (𝜉) = 0, 𝑛 = 2, 3, ... (2.20)
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Wielomian 𝑇𝑛 (𝜉) zwany jest pełnym wielomianem Czebyszewa 𝑛-tego rzędu. Wartości

współrzędnych węzłów można również obliczyć z prostszej zależności:

𝜉𝑖 = cos

(︂
𝑛𝑖

𝑛− 1

)︂
𝑖 = 0, 1, 2, ...𝑛− 1 (2.21)

2.5.2 Całkowanie numeryczne wielomianów aproksymujących

Procedura numerycznego całkowania, zwana w literaturze kwadraturą numeryczną,

znacząco wpływa na dokładność metody. Dobór kwadratury zależy od wykorzysta-

nych do tworzenia funkcji kształtu wielomianów aproksymacyjnych. Dla wielomia-

nów Lobatto stosuje się kwadraturę Gaussa-Lobatto lub Gaussa-Lobatto-Legendre’a,

w przypadku wielomianów Czebyszewa kwadraturę Gaussa-Legende’a, a w przypadku

wielomianów Laguerre’a kwadraturę Gaussa-Laguerre’a.

Całkowanie numeryczne wielomianu 𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜁) polega na przyblizeniu całek za

pomocą sum. Można więc zapisać:

∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

∫︁ 1

−1

𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜁) 𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁 =

𝑞1∑︁
𝑖=1

𝑞2∑︁
𝑗=1

𝑞3∑︁
𝑘=1

𝑤𝑖𝑤𝑗𝑤𝑘𝐹 (𝑎𝑖𝑎𝑗𝑎𝑘) , (2.22)

gdzie 𝑤𝑖, 𝑤𝑗 i 𝑤𝑘 są wagami kwadratury, 𝑎𝑖𝑎𝑗 i 𝑎𝑘 oznaczają odpowiednie odcięte, a

𝑞1, 𝑞2 i 𝑞3 są liczbą punktów kwadratury.

Kwadratura Gaussa-Lobatto

Całkowanie numeryczne przy użyciu kwadratury Lobatto przeprowadza się korzy-

stając z formuły:

∫︁ 1

−1

𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉 =
2

𝑞 (𝑞 − 1)
[𝑓 (−1) + 𝑓 (1)]

𝑞−2∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑓 (𝑎𝑖) + 𝛿𝐿, (2.23)

gdzie 𝑞 jest liczbą punktów kwadratury, a 𝛿𝐿 jest błędem kwadratury.

Wagi kwadratury można obliczyć korzystając z formuły:

𝑤𝑖 =
2

𝑞 (𝑞 − 1)𝑃𝑞−1(𝑎𝑖)2
, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑞, (2.24)
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gdzie 𝑃𝑞−1 (𝜉) jest wielomianem Legendre’a rzędu 𝑞− 1. Odcięte 𝑎𝑖 można obliczyć ze

wzoru:

(1 − 𝑎2𝑖 )
𝑑

𝑑𝜉
𝑃𝑞−1(𝑎1) = 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑞, (2.25)

i są one również współrzędnymi węzłów elementu skończonego (𝜉𝑖 = 𝑎𝑖) Błąd kwa-

dratury Lobatto można przedstawić jako

𝛿𝐿 =
𝑞(𝑞 − 1)322𝑝−1 ((𝑞 − 2)!)4

(2𝑞 − 1) ((2𝑞 − 2)!)3
𝑓 2𝑞−2 (𝜂) , 𝜂 ∈ [−1, 1] (2.26)

Z powyższej zależności widać, że błąd kwadratury zanika dla funkcji 𝑓(𝜉) będących

wielomianami rzędu 𝑛 nie większego niż 2𝑞 − 3.

Kwadratura Gaussa

Formuła pozwalająca na całkowanie numeryczne przy użyciu kwadratury Gaussa

wygląda następująco: ∫︁ 1

−1

𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉 =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝑓 (𝑎𝑖) + 𝛿𝐺 (2.27)

gdzie 𝑞 jest liczbą punktów kwadratury, a 𝛿𝐺 jest błędem kwadratury.

Wagi kwadratury Gaussa można obliczyć korzystając z formuły:

𝑤𝑖 =
2

(1 − 𝑎2𝑖 ) (𝑃𝑞(𝑎𝑖)′)2)
, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑞 (2.28)

gdzie 𝑃𝑞 (𝜉) jest wielomianem Legendre’a rzędu 𝑞, a 𝑎𝑖 są jego pierwiastkami Błąd

kwadratury Gaussa 𝛿𝐺 można przedstawić jako:

𝛿𝐺 =
22𝑞+1(𝑞!)4

(2𝑞 + 1) ((2𝑞)!)3
𝑓 2𝑞 (𝜂) , 𝜂 ∈ [−1, 1] (2.29)

Analiza powyższej zależności pozwala stwierdzić, że błąd zanika dla funkcji 𝑓(𝜉) bę-

dących wielomianami rzędu 𝑛 nie większego niż 2𝑞 − 1.

W przypadku pełnych wielomianów Czebyszewa 𝑇𝑛(𝜉) współrzędne odciętych kwa-

dratury nie są współrzędnymi węzłów elementu skończonego.
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2.6 Redukcja Blocha

Redukcja Blocha jest metodą łączącą ze sobą metody analityczne z numerycz-

nymi. Pozwala ona na zredukowaniu zagadnienia Blocha w strukturze periodycznej

do pojedynczej komórki elementarnej poprzez zamknięcie jej w periodyczne warunki

brzegowe. W takim układzie rozwiązań poszukuje się w postaci kombinacji liniowej

wektorów własnych macierzy dla pojedynczej komórki oraz uwzględnienie warunków

brzegowych funkcji Blocha z rozwiązania analitycznego [60, 61].

Aby znaleźć częstotliwości drgań własnych struktury periodycznej metodą redukcji

Blocha należy rozwiązać zagadnienie własne, które można opisać równaniem:

(K− 𝜔2 ·M) · q = 0 (2.30)

gdzie M i K oznaczają odpowiednio macierze bezwładności i sztywności, a 𝑞 jest

wektorem przemieszczeń węzłowych.

q = {𝑞1, 𝑞2, ..., 𝑞𝑗} , 𝑞𝑗 = (𝑥1𝑗, 𝑥2𝑗, ...𝑥𝑛𝑠𝑗), 𝑗 = 1, ..., 𝑛𝑤 (2.31)

gdzie 𝑥1𝑗, 𝑥2𝑗, ...𝑥𝑛𝑠𝑗 są stopniami swobody w węźle 𝑗, a 𝑛𝑠 jest liczbą stopni swobody

w każdym węźle. Węzły w elemencie skończonym można podzielić na dwie grupy tj.

węzły brzegowe i węzły znajdujące się wewnątrz elementu.

Stosując twierdzenie Blocha możemy zredukować zagadnie wartości własnych ca-

łego układu do zagadnienia wartości własnych pojedynczej komórki elementarnej

z uwzględnieniem zmian wprowadzonych przez twierdzenie Blocha. W prostym przy-

padku jednowymiarowym przemieszczenia w węzłach brzegowych spełniają zależność:

𝑞1 = 𝑞𝑛𝑤𝑒
𝑖 2𝜋𝑛

𝑁 𝑛 = 0, ..., 𝑁 , (2.32)

gdzie 𝑁 jest liczbą komórek elementarnych. Wówczas równanie 2.30 przyjmie wówczas

postać:

[K𝑟(𝑛) − 𝜔2 ·M𝑟(𝑛)] · q𝑟(𝑛) = 0, 𝑛 = 0, ..., 𝑁 (2.33)
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Gdzie K𝑟(𝑛) i M𝑟(𝑛) są zredukowanymi macierzami odpowiednio sztywności i masy

opisanymi za pomocą równań:

K𝑟(𝑛) = A𝑡(𝑛) ·K ·A(𝑛)

M𝑟(𝑛) = A𝑡(𝑛) ·M ·A(𝑛)
(2.34)

a A jest macierzą której niezerowe elementy mają postać:

𝐴𝑗,𝑗 = 1 dla węzłów wewnętrznych

𝐴𝑗,1 = 𝑒𝑖
2𝜋𝑛
𝑁 dla węzłów brzegowych

(2.35)

Macierze sztywności i masy są zredukowane do wielkości odpowiadającej liczbie stopni

swobody komórki elementarnej, a nie jak w przypadku metody elemetów skończonych

liczby stopni swobody całej struktury, co znacznie zmniejsza zapotrzebowanie na moc

obliczeniową.
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Rozdział 3

Pasywne struktury periodyczne

Pasywne struktury periodyczne są to struktury o charakterystyce periodyczności

nadanej podczas projektowania i bez możliwości wpływania na nie z zewnątrz.

Badanie właściwości struktur pasywnych stanowi klucz do zrozumienia zależno-

ści pomiędzy wielkościami opisującymi periodyczność, a dynamiką zjawisk falowych

zachodzących w strukturze.

Modelując struktury periodyczne należy mieć na uwadze efekty związane z samym

modelem. Ze względu na dyskretyzację konieczną dla SFEM, w widmie częstotliwości

mogą pojawić się dodatkowe pasma zabronione związane z modelem numerycznym.

Pasma takie będą występować zawsze w zakresie wysokich częstotliwości przy nume-

rach częstotliwości, będących całkowitymi wielokrotnościami periodyczności modelu.

Dlatego przyjęte w pracy modele muszą być większe niż przyjęta periodyczność bada-

nej struktury. Z drugiej strony właściwości struktury wynikające z jej periodycznego

charakteru ujawniają się przy dużych wartościach periodyczności.

Porównano widma częstotliwości drgań własnych uzyskane metodą TD-SFEM

z wynikami analitycznymi. Schematy struktury składającej się z periodycznie powta-

rzających się elementów o różnej wartości modułu Younga, znajduje się na rysunku

3.1. Struktura periodyczna ma długość 𝑙 = 2 m i składa się ze 100 komórek elementar-

nych o proporcjach długości 𝑎/𝑏 = 1/0, 25 i wartości modułu Younga 𝐸𝑎/𝐸𝑏 = 1/0, 25.

Widmo częstotliwości drgań własnych wyznaczone za pomocą TD-SFEM oraz

analitycznie przedstawione są na wykresie 3.2. Model numeryczny składał się z 400
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Rysunek 3.1: Schemat jednowymiarowej struktury periodycznej

elementów skończonych, z których co 4 miał zmieniony moduł Younga. Opis modelu

numerycznego znajduje się w sekcji 3.1. Charakterystyczne dla struktur periodycznych

pasma zabronione są widoczne dla częstotliwości o numerach, będących całkowitą

wielokrotnością periodyczności struktury. Dla małych numerów częstotliwości wyniki

numeryczne wykazują dużą zgodność z wynikami uzyskanymi za pomocą teorii Blo-

cha. Przy dużych numerach częstotliwości, czyli w zakresie wysokich częstotliwości,

wyniki numeryczne znacznie odbiegają od wyników teoretycznych. Jest to związane

z reprezentacja wyników na dyskretnej siatce powyżej częstotliwości Nyquista [71, 75].

Z tego względu w całej pracy żadne wyniki z części widma znajdującej się w zakresie

wysokich częstotliwości nie są brane pod uwagę, tj. z drugiej połowy widma [74].
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Rysunek 3.2: Porównanie wyników numeryczny z wynikami uzyskanymi według teorii
Blocha
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3.1 Jednowymiarowe struktury periodyczne

Badane struktury jednowymiarowe są periodycznymi belkami wykonanymi z alu-

minium o wymiarach: długość 𝑙 = 4000 mm, szerokość 𝑏 = 10 mm i wysokość

ℎ = 10 mm. Stosunkowo duża długość belki pozwala na dokładniejsze modelowanie

dynamiki struktury nie wymagając jednocześnie nadmiernego komplikowania modelu

numerycznego, lub zmniejszania periodyczności. Właściwości materiałowe użyte do

obliczeń były następujące: moduł Younga 𝐸 = 67, 5 GPa, liczba Poissona 𝜈 = 0, 33

i gęstość 𝜌 = 2700 km/m3.

Każdą z modelowanych struktur periodycznych można opisać dwiema wielko-

sciami:

∙ periodyczność 𝑁 , tj. liczba powtarzających się w strukturze komórek elemen-

tarnych,

∙ intensywność periodyczności 𝛼, tj. wielkość, która jest miarą wielkości perio-

dycznie występujących zmian, należy zdefiniować oddzielnie dla każdego ro-

dzaju. struktury

Modelowano trzy rodzaje struktur periodycznych:

∙ struktury z powtarzającymi się zmianami w geometrii wykonanymi poprzez

nawiercenie otworów,

∙ struktury z powtarzającymi się zmianami właściwości materiałowych,

∙ struktury z powtarzającymi się zmianami w geometrii w przekroju poprzecz-

nym.

Schematy struktur przedstawione są na rysunkach 3.3, 3.4 i 3.5
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Rysunek 3.3: Belka z periodycznymi zmianami moduły Younga

Rysunek 3.4: Belka z periodycznie nawierconymi otworami

Rysunek 3.5: Belka z periodycznymi zmianami pola przekroju poprzecznego
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Intensywność periodyczności 𝛼 każdej z wyżej wymienionych struktur zdefinio-

wano odpowiednio jako:

𝛼𝐻 =
𝑑

𝑏

𝛼𝐸 = 1 − 𝐸

𝐸0

𝛼𝑆 = 1 − 𝑆

𝑆0

(3.1)

gdzie 𝑑 to średnica otworu, 𝑏 szerokość belki, 𝐸 i 𝐸0 to odpowiednio moduł Younga

zmodyfikowany i wyjściowy, a 𝑆 i 𝑆0 to odpowiednio pole przekroju poprzecznego

zmienione i wyjściowe.

3.1.1 Model numeryczny

Do modelowania jednowymiarowych struktur periodycznych wykorzystano TD-

SFEM. Dobór modelu poza wymaganą zbieżnością musiał spełniać dodatkowo waru-

nek związany z periodycznością modelu, czyli liczba elementów skończonych powinna

być większa od periodyczności struktury, zatem liczba elementów skończonych musi

być większa niż 100.

Model numeryczny zakładał niezależne modelowanie drań wzdłużnych, giętnych

i skrętnych. Pole przemieszczeń i pole naprężeń wykorzystane w obliczeniach są po-

łączeniem elementarnej teorii prętów dla drgań podłużnych, teorii Timoshenko dla

drgań giętnych oraz elementarnej teorii wałów dla drgań skrętnych. Zastosowane pola

mają postać:

Pole przemieszczeń: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢(𝑥) = 𝑢0(𝑥) − 𝑧𝜑𝑦(𝑥) − 𝑦𝜑𝑧(𝑥)

𝑣(𝑥) = 𝑣0(𝑥) − 𝑧𝜑𝑥(𝑥)

𝑤(𝑥) = 𝑤0(𝑥) + 𝑦𝜑𝑥(𝑥)

(3.2)
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zaś pole odkształceń:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜖𝑥 =
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥
=
𝑑𝑢0(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑦
=
𝑑𝑣0(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑𝜑𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝜑𝑧(𝑥)

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤(𝑥)

𝜕𝑥
=
𝑑𝑤0(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑦

𝑑𝜑𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝜑𝑦(𝑥)

(3.3)

W modelu użyto spektralnych elementów skończonych, których schemat przedstawi

rysunek 3.6. Węzły elementów zostały wyznaczone za pomocą wielomianów Czeby-

szewa piątego rzędu.

Rysunek 3.6: Pojedynczy element skończony bez zmian (a) i z otworem (b), znorma-
lizowany lokalny układ współrzędnych 𝜉 z zaznaczonymi węzłami (c)

Otwory w strukturze były modelowane poprzez odjęcie objętości otworu z dzie-

dziny całkowania. Aby wziąć pod uwagę koncentrację naprężeń w okolicach otworów

[76–78] oraz deplanację pola przekroju poprzecznego, macierz sztywności została zmo-

dyfikowano zgodnie z formułą [79]:

[𝐷*] = [𝐷] · 𝛼 · 𝑓
(︂
𝑑

𝑙𝑒

)︂
𝛼 =

√︃
1 −

(︂
𝑑

𝑙𝑒

)︂𝑚

𝑚 = 1.7 (3.4)

gdzie 𝑓
(︁
𝑑
𝑙𝑒

)︁
jest funkcją uwzględniającą skończone wymiary elementu [80, 81]

W celu określenia optymalnej liczby elementów użytych do modelu wykonano

analizę zbieżności modelu numerycznego, a uzyskane wyniki porównano z wynikami

analitycznymi. W FEM bardzo ważna jest gęstość podziału struktury na elementy

skończone, dlatego konieczna jest analiza wpływu liczby elementów skończonych na

częstotliwości drgań własnych struktury. Należy jednak zwrócić uwagę, iż analiza
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struktur periodycznych przy zmiennej liczbie elementów nie jest możliwa ze względu

zależność periodyczności struktury od liczby elementów. Z tego powodu analiza zbież-

ności dotyczy modelu nieperiodycznego.

Do analizy przyjęto pręt o długości 𝑙 = 4000 mm, szerokość 𝑏 = 10 mm i wysokość

ℎ = 10 mm o swobodnych końcach. Wyznaczono pięć pierwszych i dziesiątą często-

tliwości drgań wzdłużnych oraz dodatkowo w przypadkach większych modeli również

częstotliwość numer 50 i 250. W tabeli 3.1 zebrano wyniki obliczeń numerycznych

oraz wyniki teoretyczne z klasycznej teorii prętów [79].

Tabela 3.1: Analiza zbieżności wyników obliczeń za pomocą TD-SFEM

Liczba
elementów

𝑓2[kHz] 𝑓2[kHz] 𝑓3[kHz] 𝑓4[kHz] 𝑓5[kHz] 𝑓10 [kHz] 𝑓50[kHz] 𝑓250[kHz]

2 0,625 1,250 1,875 2,509 3,159 10,820 - -

3 0,625 1,250 1,875 2,500 3,126 6,772 - -

4 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,318 - -

5 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,273 - -

10 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,250 54,800 -

100 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,250 31,250 157,900

400 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,250 31,250 156,300

rozwiązanie
analityczne

0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,250 31,250 156,250

Widoczna jest szybka zbieżność wyników oraz duża zgodność pomiędzy wynikami

numerycznymi i analitycznymi. Błąd względny dla częstotliwości nr 10 spada do 0%

już dla modelu złożonego z 10 elementów. Do wyznaczenia częstotliwości w zakresie

od 0 do 150 [kHz] wystarczający byłby model złożony ze 100 elementów, jednak

w celu uniknięcia problemów związanych z periodycznością modelu numerycznego do

obliczeń przyjęto model nadmiarowy, złożony z 400 elementów skończonych.

3.1.2 Analiza widm drgań własnych

Analiza uzyskanych widm częstotliwości struktury skupia się głównie na obsza-

rach, gdzie propagacja fal nie jest możliwa. Obszary te nazywane są w literaturze
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pasmami zabronionymi. Na pasma zabronione mają wpływ dwie wielkości. Pierwszą

z nich jest periodyczność 𝑁 , czyli liczba powtarzających się bloków w strukturze,

ma kluczowe znaczenie przy określeniu zarówno położenia jak i liczby pasm zabro-

nionych. Drugą z nich jest intensywność periodyczności 𝛼, która jest miarą wielkości

periodycznie powtarzającej się modyfikacji i wpływa przede wszystkim na szerokość

pasm zabronionych.

Belka z otworami

W strukturze widma belki z periodycznie występującymi otworami występują pa-

sma zabronione, których szerokość i położenie zależy głównie od dwóch parametrów:

∙ periodyczność 𝑁 , tj. liczba otworów występujących w strukturze

∙ intensywność periodyczności 𝛼𝐻 , tj. miary wielkości periodycznych zmian okre-

ślonej jako względna średnica otworów 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 gdzie 𝑏 jest szerokością struk-

tury.

Poza tymi zmiennymi, na etapie projektowania możliwa jest jeszcze zmiana geometrii

i parametrów materiałowych, ale te zmiany wpływają na wartości, a nie na charak-

ter zmian wynikających z występowania periodyczności. Ze względu na przejrzystość

drgania wzdłużne, giętne i skrętne są analizowane niezależnie od siebie. Nie uwzględ-

niono więc ewentualnych sprzężeń pomiędzy nimi.

Drgania wzdłużne

W widmie częstotliwości wzdłużnych drgań własnych periodycznej belki można

zaobserwować nieciągłości wynikające z periodyczności układu. Występują one przy

częstościach o numerach będących całkowitymi wielokrotnościami periodyczności da-

nej struktury. Na wykresie 3.7 pokazane są widma struktur nieperiodycznej i o pe-

riodyczności 50 oraz 100, których intensywność periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6. Położenie

pasm zabronionych w widmie częstotliwości jest zależne od periodyczności i jednocze-

śnie szerokość pasma zabronionego jest różna dla różnych periodyczności oraz zależna

45

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


0

50

100

150
f n

[k
H

z]

0 50 100 150 200 250
n

struktura nieperiodyczna
N = 100
N = 50

Rysunek 3.7: Widma częstości wzdłużnych drgań własnych dla układu nieperiodycz-
nego (kolor zielony) i układów o periodyczności 50 (czerwony) i 100 (niebieski)

od zakresu częstotliwości przy którym występuje. Aby określić te zależności przepro-

wadzono dwa zestawy obliczeń. Pierwszy przy ustalonej intensywności 𝛼𝐻 i zmiennej

periodyczności 𝑁 oraz drugi przy ustalonej periodyczności 𝑁 i zmiennej intensywno-

ści 𝛼𝐻 .

W pierwszej kolejności przeprowadzono analizę zależności częstotliwości drgań

własnych od intensywności periodyczności 𝛼𝐻 . Na wykresie 3.8 zestawiono zależności

widm częstotliwości drgań własnych w funkcji 𝛼𝐻 struktur periodycznych o perio-

dycznościach 𝑁 = 20, 50, i 100.

Wyraźnie widoczne są ogólne zależności pomiędzy szerokością i położeniem pasm,

a periodycznością i jej intensywnością. Intensywność periodyczności wpływa istotnie

na szerokość pasm zabronionych nie zmieniając ich liczby, ani położenia w widmie

częstotliwości. Im większa periodyczność, tym pasma są szersze i wyżej położone, ale

ich liczba jest mniejsza.

Aby sprawdzić wpływ periodyczności na pasma zabronione występujące w wid-

mie wyznaczono widma częstotliwości drgań własnych struktur o tej samej liczbie
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Rysunek 3.8: Widma częstości wzdłużnych drgań własnych jako funkcja intensywności
𝛼𝐻 przy wybranych periodycznościach
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Tabela 3.2: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań wzdłużnych belki
z otworami o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 12 3,15 5,23 42,41 10,40

25 10 4,16 6,34 41,61 13,74

50 5 8,46 12,39 42,32 27,03

80 3 14,07 19,31 42,22 41,52

100 2 16,90 21,52 33,80 50,65

200 1 42,31 42,31 42,31 92,30

elementów skończonych, tej samej wartości intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6

ale o zmiennej liczbie otworów 𝑁 . Na wykresie 3.8 struktury te zaznaczone są czer-

woną linią.

Badając zależność parametrów pasm od periodyczności należy mieć na uwadze

ograniczenia wynikające z modelowania. w przestrzeni ciągłej dostępne periodyczno-

ści są liczbami naturalnymi, jednak w przestrzeni dyskretnej narzuconej przez TD-

SFEM możliwe jest modelowanie struktur, których periodyczności są całkowitymi

dzielnikami liczby elementów.

W tabeli 3.2 zestawiono parametry pasm zabronionych dla wybranych periodycz-

ności w zakresie od 0 do 150 kHz, gdzie 𝑛𝑃 oznacza liczbę pasm, ∆𝑔 oznacza średnią

szerokość pasm, max ∆𝑔 najszersze pasmo w zadanym zakresie,
∑︀

∆𝑔 jest sumą sze-

rokości wszystkich pasm zabronionych występujący w tym zakresie, a 𝑓𝑔1 jest dolną

granicą pierwszego pasma zabronionego.

Z zebranych danych wynika, że niezależnie od periodyczności struktury suma sze-

rokości wytłumionych pasm w danym zakresie jest zbliżona i stanowi około 28% spek-

trum. Wahania tych wartości wynikają z narzucenia górnej granicy zakresu częstotli-

wości, co w większym stopniu wpływa na struktury o małej liczbie pasm zabronionych

w przyjętym zakresie częstotliwości.

Szerokość pasma zabronionego jest funkcją periodyczności, ale jest również zależna

od częstotliwości, w sąsiedztwie której występuje. Nie należy zatem porównać ze sobą

pierwszego pasma zabronionego, bo zależność taka byłaby funkcją dwóch zmiennych,
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a wpływ jaki ma periodyczność na szerokość pasma zabronionego mógłby być prze-

słoniony przez inne czynniki. Dlatego analiza zależności szerokości od periodyczności

możliwa jest tylko wybranych pasm, które występują w strukturach o różnych pe-

riodycznościach, ale przy tej samej częstotliwości, co bezpośrednio wiąże się z tym

samym numerem częstotliwości. Na wykresie 3.9 widoczna jest zależność szerokości
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Rysunek 3.9: Zależność szerokości pasma zabronionego w funkcji periodyczności

pasma zabronionego od periodyczności dla pasm występujących przy częstościach

o numerach 100 (kolor czerwony), 200 (niebieski) i 300 (zielony). Wyraźnie widoczny

jest liniowy charakter tej zależności, który jest związany ze stosunkiem długości fali do

wielkości komórki elementarnej. Parametry dopasowania funkcji liniowych w postaci

∆𝑔 = 𝑎𝑛 + 𝑏 są zebrane w tabeli 3.3, gdzie 𝑎 to współczynnik kierunkowy prostej, 𝑏

wartość funkcji dla periodyczności równej 0, a 𝑅2 jest współczynnikiem ufności do-

pasowania.
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Tabela 3.3: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność szero-
kości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,1163 0,6368 0,9999

200 0,2096 0,4488 0,9999

300 0,2615 0,2418 0,9999

Drgania giętne

Na wykresie 3.10 pokazane są widma drgań własnych belek o periodycznościach

50 i 100 i intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6 oraz belki nieperiodycznej. Przerwy

występują przy częstotliwościach, których numery są całkowitymi wielokrotnościami

periodyczności. Są one wyraźnie widoczne dopiero dla wyższych częstotliwości.
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Rysunek 3.10: Widma częstotliwości giętnych drgań własnych układu nieperiodycz-
nego i układów o periodyczności 𝑁 = 50 i 𝑁 = 100

Zebrane na rysunku 3.11 wykresy przestawiają widma drgań giętnych w zależno-

ści od intensywności periodyczności 𝛼𝐻 struktur o periodycznościach 20, 50 i 100.

Ogólne zależności pozostają takie same jak w przypadku drgań wzdłużnych, czyli
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wraz ze wzrostem periodyczności wzrasta szerokość pasm zabronionych, ale maleje

ich liczba. Pasma są tym szersze im większa jest intensywność periodyczności. Pasma

zabronione położone w zakresie niskich częstotliwości są znacząco węższe niż ich od-

powiedniki dla drgań wzdłużnych i są widoczne tylko dla dużej wartości intensywności

periodyczności.

Parametry pasm zabronionych wyznaczone dla wybranych periodyczności belki

o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6, oznaczonej na wykresie 3.11 jako czerwona

linia, zostały zebrane w tabeli 3.4. 𝑛𝑃 oznacza liczbę pasm, ∆𝑔 oznacza średnią szero-

kość pasm, max ∆𝑔 najszersze pasmo w zadanym zakresie,
∑︀

∆𝑔 jest sumą szerokości

wszystkich pasm zabronionych występujący w tym zakresie, a 𝑓𝑔1 jest dolną granicą

pierwszego pasma zabronionego.

Tabela 3.4: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań poprzecznych
układu z otworami o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6.

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 25 1,77 5,24 39,60 0,54

25 20 2,08 6,31 36,94 0,80

50 10 3,99 10,92 39,77 3,26

80 6 5,91 14,55 35,45 7,88

100 5 7,42 15,13 34,22 11,85

200 2 13,73 25,88 27,46 32,92

w zakresie częstotliwości do 150 kHz liczba pasm zabronionych jest około 2 razy

większa niż w tym samym zakresie dla drgań podłużnych. Całkowite tłumienie w tym

zakresie nie zależy od periodyczności struktury i stanowi około 23% widma. Wahania

tych wartości wynikają z narzucenia górnej granicy zakresu częstotliwości.

Na wykresie 3.12 przedstawiona jest zależność szerokości pasma zabronionego od

periodyczności dla pasm występujących przy częstościach o numerach 100 (kolor czer-

wony), 200 (niebieski) i 300 (zielony). Wyraźnie widoczny jest liniowy charakter tej

zależności jest związany ze stosunkiem długości fali do wielkości komórki elementar-

nej. Parametry dopasowania funkcji liniowych w postaci ∆𝑔 = 𝑎𝑛 + 𝑏 są zebrane
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Rysunek 3.11: Widma częstości giętnych drgań własnych jako funkcja intensywności
𝛼𝐻 przy wybranych periodycznościach
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w tabeli 3.5, gdzie 𝑎 to współczynnik kierunkowy prostej, 𝑏 wartość funkcji dla perio-

dyczności równej 0, a 𝑅2 jest współczynnikiem ufności dopasowania.
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Rysunek 3.12: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności struktury
z otworami o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6

Tabela 3.5: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność szero-
kości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,0052 0,4327 0,9927

200 0,0109 0,6374 0,9994

300 0,0608 0,5788 0,9997

53

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Drgania skrętne

Widma skrętnych drgań własnych belek o periodycznościach 50 i 100 i wartości

intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6 oraz belki nieperiodycznej przedstawione są

na wykresie 3.13. Widoczne są wyraźne nieciągłości występujące przy częstotliwości,

której numer odpowiada całkowitej wielokrotności periodyczności.
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Rysunek 3.13: Widma skrętnych częstości drgań własnych układu nieperiodycznego
i układów o periodyczności 𝑁 = 50 i 𝑁 = 100

Zebrane widma częstotliwości skrętnych drgań własnych w funkcji intensywności

periodyczności 𝛼𝐻 zebrane zostały na wykresie 3.14. Widma drgań skrętnych wy-

kazują te same ogólne zależności, co widma drgań wzdłużnych i giętnych. Pasma

zabronione poszerzają się wraz ze wzrostem periodyczności, a ich liczba maleje. Sze-

rokość pasm zabronionych rośnie wraz ze wzrostem intensywności periodyczności, ale

ich liczba nie zależy od intensywności.

Szerokość pasm zabronionych ich liczba i położenie zależne są zarówno od perio-

dyczności, jak i intensywności periodyczności. Dla obranej intensywności 𝛼𝐻 = 0, 6,

zaznaczonej na wykresie 3.14 w postaci czerwonej linii, parametry pasm zabronionych

54

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


0

25

50

75

100

125

150

f n
[k
H
z]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
αH

N = 20

0

25

50

75

100

125

150

f n
[k
H
z]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
αH

N = 50

0

25

50

75

100

125

150

f n
[k
H
z]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
αH

N = 100

Rysunek 3.14: Widma częstości skrętnych drgań własnych jako funkcja intensywności
periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6 dla wybranych periodyczności
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zebrano w tabeli 3.6, gdzie 𝑛𝑃 oznacza liczbę pasm, ∆𝑔 oznacza średnią szerokość

pasm, max ∆𝑔 najszersze pasmo w zadanym zakresie,
∑︀

∆𝑔 jest sumą szerokości

wszystkich pasm zabronionych występujący w tym zakresie, a 𝑓𝑔1 jest dolną gra-

nicą pierwszego pasma zabronionego. Podobnie jak w przypadku drgań poprzecznych

i wzdłużnych całkowity zakres tłumionych częstotliwości jest niezależny od periodycz-

ności i pokrywa około 25% widma. Szukając najszerszego pasma w zakresie do 150 kHz

nie wzięto pod uwagę pasma występującego przy częstotliwości o numerze 𝑛 = 400.

Pasmo to jest poszerzone ze względu na nałożenie się na siebie pasm zabronionych

wynikających z periodyczności struktury oraz periodyczności modelu numerycznego.

Nie ma niestety możliwości odseparowania od siebie tych dwóch zjawisk.

Tabela 3.6: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań skrętnych układu
z otworami o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 27 1,66 1,75 43,39 5,47

25 21 1,87 2,11 41,27 6,62

50 10 3,83 4,00 38,29 13,37

80 6 6,20 6,31 37,22 20,95

100 5 7,86 7,77 39,29 25,85

200 2 17,41 11,52 34,81 48,99

Charakter zmian szerokości pasm zabronionych w zależności od periodyczności

należy rozpatrywać dla pasm występujących w tym samym zakresie częstotliwości.

Na wykresie 3.15 są zebrane szerokości pasm zabronionych występujących przy czę-

stotliwościach o numerach 100, 200 i 300 w funkcji periodyczności.

Wyraźnie widoczna liniowa zależność szerokości pasma zabronionego od perio-

dyczności jest związana ze stosunkiem długości fali do wielkości komórki elemen-

tarnej struktury periodycznej. Parametry dopasowania dopasowania funkcją liniową

w postaci ∆𝑔 = 𝑎𝑛 + 𝑏 zebrane są w tabeli 3.7, gdzie 𝑎 to współczynnik kierunkowy

prostej, 𝑏 wartość funkcji dla periodyczności równej 0, a 𝑅2 jest współczynnikiem

ufności dopasowania.
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Rysunek 3.15: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności

Tabela 3.7: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność szero-
kości pasma zabronionego od periodyczności

n a b 𝑅2

100 0,0291 0,3619 0,9995

200 0,0563 0,2296 0,9999

300 0,0722 0,2048 0,9999

Podsumowanie

Dane każdego typu drgań analizowane niezależnie pokazują charakterystykę dla

wyidealizowanego układu działającego tylko pod obciążeniami jednego rodzaju. W rze-

czywistości nigdy nie mamy do czynienia z wyłącznie jednym typem drgań. Nakłada

to pewne ograniczenia, ale daje też nowe możliwości.

Na wykresie 3.16 są przedstawione zależności różnych typów drgań własnych belki

o periodyczności 𝑁 =100 w funkcji intensywności periodyczności, gdzie każdy rodzaj

drgań przedstawiony jest inną barwą podstawową.
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Drgania wzd lużne

0

25

50

75

100

125

150

f
[k
H
z]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
αH

Drgania poprzeczne
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Drgania skrȩtne

Rysunek 3.16: Widma częstotliwości drgań własnych wzdłużnych, giętnych i skręt-
nych w zależności od intensywności periodyczności struktur periodycznych z otworami
o periodyczności 𝑁 = 100
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Z lożenie

Rysunek 3.17: Widma częstości własnych w zależności od intensywności periodycz-
ności periodycznych z otworami o periodyczności 𝑁 = 100

Można łatwo zauważyć, że złożone pasma zabronione przedstawione na wykre-

sie 3.28, w zakresie których nie występują żadne drgania własne są znacznie węższe

i występują dla większych wartości intensywności periodyczności 𝛼𝐻 . Przy dużych

wartościach intensywności periodyczności znacząco spada sztywność belek, co ogra-

nicza ich potencjalne zastosowanie jako elementy konstrukcji, ale nie wyklucza ich

wykorzystania w celu tłumienia drgań.

Można również zaobserwować obszary, które mogą posłużyć jako filtry konkret-

nych rodzajów drgań, które przepuszczają pozostałe drgania. Obszary które na wy-

kresie 3.28 są w kolorze purpurowym reprezentują struktury, które nie przepuszczają

drgań drgań wzdłużnych, a przepuszczą drgania poprzeczne i skrętne. Obszary w ko-

lorze niebieskozielonym reprezentują struktury periodyczne, które stanowią barierę

dla drgań poprzecznych, a przepuszczają drgania giętne oraz skrętne.
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Zmiany wartości modułu Younga

Widmo belki z periodycznie zmieniającymi się wartościami modułu sprężystości

ma charakter pasmowy, co znaczy, że w widmie występują pasma zabronione. Fale

o częstotliwościach z zakresu pasm zabronionych nie mogą być propagowane. Szero-

kość i położenie pasm zabronionych zależy od dwóch parametrów:

∙ periodyczność𝑁 określa liczbę powtarzających się segmentów w strukturze o in-

nej wartości modułu Younga,

∙ intensywność periodyczności jest miarą wielkości periodycznych zmian okre-

ślona jako względna zmiana modułu Younga 𝛼𝐸 = 1 − 𝐸/𝐸0 gdzie 𝐸0 jest

wyjściową wartością modułu sprężystości a 𝐸 wartością periodycznej modyfi-

kacji.

Poza tymi zmiennymi, na etapie projektowania możliwa jest jeszcze zmiana geometrii

i parametrów materiałowych, ale te zmiany wpływają na wartości, a nie na charak-

ter zmian wynikających z występowania periodyczności. Drgania wzdłużne, giętne

i skrętne są analizowane niezależnie od siebie, nie uwzględniono więc ewentualnych

sprzężeń pomiędzy nimi.

Drgania wzdłużne

Na wykresie 3.18 znajdują się widma belek o periodyczności 50 i 100 oraz belki

nieperiodycznej. W przypadku struktur periodycznych wartości intensywności perio-

dyczności wynosi 𝛼𝐸 = 0, 6. Widać, że nieciągłości pojawiają się dla częstotliwości,

których numery są całkowitą wielokrotnością periodyczności.

Złożone widma częstotliwości wzdłużnych drgań własnych w funkcji intensywno-

ści periodyczności 𝛼𝐸 struktur o wybranych periodycznościach zostały zebrane na

wykresie 3.19. Niebieskie obszary reprezentują dostępne mody drgań.

Jak widać zakresy gdzie drgania są propagowane, są przeplatane przez obszary

gdzie drgania nie mogą występować. Widoczna jest ogólna zależność pomiędzy sze-

rokością pasma zabronionego a intensywnością periodyczności. Im intensywność jest
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Rysunek 3.18: Widma częstości wzdłużnych drgań własnych struktury nieperiodycz-
nej i struktur o periodycznościach 50 i 100

większa, tym szersze jest pasmo zabronione. Wraz ze wzrostem intensywności można

zaobserwować przesunięcie pasm w kierunku niższych częstotliwości, co jest związane

ze zmnieszeniem sztywności całej struktury. Wraz ze wzrostem periodyczności rośnie

również szerokość pasm zabronionych przy równoczesnym zmniejszaniu się ich liczby.

W tabeli 3.8 zebrane zostały parametry pasm zabronionych dla różnych periodycz-

ności struktury, gdzie 𝑛𝑃 jest liczbą pasm zabronionych w zakresie od 0 do 150 kHz,

∆𝑔 oznacza średnią szerokość pasma zabronionego, max ∆𝑔 szerokość najszerszego

pasma zabronionego w danym zakresie,
∑︀

∆𝑔 oznacza całkowity zakres częstotliwo-

ści które nie mogą występować w strukturze, w zakresie od 0 do 150 kHz, a 𝑓𝑔1 jest

częstotliwością dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.

Dane zawarte w tabeli 3.8 pozwalają sformułować ogólne zależności położenia

i szerokości pasm zabronionych od periodyczności. Im większa periodyczność tym

mniej jest pasm zabronionych, środek pierwszego pasma zabronionego jest położony

w zakresie wyższych częstotliwości, a pasma są szersze. Sumaryczne tłumienie w za-
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Rysunek 3.19: Widma częstości wzdłużnych drgań własnych jako funkcja intensyw-
ności periodyczności

62

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Tabela 3.8: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań wzdłużnych układu
z periodycznie zmienną wartością modułu Younga 1 − 𝐸/𝐸0 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 12 2,93 3,79 35,28 10,79

25 10 3,11 4,49 32,74 14,08

50 5 6,02 8,38 30,11 26,54

80 3 9,45 12,71 22,87 39,46

100 2 13,54 13,99 27,87 47,39

200 1 26,26 26,26 26,26 83,51

kresie od 0 do 150 kHz wraz ze wzrostem periodyczności maleje, co ma związek ze

spadkiem całkowitej sztywności belki.

Dla porównania szerokości pasm zabronionych wybrano pasma, które znajdują się

w okolicach tych samych częstotliwości, a które występują dla częstotliwości o nu-

merach 100, 200 i 300. Zależność szerokości pasm zabronionych od periodyczności

pokazana jest na wykresie 3.20, a parametry dopasowania funkcja liniową w postaci

∆𝑔 = 𝑎𝑛+ 𝑏 znajdują się w tabeli 3.9.
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Rysunek 3.20: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności
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Tabela 3.9: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność szero-
kości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,1293 1,1422 0,9990

200 0,1306 0,0806 0,9998

300 0,0291 1,7367 0,9720

Widoczny jest charakter liniowy zależności od periodyczności, co jest związane ze

stosunkiem długości fali o określonej częstotliwości do wymiarów komórki elementar-

nej struktury.

Drgania giętne

Na wykresie 3.21 przedstawiono widmo częstotliwości giętnych drgań własnych

belki o periodyczności 50 i 100 oraz nieperiodycznej. W strukturach periodycznych

wartości intensywności wynosi 𝛼𝐸 = 0, 6. W widmie struktur periodycznych pojawiają

się charakterystyczne nieciągłości, które występują przy częstotliwościach, których

numery są całkowitą wielokrotnością periodyczności. Nieciągłości te występują przy

każdej kolejne wielokrotności, ale nie wszystkie są wyraźnie widoczne.

Wykres 3.22 przedstawia zależności częstotliwości giętnych drgań własnych od in-

tensywności periodyczności przykładowych periodyczności. Można zauważyć, że po-

mimo iż pasma zabronione są wyraźnie węższe niż w pozostałych przypadkach to wraz

z intensywnością periodyczności ich szerokość rośnie, a liczba maleje.

W przypadku drgań giętnych, mimo iż ogólne wnioski dotyczące zależności od

intensywności periodyczności oraz od periodyczności są takie same, to pasma zabro-

nione występują w zakresie wyższych częstotliwości i są one bardzo wąskie. Parametry

szerokości pasm zostały zebrane w tabeli 3.10 gdzie 𝑛𝑃 oznacza liczbę pasm zabronio-

nych w zakresie od 0 do 150 kHz, ∆𝑔 średnią szerokość pasma zabronionego, max ∆𝑔

szerokość najszerszego pasma zabronionego w danym zakresie,
∑︀

∆𝑔 całkowity zakres

częstotliwości które są tłumione, w zakresie od 0 do 150 kHz, a 𝑓𝑔1 jest częstotliwością

dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.
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Rysunek 3.21: Widma częstości giętnych drgań własnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodyczności 50 i 100

Średnia i maksymalna szerokość pasm zabronionych jest wyraźnie mniejsza niż

przypadku drgań wzdłużnych i skrętnych struktury ze zmianami modułu Younga.

Sumaryczne tłumienie w zakresie od 0 do 150 kHz wyraźnie maleje wraz ze wzrostem

periodyczności, co jest związane ze zmniejszeniem sztywności całej struktury.

Dla pasm występujących przy tych samych numerach częstotliwości można wy-

znaczyć zależność ich szerokości od periodyczności. Zależność ma charakter liniowy

co wynika z proporcji wielkości komórki elementarnej do długości fali o częstotliwości

z zakresu danego pasma zabronionego. Wykres 3.23 przedstawia szerokość pasma za-

bronionego w funkcji periodyczności, a parametry dopasowania funkcją liniową w po-

staci ∆𝑔 = 𝑎𝑛+ 𝑏 zebrane są w tabeli 3.11
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Rysunek 3.22: Widma częstości giętnych drgań własnych jako funkcja względnej
zmiany modułu Younga dla wybranych periodyczności
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Tabela 3.10: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań giętnych struktury
ze zmienną wartością modułu Younga o intensywności 𝛼𝐸 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 26 0,89 2,02 23,30 0,53

25 21 0,95 2,61 19,86 0,92

50 11 1,39 4,00 15,31 2,96

80 7 1,23 2,03 8,59 8,26

100 6 2,10 4,66 12,61 12,17

200 3 2,89 5,69 8,68 33,60

Tabela 3.11: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność sze-
rokości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,0176 0,3661 0,9992

200 0,0030 0,5834 0,9566

300 0,0156 0,6933 0,9994
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Rysunek 3.23: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności
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Drgania skrętne

Na wykresie 3.24 zebrano widma własnych drgań skrętnych belki nieperiodycznej

i periodycznych o periodyczności 50 i 100 oraz wartości intensywności periodycz-

ności 𝛼𝐸 = 0, 6. Podobnie jak w pozostałych przypadkach widoczne są nieciągłości

w widmie występujące przy częstotliwościach o numerach, będących całkowitymi wie-

lokrotnościami periodyczności.
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Rysunek 3.24: Widma częstości skrętnych drgań własnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodycznościach 50 i 100

Zebrane widma skrętnych drgań własnych w zależności od intensywności perio-

dyczności dla periodyczności 20, 50 i 100 są przedstawione na wykresie 3.25. Niebieskie

obszary reprezentują dostępne postacie drgań, białe zaś pasma zabronione. Czerwoną

linią zaznaczona jest wartość intensywności periodyczności 𝛼𝐸 = 0, 6.

Przy obranej wcześniej wartości intensywności periodyczności 𝛼𝐸 = 0, 6 parame-

try pasm zabronionych dla różnych periodyczności zebrano w tabeli 3.12 gdzie 𝑛𝑃

oznacza liczbę pasm, ∆𝑔 średnią szerokość pasm, max ∆𝑔 maksymalną zaobserwo-
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Rysunek 3.25: Widma częstości skrętnych drgań własnych jako funkcja intensywności
periodyczności 𝛼𝐸
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Tabela 3.12: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań skrętnych układu
ze zmienną wartością modułu Younga o wartości 1 − 𝐸/𝐸0 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 20 0,98 2,33 35,17 6,61

25 16 2,03 2,80 32,41 8,63

50 8 3,72 5,18 29,78 16,27

80 5 5,76 7,79 28,80 24,20

100 4 6,75 9,02 27,01 29,05

200 2 13,62 16,10 27,24 51,20

Tabela 3.13: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność sze-
rokości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,0793 0,7003 0,9993

200 0,0800 0,0494 0,9999

300 0,0178 1,0636 0,9999

waną szerokość pasma, a 𝑓𝑔1 położenie dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.

Sumaryczne tłumienie w zakresie do 150 kHz oznaczono jako
∑︀

∆𝑔.

Z zebranych danych wynika, że wraz ze wzrostem periodyczności rośnie szerokość

pasm zabronionych i częstotliwość, przy której występuje pierwsze pasmo ale spada

liczba pasm zabronionych. Sumaryczne tłumienie maleje wraz z periodycznością, co

jest spowodowane zmniejszaniem się sztywności całej struktury.

Porównując pasma zabronione które występują przy tych samych numerach czę-

stotliwości można zaobserwować liniową zależność szerokości pasm od periodyczno-

ści pokazaną na wykresie 3.26. Parametry dopasowania funkcją liniową w postaci

∆𝑔 = 𝑎𝑛 + 𝑏 znajdują się w tabeli 3.13. Liniowy charakter tej zależności związany

jest ze stosunkiem długości fali do wymiarów komórki elementarnej struktury perio-

dycznej.
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Rysunek 3.26: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności

Podsumowanie

Na wykresie 3.27 są przedstawione zależności różnych typów drgań własnych belki

o periodyczności 𝑁 =100 w funkcji intensywności periodyczności, gdzie każdy rodzaj

drgań przedstawiony jest inną barwą podstawową, oraz ich złożenie.

Zbierając dane dotyczące belki periodycznej o periodyczności 100 można zaob-

serwować, że nie posiada ona żadnych obszarów wolnych od jakichkolwiek drgań, co

dyskwalifikuje taką strukturę w zastosowaniach jako tłumik drgań. Z powodzeniem

może być jednak użyta jako filtr drgań danego typu, np. przepuszczać jedynie drgania

giętne, a tłumić wzdłużne i skrętne.
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Rysunek 3.27: Widma częstotliwości drgań własnych wzdłużnych, giętnych i skrętnych
w zależności od intensywności periodyczności struktur periodycznych ze zmianami
modułu Younga o periodyczności 𝑁 = 100
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Rysunek 3.28: Złożone widma częstości drgań własnych w zależności od intensywności
periodyczności struktur periodycznych ze zmianami modułu Younga o periodyczności
𝑁 = 100

Zmiany pola przekroju poprzecznego

Periodyczne zmiany pola przekroju poprzecznego powodują charakterystyczne dla

układów periodycznych zmiany w widmie. Szerokość i częstotliwość przy których wy-

stępują pasma zabronione zależy przede wszystkim od dwóch wielkości:

∙ periodyczność, określa liczbę powtarzających się segmentów o innym przekroju

poprzecznym w strukturze,

∙ intensywność periodyczności jest miarą wielkości periodycznych zmian okre-

ślona jako względna zmiana pola przekroju poprzecznego 𝛼𝑆 = 1 − 𝑆/𝑆0 gdzie

𝑆0 jest wyjściową wartością pola przekroju poprzecznego a 𝑆 jest polem prze-

kroju periodycznej modyfikacji.

Parametry materiałowe i geometria również wpływają na widmo, ale tylko jako wiel-

kości skalujące, nie mające wpływu na charakter zmian wywołanych przez sztucz-

nie wprowadzoną periodyczność względem belki nieperiodycznej. Drgania poprzeczne

i skrętne są analizowane niezależnie od siebie. W przypadku zmian pola przekroju po-

przecznego nie uwzględniono drgań wzdłużnych, ze względu na ograniczenia modelu,

który jest od tych zmian niezależny.
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Drgania giętne

Na rysunku 3.29 zestawiono widma belki nieperiodycznej oraz periodycznych o pe-

riodyczności 50 i 100, dla intensywności periodyczności 𝛼𝑆 = 0, 6. Charakterystyczne

dla struktur periodycznych nieciągłości w widmie częstotliwości są w tym przypadku

wyraźnie widoczne.
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Rysunek 3.29: Widma częstości giętnych drgań własnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodycznościach 50 i 100

Widma periodycznej belki w zależności od intensywności periodyczności 𝛼𝑆 przy

wybranych periodycznościach zebrano na wykresie 3.30. Szerokość pasm zabronionych

w ogólności rośni wraz z intensywnością periodyczności, są jednak odstępstwa od tej

reguły i pojawiają się przewężenia a nawet całkowite zanikanie pasm.

W tabeli 3.14 zestawiono parametry pasm zabronionych wyznaczone przy różnych

periodycznościach, gdzie 𝑛𝑃 oznacza liczbę, ∆𝑔 średnią , a max ∆𝑔 maksymalną

szerokość pasm zabronionych w zakresie do 150 kHz, 𝑓𝑔1 oznacza częstotliwość która

jest dolna granicą pierwszego pasma zabronionego, a
∑︀

∆𝑔 to suma wszystkich pasm

zabronionych w zakresie do 150 kHz.
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Rysunek 3.30: Widma częstości giętnych drgań własnych jako funkcja względnej
zmiany pola przekroju poprzecznego dla wybranych periodyczności
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Tabela 3.14: Zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań skrętnych struktur
ze zmienną wartością pola przekroju poprzecznego 𝛼𝑆 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 25 2,54 4,58 63,50 0,28

25 20 3,07 5,68 61,37 0,39

50 10 5,89 11,30 59,86 1,25

80 7 7,96 17,92 61,83 2,76

100 5 12,42 22,07 62,11 4,05

200 3 33,57 43,56 80,31 13,56

Zebrane dane pokazują ogólne zależności takie same jak w przypadkach opisanych

we wcześniejszych sekcjach. Wraz ze wzrostem periodyczności maleje liczba pasm

zabronionych ale rośnie ich szerokość i częstotliwości przy których dane pasmo wy-

stępuje. Sumaryczne tłumienie w zakresie do 150 kHz w przybliżeniu można uznać za

stałe, a pewne fluktuacje tej wartości związane są z przebiegiem granicy przedziału

wewnątrz pasma zabronionego.

Ale żeby dokładnie przyjrzeć się tej zależności szerokości pasma zabronionego od

periodyczności należy wziąć pod uwagę jeszcze częstotliwość, przy której to pasmo

występuje. Dlatego możliwe jest tylko sprawdzenie tej zależności dla pasm które wy-

stępują przy tych samych numerach częstotliwości. Zależność szerokości pasma od

periodyczności zebrano na wykresie 3.31. Widoczny jest liniowy charakter tej zależ-

ności, dopasowano zatem funkcje liniowe, a parametry dopasowania funkcji w postaci

∆𝑔 = 𝑎𝑛+ 𝑏 znajdują się w tabeli 3.15

Tabela 3.15: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność sze-
rokości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,0620 0,9600 0,9999

200 0,1109 1,7502 0,9999

300 0,2198 0,1379 0,9999
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Rysunek 3.31: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności

Drgania skrętne

Widma własnych drgań skrętnych periodycznej belki nieperiodycznej i o perio-

dycznościach 50 i 100 oraz intensywności periodyczności 𝛼𝑆 = 0, 6 przestawia wykres

3.32. Widoczne przerwy przy częstotliwościach o numerach, będących całkowitymi

wielokrotnościami periodyczności są obszarami częstotliwości drgań, które nie będą

propagowane w belce.

Zależność widma od intensywności periodyczności dla wybranych periodyczności

znajdują się na wykresie 3.33. Szerokość pasm zabronionych niezależnie od perio-

dyczności rośnie liniowo wraz z intensywnością periodyczności. Pasma zabronione są

szerokie i stanowią dużą część widma w badanym zakresie.

Wielkości opisujące pasma zabronione w zależności od periodyczności zebrano

w tabeli 3.16, gdzie 𝑛𝑃 oznacza liczbę, ∆𝑔 średnią, a max ∆𝑔 maksymalną szerokość

pasm zabronionych w zakresie do 150𝑘𝐻𝑧, 𝑓𝑔1 oznacza częstotliwość, która jest dolna

granicą pierwszego pasma zabronionego, a
∑︀

∆𝑔 to sumaryczne tłumienie w zakresie

do 150 kHz.
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Rysunek 3.32: Widma częstości skrętnych drgań własnych struktury nieperiodycznej
i struktury o periodyczności 50 i 100

Tabela 3.16: zestawienie parametrów pasm zabronionych dla drgań skrętnych układu
ze zmienną wartością modułu Younga o wartości 1 − 𝑆/𝑆0 = 0, 6

𝑁 𝑛𝑃 ∆𝑔 max ∆𝑔
∑︀

∆𝑔 𝑓𝑔1

20 19 5,33 5,65 83,35 6,61

25 15 6,66 7,09 82,00 7,94

50 7 16,08 14,58 80,38 14,09

80 4 19,62 23,39 78,48 20,31

100 3 25,66 30,94 76,98 24,16

200 1 65,69 65,69 65,69 43,80

Liczba pasm spada wraz ze wzrostem periodyczności, a szerokość i położenie

w widmie pojedynczego pasma rośnie. Sumaryczne tłumienie w zakresie do 150 kHz

spada wraz ze wzrostem periodyczności.

Zależność szerokości pasm występujących przy częstotliwościach o numerach 100,

200 i 300 przedstawia wykres 3.34. Widoczny jest liniowy charakter tej zależności,

który wynika ze stosunku długości fali do wymiarów komórki elementarnej struktury
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Rysunek 3.33: Widma częstości skrętnych drgań własnych w funkcji intensywności
periodyczności dla wybranych periodyczności
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periodycznej. Parametry dopasowania funkcją liniową w postaci ∆𝑔 = 𝑎𝑛 + 𝑏 są

zebrane w tabeli 3.17.
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Rysunek 3.34: Zależność szerokości pasma zabronionego od periodyczności

Tabela 3.17: Zestawienie parametrów dopasowanych funkcji liniowych zależność sze-
rokości pasma zabronionego od periodyczności

𝑛 𝑎 𝑏 𝑅2

100 0,2276 -)0,2008 0,9999

200 0,3341 -1,6084 0,9999

300 0,2276 -)0,2952 0,9999
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3.2 Dwuwymiarowe struktury periodyczne

Badanymi układami dwuwymiarowymi były tarcza i płyta obciążona siłami wzdłuż-

nymi i poprzecznymi. Obydwa przypadki rozpatrywane były niezależnie.

Do wyznaczenia częstotliwości własnych za pomocą metody redukcji Blocha ana-

lizowano aluminiową tarczę i płytę o wymiarach 𝑙 = 0, 5 m na 𝑏 = 0, 5 m i grubości

ℎ = 5 mm. W płycie było 2500 okrągłych otworów o średnicy 𝑑 = 8 mm, każdy

rozłożonych równomiernie na sieci kwadratowej, schemat przedstawiony na rysunku

3.35. Z racji na stosowaną metodę zastosowane są periodyczne warunki brzegowe. Pa-

rametry materiałowe aluminium zastosowane do obliczeń to: moduł Younga 𝐸 = 67.5

GPa, gęstość 𝜌 = 2700 𝑘𝑔/𝑚3, liczba Poissona 𝜈 = 0.33.

Rysunek 3.35: Schemat fragmentu dwuwymiarowej struktury periodycznej

Do symulacji propagacji fal w strukturze należy wziąć pod uwagę, że struktura

musi mieć skończone wymiary. Zastosowany układ jest aluminiową płytą składającą

się z trzech obszarów jak przedstawiono na rysunku 3.36. Cała płyta ma wymiary

𝑏 = 0.5 m, 𝑙 = 1 m i wysokości ℎ = 5 mm i jest podzielona na trzy obszary. Pierw-

szy obszar (A) o długości 0, 25 m jest obszarem od strony wymuszenia, pozwala na

rozwinięcie się fali przed wejściem w strukturę periodyczną, co ułatwia interpreta-

cje wyników. Drugi obszar (B) o długości 𝑙𝑝 = 0, 5 m stanowi badaną strukturę

periodyczną, która składa się z z 2500 otworów o średnicy 𝑑 = 8 mm, położonych

równomiernie na sieci kwadratowej. Trzeci obszar (C) nieperiodyczny o długości 0, 25
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m pozwala określić właściwości fali która przeszła przez strukturę periodyczną. Do

obliczeń przyjęto tłumienie materiału na poziomie 𝜂 = 10−4.

Rysunek 3.36: Schemat periodycznej płyty

3.2.1 Model numeryczny

Analiza drgań wzdłużnych i poprzecznych była prowadzona niezależnie od siebie,

dlatego nie wzięto pod uwagę ewentualnych sprzężeń pomiędzy nimi. Obliczenia były

prowadzone w oparciu o element skończony, którego schemat przedstawiony jest na

rysunku 3.37, o wymiarach 𝑏 = 1 cm, ℎ = 0, 5 cm.

Rysunek 3.37: Schemat dwuwymiarowego elementu skończonego (a) schemat rozkładu
węzłów elementu skończonego (b)
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Dla drgań wzdłużnych macierz sztywności i masy opracowano na podstawie stan-

dardowej dwumodowej teorii tarcz . Do obliczeń przyjęto pole przemieszczeń [82]:

⎧⎪⎨⎪⎩𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑0(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜓0(𝑥, 𝑦)

(3.5)

i pole odkształceń: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜖𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
= 𝜕𝜑(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥

𝜖𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

= 𝜕𝜓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

= 𝜕𝜑(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦

+ 𝜕𝜓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥

(3.6)

W przypadku drgań poprzecznych pole przemieszczeń było oparte na teorii Kir-

choffa [82] w formie: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝜑1(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝜓1(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜃0(𝑥, 𝑦)

𝜑1(𝑥, 𝑦) = − 𝜕

𝜕𝑥
𝜃0(𝑥, 𝑦)

𝜓1(𝑥, 𝑦) = − 𝜕

𝜕𝑦
𝜃0(𝑥, 𝑦)

(3.7)

natomiast pole odkształceń:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜖𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
= −𝜕2𝜃0(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2

𝜖𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑦

= −𝜕2𝜃0(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦2

𝛾𝑥𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑦

+ 𝜕𝑢𝑦
𝜕𝑥

= −2𝜕
2𝜃0(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝜕𝑦

𝑧

(3.8)

Do obliczeń częstotliwości drgań własnych za pomocą metody redukcji Blocha

przyjęto komórkę elementarną, będącą jednym spektralnym elementem skończonym.

Cała struktura była płytą o wymiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m i składała się z 2500
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komórek elementarnych rozłożonych równomiernie w sieci kwadratowej. Ze względu

na obraną metodę przyjęte zostały periodyczne warunki brzegowe.

Do symulacji propagacji fal przyjęto płytę opisaną w paragrafie 3.2. Obszary

pierwszy i trzeci o wymiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 25 m, składały się z 1250 spek-

tralnych elementów skończonych każdy, natomiast obszar periodyczny o wymiarach

𝑏 = 0, 5 m i 𝑙𝑝 = 0, 5 m składał się z 2500 spektralnych elementów skończonych

z otworami. Otwory były modelowane poprzez odjęcie objętości otworu z dziedziny

całkowania, tak samo jak miało to miejsce przypadku struktur jednowymiarowych

opisanych w paragrafie 3.1.1.

3.2.2 Drgania wzdłużne

Drgania własne

Wyniki symulacji drgań własnych uzyskane dla układów dwuwymiarowych, ze

względu na ich złożoność, wygodniej jest interpretować w układzie strefy zreduko-

wanej, czyli rozpatrując tylko pierwszą strefę Brillouina. W przypadku tarczy, czyli

układzie odniesienia, w którym nie występuje żadna periodyczność, pierwsza strefa

Brillouina ma tylko sens matematyczny, ale pozwala na proste porównanie ze struk-

turą periodyczną. Obraz zależności częstotliwości propagacji fal od ich wektorów fa-

lowych dla tarczy i tarczy periodycznej przedstawione są na wykresach 3.38 i 3.39

Każda płaszczyzna przedstawiona na wykresach 3.38 i 3.39 reprezentuje mody

drgań i odpowiadające im wektory falowe w każdym kierunku. Ze względu na czytel-

ność tych wyników dużo łatwiej jest interpretować przekroje przez powyższe wykresy,

zarówno w płaszczyźnie poziomej, czyli możliwe kierunki propagacji fal przy ustalo-

nej częstotliwości, jaki i płaszczyźnie pionowej przechodzącej przez punkt (0, 0), czyli

dostępne częstotliwości dla wybranych kierunków propagacji fal.
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Rysunek 3.38: Zależność częstotliwości drgań własnych od wektorów falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla tarczy nieperiodycznej (𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m)
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Rysunek 3.39: Zależność częstotliwości drgań własnych od wektorów falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla tarczy periodycznej (𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m) z otwo-
rami ułożonymi równomiernie na sieci kwadratowej, liczba otworów wynosi 2500
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Tarcza nieperiodyczna Tarcza periodyczna
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Rysunek 3.40: Pierwsza strefa Brillouina, przekroje w kierunkach 100 i 110 tarczy
nieperiodycznej o wymiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m oraz tarczy periodycznej o tych
samych wymiarach z 2500 otworów w ułożonych równomiernie na sieci kwadratowej

Na wykresie 3.40 przedstawione są zależności częstotliwości od długości wektora

falowego w kierunku 100, czyli kierunku wzdłuż boku kwadratu w sieci kwadratowej

i 110 czyli kierunku wzdłuż przekątnej kwadratu w komórce elementarnej, kierunki te

pokazane są na rysunku 3.41. W odniesieniu do struktury, która nie jest periodyczna

kierunki można obrać dowolnie, w przypadku przeprowadzonych obliczeń numerycz-

nych są narzucone przez metodę.

Na wykresach po lewej stronie znajdują się charakterystyki tarczy. Pomimo, że

układ taki jest izotropowy, występują pewne różnice w zależności od kierunków. Jest

to spowodowane podziałem na kwadratowe komórki elementarne, wymaganym przez

model numeryczny, co powoduje, że kierunek 110 reprezentuje większy zakres wekto-

rów falowych (od 0 do
√

2) niż kierunkek 100. Po prawej stronie znajdują charakte-

rystyki struktury periodycznej odpowiednio w kierunkach 100 i 110. Odbiegają one
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Rysunek 3.41: Schemat fragmentu periodycznej tarczy z zaznaczonymi kierunkami
przemieszczeń, oraz kierunkami propagacji fal

wyraźnie od wyników uzyskanych dla tarczy oraz znacząco różnią się między sobą,

co jest spowodowane różnymi odległościami periodycznie powtarzających się otworów

w tych kierunkach. Pełne pasmo zabronione powinno występować w każdym kierunku,

jednak przy przyjętej strukturze periodycznej nie udało się znaleźć takich wielkości

parametrów otworów i sieci, aby takie pasmo powstało. Jednakże w kierunku 100 po-

wstaje pasmo zabronione w okolicy 154 kHz, które nie pojawia się w ogóle na kierunku

110.

Dokładniejszy obraz pasma zabronionego pokazany jest na wykresie 3.42. Linie

o stałych częstotliwościach pokazują jakie wektory falowe, których początek znajduje

się w środku układu współrzędnych, a koniec na danej linii, są dozwolone, czyli w ja-

kich kierunkach propagacja może zachodzić. Jeśli mówimy o tarczy izotropowej przy

każdej częstotliwości taki przekrój będzie przedstawiał okręgi. Struktura periodyczna

charakteryzuje się różnymi właściwościami propagacji fal od kierunku, a w przypadku

wskazanej wcześniej częstotliwości 154 kHz również pasmo zabronione dla jednego

kierunku. Zacieniony obszar na wykresie 3.42 obrazuje kierunki w jakim fale propa-

gowane być nie mogą. Wycinek kąta, pod którym tak się dzieje to 2𝛿 = 65, 24∘ co

stanowi 72,5% kąta prostego. Tak duży kąt sprawia, że pasmo zabronione stanowi tak

naprawdę barierę dla fal poruszających się w kierunku 100. Zaznaczony na wykresach

kąt 𝛾 jest wycinkiem kąta określającym możliwe kierunki propagacji fali.
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Rysunek 3.42: Pierwsza strefa Brillouina, linie o stałej częstotliwości 154 kHz tarczy
nieperiodycznej o wymiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m oraz tarczy periodycznej o tych
samych wymiarach z 2500 otworów w ułożonych równomiernie na sieci kwadratowej

Propagacja fali

Tarcza opisana w paragrafie 3.2 została pobudzona do drgań podłużnych w kie-

runku 𝑦 na całej długości krawędzi. Siła wymuszająca o wartości 𝐹 = 1 N i często-

tliwości 154 kHz była modulowana za pomocą okna Hanninga. Sygnał wymuszający

pokazany jest na wykresie 3.44. Wybrana częstotliwość znajduje się w paśmie zabro-

nionym w kierunku wzdłuż stałej sieci struktury. Schemat pobudzenia przedstawiony

jest na rysunku 3.43.

Rysunek 3.43: Schemat wymuszenia
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Rysunek 3.44: Sygnał wymuszający o częstotliwości 154 kHz, składający się z 16
impulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

Obliczenia prowadzono przy wykorzystaniu TD-SFEM i opracowanego tarczo-

wego elementu skończonego. Rozwiązania równań ruchy wykorzystano metodę New-

marka [82], dla wartości parametrów 𝛼 = 0, 25 i 𝛽 = 0, 5. Na rysunku 3.46 przed-

stawiony jest rozkład amplitud tarczy oraz tarczy periodycznej w każdym punkcie

w wybranych chwilach. Przemieszczenia zdefiniowano jako 𝐴 =
√︀
𝑢20 + 𝑣20.

Amplitudę drgań wyznaczono w punktach oznaczonych na rysunku 3.43 jako 𝑃1,

czyli punkcie, do którego fala dociera przed przejściem przez strukturę periodyczną

i 𝑃2 czyli punkt, do którego fala dochodzi po przejściu przez strukturę periodyczną.

Gdy bierzemy pod uwagę tarczę fala może propagować swobodnie wzdłuż kierunku

𝑦, a amplituda drgań zmienia się tylko ze względu na tłumienie materiału. Struktura

periodyczna w środku tarczy sprawia, że fala nie może propagować z kierunku 𝑦, a

jedynie w kierunku skośnym do sieci. Powoduje to uwięzienie paczki falowej na obsza-

rze wejściowym (A). Jedynie niewielkie przenikanie fali przez strukturę periodyczną

(B) związane jest ze możliwym skośnym kierunkiem propagacji. Widmo fali przed

i po przejściu przez strukturę periodyczną przedstawia wykres 3.45. Amplituda fali

o częstotliwości wymuszającej po przejściu przez strukturę periodyczną zmniejszyła

się o trzy rzędy wielkości.

89

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


10−4

10−3

10−2

10−1

1

A
/A

0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

f [kHz]

P1

P2

10−4

10−3

10−2

10−1

1

A
/A

0

0 25 50 75 100 125 150 175 200

f [kHz]

P1

P2

Rysunek 3.45: Widma mocy drgań podłużnych membrany pobudzonej na brzegu
paczką falową o częstotliwości 154kHz, zmierzone w punktach 𝑃1 - przed przejściem
przez strukturę periodyczną (zielone) i 𝑃2 - po przejściu przez strukturę periodyczną
(niebieskie), tarczy nieperiodycznej (góra) i tarczy z obszarem periodycznym (dół)
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Tarcza nieperiodyczna Tarcza periodyczna
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Rysunek 3.46: Propagacja fali wzdłużnej o częstotliwości 154 kHz w tarczy nieperio-
dycznej (lewa strona) i tarczy ze strukturą periodyczną (prawa strona)
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3.2.3 Drgania poprzeczne

Drgania własne

Zgodnie z teorią opisaną w rozdziale 2.3 wszystkie możliwe zależności częstotli-

wości drgań od wektorów falowych występujące w strukturze periodycznej znajdują

się w pierwszej strefie Brillouina. Jeśli rozpatrujemy strukturę dwuwymiarową pierw-

sza strefa Brillouina jest również dwuwymiarowa, a zależności pomiędzy częstotli-

wościami a wektorami falowymi przyjmują postać płaszczyzn. Każdy punkt dowolnej

płaszczyzny reprezentuje pojedynczą postać drgań własnych struktury. Zależność czę-

stotliwości od wektorów falowych w strukturze opisanej na początku paragrafu 3.2

przedstawiona jest na wykresie 3.47.
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Rysunek 3.47: Zależność częstotliwości drgań własnych od wektorów falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla płyty periodycznej (𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m) z otwo-
rami ułożonymi równomiernie na sieci kwadratowej, liczba otworów wynosi 2500

W celu interpretacji wyników łatwiej się posługiwać przekrojami wykresu 3.47

w charakterystycznych kierunkach, a więc kierunku wzdłuż wektorów sieciowych,

w sieci kwadratowej kierunek wzdłuż boku kwadratu opisany jako (100), oraz kie-
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runek wzdłuż przekątnej kwadratu opisany jako (110), oznaczonymi na rysunku 3.48

. Zależności częstotliwości od wartości wektora falowego w odpowiednim kierunku

przedstawiono na rysunku 3.49.

Rysunek 3.48: Schemat fragmentu periodycznej płyty z zaznaczonymi kierunkami
przemieszczeń, oraz kierunkami propagacji fal
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Rysunek 3.49: Pierwsza strefa Brillouina, przekroje w kierunkach 100 i 110 płyty
o rozmiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m z 2500 otworów w ułożonych równomiernie na
sieci kwadratowej

Na wykresach szarym kolorem zaznaczone są pasma częstotliwości zabronione

dla danego kierunku. Niestety w zakresie, w którym wielkości otworów w stosunku

do wielkości komórki elementarnej nie prowadziłaby do znacznej zmiany sztywno-

ści struktury, nie udało się uzyskać pasma zabronionego niezależnego od kierunku

propagacji, jednakże sama kierunkowość tego zjawiska daje możliwości potencjalnego

zastosowania jako bariery tłumiącej fale płaskie.
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Przyglądając się pierwszej strefie Brillouina mając na uwadze tylko wybrane czę-

stotliwości, można określić możliwe kierunki propagacji fal, oraz możliwe zakresy tłu-

mienia.

Przy ustalonej częstotliwości, można pokazać jakie wektory falowe są dla danej

częstotliwości dozwolone, czyli można określić kierunki propagacji fal względem sieci.

Na rysunku 3.50 przedstawiono odpowiednio wektory falowe dla częstotliwości 75 kHz,

czyli pasmo zabronione kierunku 100 i 95 kHz, czyli pasmo pasmo dozwolone zarówno

w kierunku 100 jak i 110.

−1 −0,5 0 0,5 1
−1

−0.5

0

0.5
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−1 −0,5 0 0,5 1
−1

−0.5

0

0.5
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Rysunek 3.50: Pierwsza strefa Brillouina, linie o stałej częstotliwości 75 kHz i 95 kHz,
drgania własne płyty o rozmiarach 𝑏 = 0, 5 m i 𝑙 = 0, 5 m z 2500 otworów w ułożonych
równomiernie na sieci kwadratowej

Przy ustalonych częstotliwościach można określić kierunki, w jakich dozwolona

jest propagacja fali. Na wykresie 3.50 zaznaczone zielone linie reprezentują wektory

falowe, które przy zadanej częstotliwości są dozwolone. Obszar zaznaczony szarym

kolorem oznacza, że w danych kierunkach propagacja nie może zachodzić. Kierunki

pod jakimi propagacja nie może zachodzić są opisane jako 𝛿. Sumując wszystkie kąty

𝛿 otrzymana wartość określa wycinek kąta, w którym propagacja nie jest możliwa.

Dla częstotliwości 75 kHz
∑︀

𝑖 𝛿𝑖 = 66, 37∘ co stanowi 73% kąta prostego, a dla często-

tliwości 95 kHz
∑︀

𝑖 𝛿𝑖 = 18, 25∘ co stanowi 20% kąta prostego.

Pomimo braku pasma zabronionego w każdym kierunku, pasmo w pobliżu czę-

stotliwości 75 kHz jest szerokie zarówno w dziedzinie częstotliwości, jak i w zakresie
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kątów które obejmuje. Pasmo takie dość dobrze nadaje się do tłumienia fal propagu-

jących w kierunku 100.

Propagacja fal

Obliczenia prowadzono przy wykorzystaniu TD-SFEM i opracowanego płyto-

wego elementu skończonego. Do rozwiązania równań ruchu wykorzystano metodę

Newmarka [82], dla wartości parametrów 𝛼 = 0, 25 i 𝛽 = 0, 5. Symulacja przepro-

wadzona dla czasu 0.9 ms, czyli czasu na propagację fali w płycie od jednego brzegu

do drugiego i z powrotem. Przedstawione są wyniki symulacji dotyczące propagacji

fal poprzecznych o częstotliwościach 75 kHz i 95 kHz, które znajdują się odpowiednio

w paśmie zabronionym dla kierunku 100 i w paśmie dozwolonym zarówno dla kierunku

100, jak i 110. Symulacje przeprowadzono zarówno w strukturach periodycznych, jak

i nieperiodycznych.

Płyta została pobudzona do drgań poprzecznych z siłą 𝐹 = 1 N wzdłuż jednego

brzegu zgodnie ze schematem pokazanym na rysunku 3.51. Przyłożone wymuszenie

periodyczne modulowane oknem Hanninga przedstawiają wykresy 3.52 i 3.53.

Na rysunkach 3.54 i 3.55 przedstawiony jest rozkład amplitud płyty oraz płyty pe-

riodycznej w każdym punkcie w wybranych chwilach przy częstotliwości odpowiednio

75 kHz i 95 kHz.

Płyta bez periodyczności stanowi odniesienie do analizy. Fala rozchodzi się w niej

bez przeszkód w kierunku 𝑦 zgodnie założeniami teoretycznymi. Zgodnie z założeniami

teoretycznymi częstotliwość wymuszenia wpływa wyłącznie na prędkość propagacji

fal.

W strukturze periodycznej fala nie może być propagowana swobodnie i zjawisko

to jest zależne od częstotliwości siły wymuszającej. Przy częstotliwości siły wymusza-

jącej 𝑓𝑤 = 75 kHz, czyli częstotliwości znajdującej się wewnątrz pasma zabronionego,

można zaobserwować, że fala zostaje uwięziona w obszarze nieperiodycznym (A), po-

nieważ w strukturze periodycznej nie może propagować w kierunku 𝑦 czyli kierunku

100 w sieci otworów. W obszarze periodycznym (B) fala może propagować jedynie

w kierunku, który jest zgodny z kierunkiem wyznaczonym przez przekątną komórki
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Rysunek 3.51: Schemat wymuszenia
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Rysunek 3.52: Sygnał wymuszający o częstotliwości 75 kHz, składający się z 16 im-
pulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Rysunek 3.53: Sygnał wymuszający o częstotliwości 95 kHz, składający się z 16 im-
pulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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elementarnej sieci otworów, czyli kierunkiem 110. Można zaobserwować pewne zmiany

na brzegach płyty, gdzie występuje zjawisko konwersji modów i odbicia, co powoduje

zmianę kierunku propagacji fal i w konsekwencji przedostawanie się części fal przez

strukturę periodyczną do obszaru (C).

Amplitudę drgań wyznaczono w punktach oznaczonych na rysunku 3.51 jako 𝑃1,

czyli punkcie, do którego fala dociera przed przejściem przez strukturę periodyczną

i 𝑃2 czyli punkcie, do którego fala dochodzi po przejściu przez strukturę periodyczną.

Widmo fali przed i po przejściu przez strukturę periodyczną przedstawiają wykresy

3.56 uzyskane dla częstotliwości 75 kHz i 3.57 uzyskane dla częstotliwości 95 kHz.

Amplituda fali o częstotliwości z zakresu pasma zabronionego, po przejściu przez

strukturę periodyczną, zmniejszyła się o dwa rzędy wielkości w stosunku do amplitudy

drgań po stronie wymuszenia. W przypadku, gdy częstotliwość fali wymuszającej nie

pokrywała się z pasmem zabronionym struktura periodyczna nie stanowiła dla niej

przeszkody. Amplituda fali o częstotliwości spoza pasma zabronionego, po przejściu

przez strukturę periodyczną nie ulega istotnym zmianom. Na wykresie 3.57 widoczne

jest pokrycie w widmie większego zakresu częstotliwości po przejściu przez strukturę

periodyczną, co jest spowodowane pojawieniem się dudnienia wynikającego z wielo-

krotnych odbić wewnątrz struktury periodycznej.
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Rysunek 3.54: Propagacja fali poprzecznej o częstotliwości 75 kHz w płycie nieperio-
dycznej (lewa strona) i płycie ze strukturą periodyczną (prawa strona)
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Rysunek 3.55: Propagacja fali poprzecznej o częstotliwości 95 kHz w płycie nieperio-
dycznej (lewa strona) i płycie ze strukturą periodyczną (prawa strona)
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Rysunek 3.56: Widma mocy drgań poprzecznych płyty pobudzonej paczką falową
o częstotliwością 𝑓 = 75 kHz, która znajduje się wewnątrz pasma zabronionego,
zmierzone w punktach 𝑃1 - przed przejściem przez strukturę periodyczną (zielone)
i 𝑃2 - po przejściu przez strukturę periodyczną (niebieskie). Wykres górny dotyczy
płyty, a dolny płyty periodycznej
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Rysunek 3.57: Widma mocy drgań poprzecznych płyty pobudzonej paczką falową
o częstotliwością 𝑓 = 95 kHz która znajduje się opza pasmem zabronionym, zmierzone
w punktach 𝑃1 - przed przejściem przez strukturę periodyczną (zielone) i 𝑃2 - po
przejściu przez strukturę periodyczną (niebieskie). Wykres górny dotyczy płyty, a
dolny płyty periodycznej
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Rozdział 4

Elektromechaniczne struktury

periodyczne

Zjawisko piezoelektryczne zostało odkryte w 1880 roku przez Pierre’a i Jacques’a

Curie. Zaobserwowali oni, że pod wpływem naprężeń mechanicznych pojawiają się

ładunki elektryczne na powierzchni niektórych kryształów, których wartość była pro-

porcjonalna do przyłożonego naprężenia. Rok później Gabriel Lippmann zapropono-

wał istnienie odwrotnego zjawiska piezoelektrycznego, polegającego na odkształcaniu

się piezoelektryka pod wpływem pola elektrycznego.

V V

Rysunek 4.1: Schemat prostego zjawiska piezoelektrycznego

Materiały piezoelektryczne, ze względu na sprzężenie pola mechanicznego i elek-

trycznego, znajdują zastosowanie w bardzo wielu dziedzinach techniki. Począwszy

od wykorzystania piezoelektryków w przetwornikach elektroakustycznych, aparatów
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USG, gdzie wykorzystane jest proste zjawisko piezoelektryczne, po układy precyzyjnie

sterujące położeniem sond lub próbek w mikroskopach ze skanującą sondą (SPM).

Zjawisko piezoelektryczne występuje w naturalnych kryształach kwarcu, ale w za-

stosowaniach przemysłowych używa się materiałów wytworzonych sztucznie. Najczę-

ściej jest to ceramika na bazie soli mieszanej tytanianu ołowiu i cyrkonianu ołowiu,

znana jako ceramika PZT. Wytworzenie takiego materiału polega na podgrzaniu go

do temperatury większej niż temperatura Curie, przyłożeniu odpowiednio silnego pola

elektrycznego i powolnym chłodzeniu. Pole elektryczne wymusza orientację kryszta-

łów w materiale, która utrzymuje po schłodzeniu. Kierunek pola elektrycznego wy-

znacza oś biegunową, która w dalszym opisie matematycznym oznaczana będzie jako

oś 𝑧. Tak przygotowany materiał jest anizotropowy, czyli wykazuje odmienne właści-

wości fizyczne w zależności od kierunku obserwacji.

4.1 Opis matematyczny zjawiska piezoelektrycznego

Opis matematyczny zjawiska piezoelektrycznego wymaga zdefiniowania wielkości

fizycznych, które je opisują. Zwyczajowe skróty literowe należy w niektórych przypad-

kach zastąpić innymi ze względu na występowanie ich zarówno w elektromagnetyzmie

jak i w mechanice. Nomenklatura została zaczerpnięta z publikacji [83, 84].

Wielkości fizyczne i ich relacje w opisie zjawiska piezoelektrycznego przyjmują

następujące postaci:

Indukcja elektryczna jest definiowana jako:

D = 𝜖E, 𝐷𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝐸𝑗, (4.1)

gdzie D jest wektorem indukcji elektrycznej, E jest wektorem natężenia pola elek-

trycznego, a 𝜖 jest przenikalnością elektryczną materiału.

Prawo Hooke’a ma postać:

S = 𝑠T, 𝑆𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝑇𝑘𝑙, (4.2)
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gdzie S jest odkształceniem, T naprężeniem a 𝑠 jest macierzą współczynnikó podat-

ności materiału.

Wielkości D, E, S i T są wielkościami wektorowymi, a 𝜖 i 𝑠 są wielkościami ten-

sorowymi. Standardowy opis kierunków w materiale piezoelektrycznym przedstawia

rysunek 4.2

1

2

3

4

5

6

x

y

z

Rysunek 4.2: Schemat opisu kierunków wykorzystywanych do opisu zjawiska piezo-
elektrycznego

Kierunki 𝑥, 𝑦 i 𝑧 dotyczą zarówno pola elektrycznego, jak i naprężeń mechanicz-

nych i odpowiadają w nomenklaturze kierunkom 1, 2 i 3, natomiast kierunki 4, 5 i 6

są kierunkami odpowiadającymi naprężeniom ścinającym.

Zjawisko piezoelektryczne opisywane jest 4 współczynnikami 𝑑𝑖𝑗, 𝑒𝑖𝑗, 𝑔𝑖𝑗 i ℎ𝑖𝑗 zde-

finiowanymi jako:

𝑑𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝐷𝑖

𝜕𝑇𝑗

)︂
𝐸

=

(︂
𝜕𝑆𝑗
𝜕𝐸𝑖

)︂
𝑇

𝑒𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝐷𝑖

𝜕𝑆𝑗

)︂
𝐸

=

(︂
𝜕𝑇𝑗
𝜕𝐸𝑖

)︂
𝑆

𝑑𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑇𝑗

)︂
𝐷

=

(︂
𝜕𝑆𝑗
𝜕𝐷𝑖

)︂
𝑇

𝑑𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝐸𝑖
𝜕𝑆𝑗

)︂
𝐷

=

(︂
𝜕𝑇𝑗
𝜕𝐷𝑖

)︂
𝑆

(4.3)

gdzie indeksy po nawiasie odnoszą się do warunków eksperymentu i oznaczają:

∙ E - brak pola elektrycznego, czyli zamknięty obwód,

∙ D - brak indukcji elektrycznej, czyli obwód otwarty,
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∙ S - brak naprężeń mechanicznych, czyli próbka swobodna,

∙ T - brak odkształceń, czyli próbka utwierdzona.

Sformułowania po lewej stronie odnoszą się do zjawiska piezoelektrycznego pro-

stego, a po prawej do odwrotnego. Powiązania pomiędzy polami, a stałymi materia-

łowymi zebrano na grafie 4.3.

Rysunek 4.3: Schemat zależności elektromechanicznych współczynników dla materia-
łów piezoelektrycznych

Sprzężenie pomiędzy polem elektrycznym a polem naprężeń w materiałach piezo-

elektrycznych opisywane jest za pomocą równań w postaci:

S = 𝑠T− 𝑑𝑡E

D = 𝑑T + 𝜖E
(4.4)

gdzie S jest wektorem naprężeń, T jest wektorem odkształceń, zaś E wektorem pola

elektrycznego.D jest wektorem indukcji elektrycznej, 𝑠 jest macierzą współczynników

podatności materiału piezoelektrycznego, 𝑑 jest macierzą stałych sprzężenia elektro-

mechaniczego zjawiska piezoelektrycznego prostego, 𝑑𝑡 jest macierzą stałych sprzęże-

nia elektromechaniczego zjawiska piezoelektrycznego odwrotnego, a 𝜖 jest macierzą

stałych dielektrycznych materiału piezoelektrycznego [83].
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4.2 Modelowanie belki z piezoelektrycznymi elemen-

tami aktywnymi

Elementy piezoelektryczne w obwodzie elektrycznym mają charakter pojemno-

ściowy, można zatem je połączyć z oporem 𝑅 i incukcyjnością 𝐿 tworząc obwód re-

zonansowy RLC. Układ RLC przymocowany do wycinka belki przedstawiony jest na

rysunku 4.4.

Rysunek 4.4: Obwód rezonansowy z aktywnym elementem piezoelektrycznym przy-
mocowanym do belki

Do symulacji struktur periodycznych z elementami piezoelektrycznymi przyjęto

model materiału PZT zaproponowany w pracy [85], użyty również w pracy [86]. Au-

torzy przedstawili metodę pozwalającą na obliczenie efektywnego modułu Younga

materiału piezoelektrycznego włączonego w obwód rezonansowy. Materiał piezoelek-

tryczny wykazuje zależne od częstotliwości sztywność oraz tłumienie, a sama częstotli-

wość jest zależna od parametrów układu rezonansowego. W związku z tym efektywny

moduł Younga materiału piezoelektrycznego w obwodzie rezonansowym można opisać

wzorem:

𝐸𝑆𝑈
𝑝 (𝜔) = 𝐸𝐷

𝑝

(︂
1 − 𝑘231

1 + 𝑖𝜔𝐶𝜖
𝑝𝑍

𝑆𝑈(𝜔)

)︂
(4.5)

gdzie 𝐸𝑆𝑈
𝑝 jest efektywnym modułem Younga materiału piezoelektrycznego w obwo-

dzie zamkniętym, 𝐸𝐷
𝑝 jest efektywnym modułem Younga w obwodzie rozwartym, 𝑘31

jest współczynnikiem sprzężenia elektro-mechanicznego, 𝐶𝜖
𝑝 jest pojemnością elek-
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tryczną elementów piezoelektrycznych, a 𝑍𝑆𝑈 jest impedancją obwodu rezonanso-

wego.

Pojedynczy prętowy i belkowy element skończony modelowano w oparciu o odpo-

wiednio standardowy model prętowy oraz model belki Timoshenko, tak jak opisany

w rozdziale 3.1.1 . Element był rozpięty na 6 węzłach będących miejscami zerowymi

wielomianów Czebyszewa.

+ =

Rysunek 4.5: Modelowanie komórki elementarnej belki z piezoelektrycznymi elemen-
tami aktywnymi

Macierz sztywności i macierz masy elementu powstały poprzez dodanie odpo-

wiednich macierzy belki aluminiowej oraz elementów z materiału piezoelektrycznego.

Macierz sztywności elementu piezoelektrycznego, zgodnie z opisaną powyżej metodą,

jest zależna od częstotliwości, w której zawiera się cały wpływ układu elektrycznego

na zjawiska mechaniczne. Ze względu na tę zależność konieczne jest modelowanie

całego układu w dziedzinie częstotliwości.

4.3 Elektromechaniczne struktury periodyczne

W symulacjach przyjęto belkę i pręt aluminiowy o długości 𝑙 = 1 m, szerokości

𝑏 = 2 cm i wysokości ℎ = 1 cm z 50 elementami piezoelektrycznymi z ceramiki PZT

przyklejonymi symetrycznie na jego górnej i dolnej powierzchni. Szerokość piezoele-

mentów wynosiła 𝑏𝑃𝑍𝑇 = 2 cm, długość 𝑙𝑃𝑍𝑇 = 1 cm i wysokość ℎ𝑃𝑍𝑇 = 0, 1 cm,

schemat wycinka takiego układu przedstawia rysunek 4.6.

Pojedyncza komórka elementarna struktury przedstawione na rysunku 4.7 składa

się z wycinka belki oraz obwodu rezonansowego RLC, złożonego z dwóch elementów
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Rysunek 4.6: Schemat wycinka belki z przyklejonymi elementami piezoelektrycznymi

piezoelektrycznych o pojemności 𝐶𝜖
𝑃 = 15 nF, indukcyjności 𝐿 dobranej do zadanej

częstotliwości oraz oporu 𝑅 = 1 Ω.

Rysunek 4.7: Schemat komórki elementarnej badanej struktury

Do obliczeń przyjęto właściwości materiałowe aluminium o wartościach: moduł

Younga 𝐸 = 67, 5 GPa, gęstosć 𝜌 = 2700 kg/m3, liczba Poissona 𝜈 = 0, 33 oraz

tłumienie 𝜂 = 10−4, a dla PZT 𝐸𝑃𝑍𝑇 = 63 GPa, gęstosć 𝜌𝑃𝑍𝑇 = 7800 kg/m3, liczba

Poissona 𝜈 = 0, 33 i współczynnik sprzężenia elektromechanicznego 𝑘31 = 0, 35.
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4.4 Analiza drgań wymuszonych

Drgania wzdłużne

Pierwszym krokiem w badaniu struktur elektromechanicznych było wyznaczenie

charakterystyk amplitudowo-częstotliwościowych pręta z elementami piezoelektrycz-

nymi nie zwartymi w żaden obwód. Pręty z naklejonymi piezoelektrykami będącymi

w rozwartym obwodzie można traktować jak strukturę z periodycznie występującymi

zmianami geometrii oraz właściwości materiałowych. Charakterystykę amplitudowo-

częstotliwościową tego układu przedstawiono na wykresie 4.8. Widoczne są wyraźne

pasma bez pików rezonansowych w przedziałach od 84 kHz do 124 kHz oraz 200 kHz

do 215 kHz. Są to pasma zabronione wynikające wyłącznie z mechanicznych właści-

wości struktury, podobne do tych opisanych w rozdziale 3.
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Rysunek 4.8: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa pręta z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi, brak układu rezonansowego

Dobierając odpowiedni element indukcyjny można dostroić układ rezonansowy do

dowolnej częstotliwości, a wiec do częstotliwości, która jest propagowana w strukturze

periodycznej bez przeszkód lub do częstotliwości, która w układzie pasywnym nie jest

propagowana i w ten sposób wpłynąć na charakterystykę danego pasma zabronionego.
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Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa pręta z piezoelektrycznymi ele-

mentami aktywnymi włączonymi w układy rezonansowe dostrojony do częstotliwości

𝑓𝑅 = 40 kHz z oporem elektrycznym każdego układu 𝑅 = 1 Ω, a wiec w paśmie czę-

stotliwości dozwolonych, przedstawiono na wykresie 4.9. W takim przypadku pojawia

się dodatkowe pasmo zabronione, wymuszone przez układ rezonansowy, o częstotli-

wościach w okolicy jego drgań własnych czyli 𝑓𝑅 = 50 kHz. Wynika to z rozpraszania

energii na oporze elektrycznym. Niewielkiemu przesunięciu w kierunku wyższych czę-

stotliwości ulegają również pasma zabronione obserwowane w strukturze pasywnej.
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Rysunek 4.9: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa pręta z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi. Układ rezonansowy RLC dostrojony do częstotliwości
𝑓𝑅 = 40 kHz

Jeśli elektryczny układ rezonansowy będzie dostrojony do częstotliwości, przy któ-

rej w układzie pasywnym występuje pasmo zabronione, pasmo to wyraźnie ulegnie po-

szerzeniu. Widoczne jest to na charakterystyce amplitudowo-częstotliwościowa przed-

stawionej na wykresie 4.10 i jest związane z brakiem możliwości propagacji drgań

w strukturze periodycznej oraz rozpraszania energii na oporze elektrycznym.

Parametry pasm zabronionych w zależności od zadanej częstotliwości elektrycz-

nego układu rezonansowego zestawiono w tabeli 4.1.

Ogólny charakter zmian w widmie wywołanych zmianami w obwodzie rezonanso-

wym przedstawia wykres 4.11. Wykres jest mapą przedstawiającą częstotliwość drgań
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Rysunek 4.10: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa pręta z piezoelek-
trycznymi elementami aktywnymi. Ukkład rezonansowy RLC dostrojony do często-
tliwości 𝑓 = 110 kHz

Tabela 4.1: zestawienie parametrów pasm zabronionych drgań podłużnych

Częstotliwość
rezonansowa 𝑓𝑅

paswmo
wymuszone

pierwsze
pasmo
zabronione

drugie
pasmo
zabronione

układ pasywny brak 84-124 kHz 200-215 kHz

40 kHz 38-41 kHz 90-133 kHz 215-230 kHz
110 kHz brak 78-143 kHz 219-234 kHz
160 kHz 138-175 kHz 81-114 kHz 227-241 kHz

mechanicznych 𝑓 na osi poziomej, częstotliwość rezonansową układu RLC 𝑓𝑅 na osi

pionowej, a kolor odpowiada amplitudzie drgań wymuszonych z uwzględnieniem ko-

rekcji linii bazowej. Obszary czerwone oznaczają wartości częstotliwości drgań me-

chanicznych 𝑓 , które będą propagowane przy zadanej częstotliwości elektrycznego

układu rezonansowego 𝑓𝑅. Białe obszary są to częstotliwości drgań mechanicznych

przy których propagacja fal nie jest możliwa. Na wykresie widoczne są również miej-

sca naprzemiennie występujących kolorów białych i czerwonych. jest to spowodowane

ograniczeniami wynikającymi z modelu numerycznego oraz sposobu wykonania wy-

kresu, należy je jednak interpretować jako pasma dozwolone.
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Rysunek 4.11: Zależność położenia pasm zabronionych w widmie częstotliwości w za-
leżności od częstotliwości elektrycznego układu rezonansowego 𝑓𝑅
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Drgania poprzeczne

W przypadku drgań poprzecznych również mamy do czynienia z występującymi

pasmami zabronionymi w strukturze pasywnej. W badanym zakresie były to dwa

pasma o częstotliwościach od 86 kHz do 96 kHz oraz od 154 do 166. Charakterystykę

amplitudowo-częstotliwościową struktury pasywnej przedstawia wykres 4.12.

-12

-10

-8

-6

-4

-2

A
m

p
li

tu
d

a

0 50 100 150 200 250

f [kHz]

Rysunek 4.12: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa belki z elementami
piezoelektrycznymi, bez układu rezonansowego

Dostrojenie układu rezonansowego do częstotliwości, w której w układzie pasyw-

nym drgania były dozwolone, powoduje powstanie pasma zabronionego w okolicach

tej częstotliwości oraz przesunięcie się pasm występujących w układzie pasywnym.

Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa takiej belki z układem rezonanso-

wym dostrojonym do częstotliwości 𝑓𝑅 = 50 kHz oraz oporem elektrycznym każdego

układu 𝑅 = 1 Ω przedstawiono na wykresie 4.13

W przypadku dostrojenia częstotliwości elektrycznego układu rezonansowego do

występującego w układach pasywnych pasma zabronionego, pasmo zabronione w istotny

sposób się poszerza. Widoczne to jest na wykresie 4.14, który przedstawia charakte-

rystykę amplitudowo-częstotliwościowa belki z elektrycznym układem rezonansowym

dostrojonym do częstotliwości 𝑓𝑅 = 100 kHz.
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Rysunek 4.13: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa belki z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi. Układ rezonansowy RLC dostrojony do częstotliwości
𝑓𝑅 = 50 kHz
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Rysunek 4.14: Charakterystyka amplitudowo-częstotliwościowa belki z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi. Układ rezonansowy RLC dostrojony do częstotliwości
𝑓𝑅 = 100 kHz
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Zestawienie parametrów pasm zabronionych różnych konfiguracji badanych belek

znajduje się w tabeli 4.2. Parametry pasm zabronionych w zależności od zadanej

częstotliwości elektrycznego układu rezonansowego zestawiono w tabeli 4.2.

Tabela 4.2: zestawienie parametrów pasm zabronionych drgań poprzecznych

Częstotliwość
rezonansowa 𝑓𝑅

pasmo
wymuszone

pierwsze
pasmo
zabronione

drugie
pasmo
zabronione

układ pasywny brak 84-96 kHz 154-166 kHz
50 kHz 47-51 kHz 94-103 kHz 165-178 kHz
100 kHz brak 84-116 kHz 170-181 kHz
150 kHz 125-165 kHz 83-90 kHz 183-193 kHz

Ogólny obraz zależności parametrów pasm zabronionych od częstotliwości układu

rezonansowego przedstawia wykres 4.15

Rysunek 4.15: Zależność położenia pasm zabronionych w widmie częstotliwości w za-
leżności od częstotliwości elektrycznego układu rezonansowego 𝑓𝑅

115

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


4.5 Propagacja fal

Symulacje propagacji fal wzdłużnych w pręcie z aktywnymi elementami piezoelek-

trycznymi prowadzono przy użyciu FD-SFEM. Wybrane sformułowanie jest wyma-

gane w celu modelowania materiałów piezoelektrycznych, których moduł Younga jest

funkcją częstotliwości. Niesie to za sobą konieczność dodania na brzegach struktury

elementów pozwalających odrzucić odbicia na brzegach struktury (z ang. throw-off

element).

Rysunek 4.16: Schemat belki z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi

Wyznaczono amplitudę drgań w punktach 𝑃1 i 𝑃2 pokazanych na rysunku 4.16.

Punkt oznaczony kolorem zielonym oznaczony 𝑃1 jest to punkt w pobliżu elementu,

do którego przyłożone było wymuszenie, w którym wyznaczona została amplituda

przed przejściem przez strukturę periodyczną. Punkt oznaczony kolorem niebieskim

𝑃2 jest to punkt, w którym wyznaczona została amplituda po przejściem przez struk-

turę periodyczną. Przyjęte punkty nie znajdują się na skraju badanej struktury. Nie

wpływa to jednak znacząco na wyniki, a pozwala uniknąć ewentualnych problemów

związanych z przyjętą metodą rozwiązania.

Fale wzdłużne

Pręt opisany na początku rozdziału został pobudzony do drgań wzdłużnych na

jednym z końców siłą 𝐹 = 1 N. Przyjęte zostały dwie częstotliwości wymuszenia
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𝑓 = 40 kHz, czyli częstotliwość, przy której w strukturze pasywnej występuje pasmo

dozwolone, oraz 𝑓 = 110 kHz, czyli częstotliwość, przy której w strukturze pasywnej

występuje pasmo zabronione. Sygnał wymuszający modulowany był oknem Hanninga

pokazanym na wykresach 4.17 i 4.18,
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Rysunek 4.17: Sygnał wymuszający o częstotliwości 40 kHz, składający się z 8 impul-
sów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Rysunek 4.18: Sygnał wymuszający o częstotliwości 110 kHz, składający się z 8 im-
pulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

Na wykresie 4.19 przedstawiona jest propagacja fal w kilku możliwych kombi-

nacjach częstotliwości fali wymuszającej oraz częstotliwości układu rezonansowego.

117

P
o

b
ra

no
 z

 m
o

st
w

ie
d

zy
.p

l

http://mostwiedzy.pl


Przyjęto dwie częstotliwości fali wymuszającej z zakresu pasma dozwolonego 𝑓 = 40

kHz i zabronionego 𝑓 = 110 kHz układu pasywnego. Układ RLC był rozwarty i do-

strojony do częstotliwości 𝑓𝑅 = 40 kHz lub 𝑓𝑅 = 110 kHz. Na osi poziomej każdego

wykresu przedstawiona jest odległość od wymuszenia, a na osi pionowej czas.

Na wykresie 4.20 zebrano widma amplitud drgań wyznaczone w punktach 𝑃1

i 𝑃2. Widmo wyznaczone w pobliżu wymuszenia oznaczone jest kolorem zielonym,

natomiast po przejściu przez strukturę periodyczną kolorem niebieskim. Czerwona

linia określa częstotliwość rezonansową układu RLC.

Przeprowadzone symulacje, których wyniki przedstawiono na wykresach 4.19 i 4.20,

prowadzą do wniosków:

W układzie pasywnym fala o częstotliwości 𝑓 = 40 kHz może propagować bez

przeszkód, amplituda po przejściu przez strukturę zmienia się w niewielkim stopniu.

Fala o częstotliwości 𝑓 = 110 kHz nie może swobodnie propagować. Występujące

w tej części widma pasmo zabronione stanowi barierę dla drgań. Ze względu na stosu-

nek szerokości spektralnej pasma fali wymuszającej do szerokości pasma zabronionego

możliwa jest propagacja fal o częstotliwościach spoza zakresu pasma zabronionego.

W przypadku dostrojenia układu RLC do częstotliwości 𝑓𝑅 = 40 kHz, fala o czę-

stotliwości 𝑓 = 40 kHz nie może swobodnie propagować. Pojawia się wymuszone

pasmo zabronione spowodowane rozpraszaniem energii na oporze elektrycznym. Pa-

smo zabronione jest wyraźnie widoczne, jednak jest spektralnie bardzo wąskie, przez

co nie obserwuje się znaczącej zmiany amplitudy po przejściu przez strukturę.

W strukturze z układem RLC dostrojonym do częstotliwości 𝑓𝑅 = 40 kHz, nie

obserwuje się wyraźnych zmian w propagacji fali o częstotliwości 𝑓 = 110 kHz w sto-

sunku do układu pasywnego. Widoczne wcześniej pasmo zabronione ulega jedynie

niewielkiemu przesunięciu w kierunku wyższych częstotliwości.

Dostrojenie układu RLC do częstotliwości 𝑓𝑅 = 110 kHz, nie powoduje wyraźnych

zmian w propagacji fali o częstotliwości 𝑓 = 40 kHz w stosunku do układu pasywnego.

Gdy układ jest dostrojony do częstotliwości 𝑓𝑅 = 110, czyli zgodnej z często-

tliwością wymuszenia oraz znajdującą się wewnątrz pasma zabronionego występują-

cego w strukturze pasywnej, obserwuje się wyraźne poszerzenie pasma zabronionego.
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Ogranicza to propagacje fal z zakresu częstotliwości bliskiego pasmu zabronionemu,

a występujące w widmie wymuszenia. Amplituda drgań po przejściu przez strukturę

periodyczną maleje o rząd wielkości w stosunku do amplitudy po stronie wymuszenia.

Jest to związane z uniemożliwieniem propagacji fali w strukturze ze względu na jej

periodyczny charakter, oraz rozproszeniu energii na oporze elektrycznym. Widmo wy-

znaczone po stronie wymuszenia wskazuje na występowanie tłumienia jeszcze przed

przejściem przez strukturę periodyczną. Jest to związane z położeniem punktu 𝑃1 do

którego dociera fala już po przejściu przez obszar pierwszej komórki elementarnej,

czyli fali już częściowo wytłumionej.
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Rysunek 4.19: Propagacja fal wzdłużnych o częstotliwościach 40 kHz i 110 kHz
w strukturze periodycznej z elementami piezoelektrycznymi
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Rysunek 4.20: Widma drgań wzdłużnych po wzbudzeniu o częstotliwościach 40 kHz
i 110 kHz wyznaczone w punktach 𝑃1 i 𝑃2
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Fale poprzeczne

Belka z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi została pobudzony do drgań

poprzecznych na jednym z końców siłą 𝐹 = 1 N. Przyjęto dwie częstotliwości wymu-

szenia 𝑓 = 50 kHz, czyli częstotliwość, przy której w strukturze pasywnej występuje

pasmo dozwolone, oraz 𝑓 = 100 kHz, czyli częstotliwość, przy której występuje pasmo

zabronione. Wymuszenie pokazane jest na wykresach 4.21 i 4.22,
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Rysunek 4.21: Sygnał wymuszający o częstotliwości 50 kHz, składający się z 8 impul-
sów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Rysunek 4.22: Sygnał wymuszający o częstotliwości 100 kHz, składający się z 8 im-
pulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Na wykresie 4.23 przedstawiona jest propagacja fal poprzecznych w strukturach,

w których układ RLC był rozwarty, albo dostrojony do częstotliwości 𝑓𝑅 = 50 kHz

lub 𝑓𝑅 = 100 kHz. Widma drgań przed i po przejściu przez strukturę przedstawione

są na wykresie 4.24. Kolor zielony oznacza widmo wyznaczone w punkcje 𝑃1, a kolor

niebieski w punkcje 𝑃2. Czerwona linia reprezentuje częstotliwość rezonansową układu

RLC.

Przeprowadzone symulacje prowadząc do szeregu wniosków:

W układzie pasywnym fala o częstotliwości 𝑓 = 50 kHz może propagować bez

przeszkód, amplituda po przejściu przez strukturę zmienia się w niewielkim stopniu.

Fala o częstotliwości 𝑓 = 100 kHz nie może swobodnie propagować. Występujące

w tej części widma pasmo zabronione stanowi barierę dla drgań. Pasmo zabronione

wpływa wyraźnie na amplitudę fali po przejściu. Szerokość pasma zabronionego jest

niewielka, dlatego fale o częstotliwościach spoza zakresu pasma zabronionego propa-

gują przez strukturę.

W przypadku dostrojenia układu RLC do częstotliwości 𝑓𝑅 = 50 kHz, fala o czę-

stotliwości 𝑓𝑅 = 50 kHz nie może swobodnie propagować. Pojawia się wymuszone

pasmo zabronione spowodowane rozpraszaniem energii na oporze elektrycznym. Am-

plituda fali zmniejsza się w sposób wyraźny, jednak wymuszone pasmo zabronione

jest bardzo wąskie.

W strukturze z układem RLC dostrojonym do częstotliwości 𝑓𝑅 = 50 kHz, nie są

widoczne wyraźne zmian w propagacji fali o częstotliwości 𝑓 = 100 kHz w stosunku do

układu pasywnego. Widoczne wcześniej pasmo zabronione ulega jedynie niewielkiemu

przesunięciu w kierunku wyższych częstotliwości.

Dostrojenie układu RLC do częstotliwości 𝑓𝑅 = 100 kHz, nie powoduje wyraźnych

zmian w propagacji fali o częstotliwości 𝑓 = 50 kHz w stosunku do układu pasywnego.

Gdy układ jest dostrojony do częstotliwości 𝑓𝑅 = 100, czyli zgodnej z częstotli-

wością wymuszenia oraz znajdującą się wewnątrz pasma zabronionego występującego

w strukturze pasywnej, obserwuje się wyraźne poszerzenie pasma zabronionego. Am-

plituda fali po przejściu przez strukturę ulega ponad dziesięciokrotnemu zmniejszeniu.
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Jest to związane z ograniczeniem możliwości propagacji w strukturze periodycznej

przy jednoczesnym rozpraszaniu energii na oporze elektrycznym.
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Rysunek 4.23: Propagacja fal poprzecznych o częstotliwościach 50 kHz i 110 kHz
w strukturze periodycznej z elementami piezoelektrycznymi
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Rysunek 4.24: Widma drgań poprzecznych po wzbudzeniu o częstotliwościach 50 kHz
i 100 kHz wyznaczone w punktach 𝑃1 i 𝑃2
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Rozdział 5

Badania eksperymentalne

W celu potwierdzenia wyników obliczeń numerycznych przeprowadzono również

badania eksperymentalne za pomocą skaningowej doplerowskiej wibrometrii laserowej

(SLDV – Scanning Laser Doppler Vibrometry), w laboratorium wibrometrii lasero-

wej w Katedrze Mechatroniki i Inżynierii Wysokich Napięć na Wydziale Elektro-

techniki i Automatyki Politechniki Gdańskiej. Badania dotyczyły drgań wzdłużnych

i poprzecznych w jednowymiarowych strukturach periodycznych.

Badania przeprowadzono za pomocą wibrometru laserowego Polytec PSV-400.

W skład stanowiska pomiarowego wchodził również stół antywibracyjny, oraz wzmac-

niacz America Piezo, Inc. model EPA-140 (±200 Vpp). Do wzbudzenia drgań wyko-

rzystano elementy piezoelektryczne American Piezo inc. model PZT-850 podłączone

do wzmacniacza. Stanowisko pomiarowe przedstawione jest na rysunku 5.1

Pomiary eksperymentalne przeprowadzono na strukturach, których ogólny sche-

mat przedstawiony jest na rysunku 5.2. Każda struktura była wykonaną z aluminium

belką w której było 20 otworów rozmieszczonych równomiernie na długości 1 m. Ca-

łakowita długośćbelki wynosiła 1, 2 m, z czego 20 cm stanowiło mocowanie.
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Rysunek 5.1: Stanowisko pomiarowe laserowej wibrometrii doplerowskiej, jedną struk-
turą

Rysunek 5.2: Schemat wycinka badanej struktury periodycznej

5.1 Drgania wzdłużne

W celu zbadania widma częstotliwości drgań wymuszonych opisana powyżej belka

periodyczna o intensywności periodyczności 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 = 0, 65 została pobudzona do

drgań wzdłużnych sygnałem typu chirp o częstotliwości w zakresie od 1 kHz do 200

kHz. Amplitudę mierzono w 211 punktach, równomiernie umiejscowionych wzdłuż

długości belki, a następnie wyniki uśredniono dla każdej częstotliwości.

Na wykresie 5.3 przedstawiono widma drgań wzdłużnych w pręcie nieperiodycz-

nym oraz periodycznym otrzymane eksperymentalnie i metodami numerycznymi. Wy-

kres przedstawia odkształcenia w funkcji częstotliwości. Odkształcenia zaznaczone na

wykresach eksperymentalnych są to odkształcenia w osi prostopadłej do drgań.
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1 2 3

1 2

Rysunek 5.3: Widma drgań wzdłużnych pręta nieperiodycznego, periodycznego uzy-
skane za pomocą SDLV oraz charakterystyka amplitudowo częstotliwościowa uzyskana
metodą TD-SFEM. Pręt periodyczny o periodyczności 𝑁 = 20 i 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 = 0.65
mm.
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Wyniki otrzymane za pomocą wibrometru laserowego potwierdzają, że w izotro-

powej belce drgania wzdłużne występują w całym zakresie drgań, natomiast w belce

periodycznej znajdują się pasma zabronione.

Pierwsze pasmo zabronione wykazuje bardzo dobrą zgodność z wynikami ekspery-

mentalnymi. Na widmie eksperymentalnym widoczne są jeszcze dwa pasma, które nie

są zgodne z wynikami symulacji numerycznych. Pasmo nr 2 w widmie eksperymental-

nym prawdopodobnie ma związek ze sprzężeniami pomiędzy wzdłużnymi i giętnymi

postaciami drgań, których model numeryczny nie uwzględnia z uwagi na przyjęte

w pracy rozprzężenie. Pasmo nr 3 pokrywa się w części z danymi symulacyjnymi.

Istnienie drgań wewnątrz pasma zabronionego spowodowane jest prawdopodobnie

nakładaniem się na pasmo zabronione dla drgań wzdłużnych pasma dozwolonego dla

drgań giętnych lub skrętnych, jak pokazano na wykresie 3.28.

5.2 Drgania giętne

W celu potwierdzenia wyników numerycznych przeprowadzono badania ekspe-

rymentalne na belkach. Badane struktury periodyczne były belkami o wymiarach:

długość 𝑙 = 1, 2 m, szerokość 𝑏 = 25 mm i wysokość ℎ = 10 mm. W każdym z 9

badanych obiektów nawiercono 20 jednakowych otworów o średnicach od 𝑑 = 5 do

𝑑 = 12 mm, rozmieszczonych równomiernie na długości 𝑙 = 1 m. Całkowita długość

belki wynosiła 𝑙 = 1, 2 m, z czego 20 cm służyło do utwierdzenia belki w uchwycie.

5.2.1 Drgania wymuszone

W pierwszym kroku zmierzono amplitudy giętnych drgań wymuszonych. W tym

celu pobudzano belkę do drgań sygnałem typu chirp o częstotliwościach w zakresie

od 1 kHz do 200 kHz. Amplitudu była mierzona w 211 punktach, rozmieszczonych

równomiernie wzdłuż długości belki, a następnie uśrednione dla każdej częstotliwości.

Wykres 5.4 przedstawia widmo częstotliwości drgań poprzecznych belki niepe-

riodycznej oraz periodycznej. W widmie struktury periodycznej widoczne są wyraźne

pasma w których amplituda drgań wyraźnie maleje, czyli pasma zabronione oznaczone
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Rysunek 5.4: Widmo drgań własnych belki nieperiodycznej (z lewej strony) oraz pe-
riodycznej (z prawej) uzyskane za pomocą SLDV. Otwory w belce periodycznej miały
względną średnicę 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 = 0.5

na wykresie kolorem szarym. Położenie pasm zabronionych w każdej ze zmierzonych

belek naniesiono na wykres 5.5 wraz z wynikami symulacji komputerowych.

Wyniki otrzymane metodami numerycznymi oraz eksperymentalnymi wykazują

dość dużą zbieżność. Położenie pasm zabronionych wyznaczone za pomocą symulacji

numerycznych występują w podobnym zakresie częstotliwości w badaniach ekspery-

mentalnych, jednak szerokość pasm zabronionych wyznaczonych za pomocą symulacji
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Rysunek 5.5: Porównanie położenia pasm zabronionych uzyskanych w wyniku ba-
dań eksperymentalnych z wynikami numerycznymi jako funkcja względnej średnicy
otworów 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 = 0.5. Wyniki otrzymane dla belki o periodyczności 𝑁 = 20

jest mniejsza niż zmierzona. Może to wynikać z niedoszacowania funkcji korekcyjnej

𝑓
(︁
𝑑
𝑙𝑒

)︁
w równaniu 3.4. Aby to skorygować należałoby oprzeć funkcję 𝑓

(︁
𝑑
𝑙𝑒

)︁
całkowicie

na wynikach eksperymentalnych.

5.2.2 Propagacja fal

Zbadana została również propagacja fal sprężystych strukturze periodycznej. W celu

pokazania wydajności struktury periodycznej jako filtru częstotliwości wybrano dwie

częstotliwości fal: 𝑓 = 22 kHz jako falę o częstotliwości z zakresu pasma dozwolonego

i 𝑓 = 44 kHz jako falę o częstotliwości z zakresu pasma zabronionego. W obydwu

przypadkach sygnałem było 10 impulsów sinusoidalnych modulowanych oknem Han-

ninga. W przypadku pomiarów propagacji fal belka była swobodna, dlatego efektywna

długość belki wynosiła 𝑙 = 1, 2 m, a fragment bez otworów został wykorzystany jako

przestrzeń do całkowitego wytworzenia sygnału przed wejściem w strukturę perio-

dyczną.

Wykresy 5.6 przedstawiają amplitudy prędkości w funkcji długości belki w wy-

branych momentach. Potwierdzają one wcześniejsze obserwacje. Fala o częstotliwości
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Rysunek 5.6: Wykresy prędkości punktów pomiarowych na belce w funkcji odległości
wyznaczone za pomocą SLDV w różnych chwilach. Belka periodyczna z 20 otworami
o średnicy 𝛼𝐻 = 𝑑/𝑏 = 0, 5. Częstotliwość fali wymuszającej 𝑓 = 22 kHz (lewa strona)
i 𝑓 = 44 kHz (prawa)
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z zakresu pasma dozwolonego przemieszcza się przez strukturę periodyczną bez za-

kłóceń, natomiast fala o częstotliwości z zakresu pasma zabronionego 𝑓 = 44 kHz nie

może propagować i w efekcie jest silnie tłumiona. Amplituda drgań spada o 91,5 %

w czasie 1,55 ms od momentu wymuszenia.
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Rozdział 6

Podsumowanie

Wyniki symulacji przeprowadzonych na bazie opracowanych modeli numerycznych

umożliwiły przeprowadzenie oceny możliwości wykorzystania właściwości struktur pe-

riodycznych w celu tłumienia drgań mechanicznych.

Praca podzielona była na trzy etapy. Pierwszy etap polegał na opracowaniu modeli

numerycznych i określeniu ich jakości w odniesieniu do wyników dostępnych w lite-

raturze.

Drugi etap badań polegał na wyznaczeniu charakterystyk dynamicznych pasyw-

nych struktur periodycznych. Ten etap badań pozwolił na określenie ogólnych zależ-

ności występowania zjawisk wynikających z periodyczności struktury od parametrów

struktury periodycznej i jej komórki elementarnej. W każdym z badanych przypad-

ków w widmie struktury periodycznej pojawiały się pasma zabronione. Intensywność

periodyczności wpływa istotnie na szerokość pasm zabronionych nie zmieniając ich

liczby, ani położenia w widmie częstości. Z kolei im większa jest periodyczność struk-

tury, tym pasma są szersze i wyżej położone, ale ich liczba jest mniejsza. Wyniki

symulacji komputerowych dotyczących struktur pasywnych zostały również pozytyw-

nie zweryfikowane eksperymentalnie.

Z przeanalizowanych jednowymiarowych pasywnych struktur periodycznych naj-

lepsze wyniki uzyskuje się w przypadku, gdy źródłem periodyczności jest obecność

otworów. Z drugiej strony najmniejszy wpływ na obserwowane zmiany charaktery-
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styk dynamicznych wykazują struktury, w których źródłem periodyczności są zmiany

modułu sprężystości.

Trzeci etap pracy obejmował rozwinięcie modeli numerycznych w sposób, który

umożliwił symulowanie struktur z elementami piezoelektrycznymi.

Struktury periodyczne, w których periodyczność geometryczna wynika z wyko-

rzystania aktywnych elementów piezoelektrycznych można również wykorzystać jako

pasywne układy tłumiące, a wnioski dotyczące takich układów znajdują zastosowanie

również w tym przypadku.

Struktury periodyczne z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi włączonymi

w obwód rezonansowy RLC mogą być z powodzeniem wykorzystywane do tłumienia

drgań w sposób kontrolowany. Obwód rezonansowy z elementem piezoelektrycznym

powoduje pojawienie się pasma zabronionego w widmie drgań mechanicznych przy

częstotliwości drgań własnych układu rezonansowego RLC.

Dostrojenie częstotliwości rezonansowych układów RLC do częstotliwości, która

znajduje się w paśmie zabronionym w widmie drgań mechanicznych, powoduje wy-

raźne poszerzenie się pasma zabronionego, co przekłada się na znaczne zwiększenie

wydajności tłumienia drgań w tym zakresie częstotliwości. Za pomocą układów RLC

można równie w niewielkim stopniu wpływać na położenie pasma zabronionego.
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