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Przedmowa

Niniejsza praca stanowi podsumowanie kilkuletnich badan zwiazanych z dynamika
struktur periodycznych prowadzonych w Katedrze Mechatroniki i Inzynierii Wysokich
Napie¢ na Wydziale Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej. Badania
byty zwigzane z realizacja projektu NCN Propagacja fal sprezystych w strukturach
periodycznych, o numerze UMO-2012/07/B/ST8/03741.

W tym miejscu chciatbym wyrazi¢ podziekowania dla Pana profesora Arkadiusza
Zaka i Pana profesora Marka Krawczuka, kierownika Katedry Mechatroniki i Inzy-
nierii Wysokich Napieé¢, za umozliwienie mi prowadzenia badan oraz cenne rady i
wyrozumialoéé. Chciatbym podziekowa¢ rowniez wszystkim pracownikom z Katedry
Mechatroniki i Inzynierii Wysokich Napie¢ za zyczliwe przyjecie i mila atmosfere,
ktora przyczynita sie do powstania tej pracy.

Prace te dedykuje ojcu, calej rodzinie i przyjaciotom, ktorzy wykazali sie ogrom-

nym wsparciem i jeszcze wieksza cierpliwoscia.
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Rozdzial 1

Wstep

Czlowiek od zarania dziejow bada strukture materii. W znakomitej wiekszosci
przypadkow okazuje sie, ze materia sktada sie z powtarzajacych sie elementow. Ele-
menty te moga by¢ rozmieszczone w przestrzeni w sposob uporzadkowany jak i nie-
uporzadkowany. Struktury uporzadkowane mozna rozpatrywaé¢ zaré6wno ze wzgledu
na wtasciwosci indywidualnych elementow, jak i ze wzgledu na wtasciwosci struktury
jako calosci. Daje to mozliwosé obserwacji symetrii, a co za tym idzie roézniacych sie

wtasciwosci fizycznych w zaleznosci od kierunku obserwacji czy pobudzenia.

1.1 Struktury periodyczne

Struktury i sieci periodyczne sa to uklady sktadajace sie z serii powtarzajacych sie
identycznych segmentow, ktore sa takie same pod wzgledem wtasciwosci fizycznych
oraz rozmiaréw. Najmniejsza odlegtosé pomiedzy powtarzajacymi sie blokami nazywa
sie okresem sieci i jest oznaczana jako d [1]. Rozwazania teoretyczne dla takich ukta-
dow prowadzi sie przy zalozeniu nieskoriczonych wymiarow. Takie przyblizenie jest
stuszne przy wystarczajaco duzej liczbie segmentow, ktorych liczba zwykle wynosi
100 lub wiecej.

Charakterystyczna dla struktur periodycznych jest pasmowa struktura widma cze-
stotliwosci. Wystepujace pasma zabronione okreslaja energie drgar, ktére nie moga

by¢ propagowane w danej strukturze. Charakterystyka pasma zabronionego silnie za-
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lezy od okresu sieci d, stad tez zjawiska optyczne lub elektryczne, z pozoru bardzo

rozne, ttumaczone przez te sama teorie.

1.2 Struktury periodyczne w przyrodzie

Dobrze znanymi i wystepujacym w przyrodzie strukturami periodycznymi sg krysz-
taly. Sa to cialta state, w ktorych czasteczki, atomy lub jony utozone sg w komorkach
elementarnych powtarzajacych sie w trzech wymiarach. W krysztatach obserwowac
mozna zjawisko wystepowania pasm zabronionych w widmie drgan mechanicznych
oraz w widmie energii elektronéw. Ze wzgledu na zakres wymiaréw komorek elemen-

tarnych krysztalow promieniowanie rentgenowskie ulega na nich dyfrakcji.

Rysunek 1.1: Sie¢ krystaliczna regularna oraz obraz powierzchni sieci krystalicznej
krzemu z mikroskopu tunelowego

Jednym z przykitadéow struktur periodycznych wystepujacych w przyrodzie sa
opale. Sa to mineraloidy z grupy krzemianow. Opale sktadaja sie z amorficznych kul o
srednicach 150 do 300 nm utozonych w sie¢ heksagonalna gesto upakowana (HCP) lub
regularna powierzchniowo centrowana (FCC) [1]. Taka wielkos¢ komorki elementar-
nej prowadzi do dyfrakcji promieniowania elektromagnetycznego w zakresie swiatta

widzialnego, co daje efekt iryzacji, czyli powstawania teczowych rozblyskéw na po-
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wierzchni. W pracy [2] wykazano, ze opale sa krysztatlami fotonicznymi i posiadaja

pasmo zabronione w zakresie §wiatta widzialnego.

Rysunek 1.2: Struktura oraz obraz przedstawiajacy iryzacje opalu

Podobnie jak w przypadku opali, zjawisko iryzacji mozna zaobserwowac na skrzy-
dtach motyli z rodzaju morpho. Jest to spowodowane wystepowaniem grzebieniowych
struktur na calej powierzchni skrzydet tworzacych warstwowa strukture periodyczna,
ktora efektywnie zmienia wspotczynnik zalamania Swiatta w zakresie $wiatta widzial-
nego |3].

Kolejnym przyktadem w skali makroskopowej jest struktura plastra miodu opisy-
wana juz przez Karola Darwina jako optymalna do sktadowania miodu przy minimal-
nym zuzyciu wosku [4]. Wspominana byla juz wczesniej przez Galileusza i Hooke’a
jako bardzo wytrzymata mechanicznie. Ze wzgledu na rozmiary komorki elementarnej

w tej strukturze silnie ttumione sg fale mechaniczne.
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Rysunek 1.3: Motyl Morpho Menelaus i obraz z TEM przedstawiajacy przekrdj przez
strukture skrzydta [3]

Rysunek 1.4: Struktura plastra miodu

1.3 Struktury periodyczne w inzynierii

W inzynierii struktury periodyczne sa wykorzystywane bardzo czesto, nie zawsze
jednak sa optymalizowane ze wzgledu na wtasciwosci wynikajace z ich periodycznosci.
W niektorych przypadkach jest to proba nasladowania przyrody, jak wykorzystanie
struktury plastra miodu w konstrukcjach samolotéw w celu poprawy proporcji masy
do wytrzymatosci. Zjawiska wynikajace z periodycznosci struktury to czasami efekt

uboczny innych funkcji, jak w przypadku iryzacji ptyt kompaktowych.
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Jednak struktury periodyczne mogg by¢ projektowane w taki sposob, zeby wyko-
rzystaé¢ ich wtasciwosci w konkretnym celu. Materiaty, ktore sa projektowane w taki
sposob nosza nazwe metamateriatow.

Znanym przykladem metamateriatow wykorzystywanych w codziennym zyciu sa
siatki ochronne montowane w drzwiczkach kuchenek mikrofalowych. Jest to metalowa
struktura periodyczna, ktora pozwala obserwowaé wnetrze, ale stanowi bariere dla fal
elektromagnetycznych z zakresu mikrofal. Dlatego cala energia mikrofal jest zatrzy-
mana wewnatrz kuchenki, zwickszajac wydajnos¢ i bezpieczenstwo uzytkowania.

Istnienia materiatow, ktore beda wykazywaly jednoczesnie ujemne wartosci prze-
nikalnosci elektrycznej € i przenikalno$ci magnetycznej p, a co za tym idzie ujemna
warto$¢ wspolezynnika zalamania byty rozwazane teoretycznie w pracy [5] juz w 1968
roku. Materiat, ktory wykazywat takie wtasciwosci dla mikrofal zostal wytworzony i
opisany na poczatku XX wieku w pracach [6, 7|, a w zakresie $wiatla widzialnego w
pracach |8, 9.

Innym przykladem metamaterialow sg auksetyki, czyli materiaty lub struktury o
makroskopowej ujemnej wartosci wspoltczynnika Poissona [10, 11]. Najczesciej mamy
do czynienia ze strukturami mechanicznymi o strukturze periodycznej sieci heksa-
gonalnej, ktorych komorka elementarna stanowi wklesty szesciokat. Przy rozciaganiu
komorka elementarna zmienia sie w figure wypukta i zwieksza swoja powierzchnie, co
jest widoczne jako powiekszenie struktury w kierunku prostopadtym do rozciggania.
Na rysunku 1.5 znajduje sie schemat struktur o dodatnim i ujemnym wspoélczynniku

Poissona.

1.4 Obecny stan wiedzy

Obecnie prace nad metamaterialami sa prowadzone bardzo szeroko. Swiadczy o
tym liczba publikacji na ten temat wydanych w ciggu ostatnich 15 lat, co pokazuje
wykres 1.6. Zainteresowanie strukturami periodycznymi ro$nie nie tylko ze wzgledu
na mozliwosci, ktére wynikaja z teorii tych materialow, ale rowniez ze wzgledu na

rozwoj technologii umozliwiajacy ich wytworzenie.
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Rysunek 1.5: schemat struktury dwuwymiarowego materialu o dodatniej (gora) i
ujemnej (dot) wartosci wspolezynnika Poissona przed i po przylozeniu naprezen roz-
ciggajacych

Zjawiska wystepujace w metamateriatach sg silnie zwigzane z dlugoscig fali me-
chanicznej lub elektromagnetycznej propagujacej w danej strukturze. Natomiast o
niezwyklych wlasciwosciach metamateriatow stanowi stosunek dlugosci fali do wiel-
kosci komorki elementarnej danej struktury. Dlatego metamaterialy projektuje sie w
taki sposob, aby skala dtugosci fali oczekiwanego zjawiska odpowiadata skali wielko-
Sci komorki elementarnej. Z tego wzgledu do wytwarzania metamaterialow stosuje
sie szerokie spektrum metod. W skali nano, gdzie wykorzystuje sie nanolitografie,
chemiczne lub fizyczne osadzanie z fazy gazowej [12, 13]. W niektorych przypadkach
wykorzystuje sie wlasciwosdci materialow do samoorganizacji [14, 15]. W skali makro
wytwarzanie struktur periodycznych z odpowiednig precyzja jest mozliwe przy uzyciu
obrabiarek numerycznych lub drukarek 3D [16].

Wykorzystanie metamaterialow najczeSciej opiera sie na mozliwosci tworzenia se-
lektywnych barier czestotliwosci za pomoca pasma zabronionego. Mozna to wyko-
rzysta¢ w celu eliminacji drgain w wybranym zakresie widma lub uniemozliwienia
propagacji fal. Prowadzi to do budowy bardzo wydajnych tltumikow lub filtréw cze-

stotliwosci.

10
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Rysunek 1.6: Zalezno$¢ liczby publikacji od roku wydania dotyczaca tematow struktur
periodycznych i metamaterialow. Zrodto: Web of Science

1.5 Teza, cel i zakres pracy

Struktury periodyczne, przede wszystkim ze wzgledu wystepowanie pasm zabro-
nionych, moga mie¢ bardzo szerokie spektrum zastosowan. Jednak brak mozliwosci
sterowania wlasciwosciami struktury sprawia, ze nie mozna w pelni wykorzystac¢ ich
potencjalu w celu eliminacji drgan. Wszystkie parametry struktury, ktore maja wpltyw
na jej wlasciwosci musza by¢ okreslone na etapie projektowania. Mozliwos¢ dostro-
jenia parametréw struktury periodycznej do oczekiwanych wtasciwosci pozytywnie
wplynetaby na zastosowanie struktur periodycznych.

Wykorzystanie wtasciwosci ttumienia drgan w strukturach periodycznych pozwala
na stworzenie bardzo wydajnych ttumikéw drgan. Struktury z aktywnymi elementami
piezoelektrycznymi umozliwiaja konwersje energii drgan mechanicznych na energie
drgan elektrycznych i w ten sposdéb umozliwiaja sterowanie wtadciwosciami ttumienia
uktadu. Jednak dopiero wykorzystanie synergii pomiedzy pasywnym i aktywnym pro-
cesem ttumienia drgan pozwala na maksymalizacje jego efektywnosci oraz pozwala

na kontrole procesu tlumienia.

11
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Cel pracy

Celem pracy jest opracowanie modeli numerycznych jedno- i dwuwymiarowych
struktur periodycznych, zar6wno pasywnych jak i aktywnych wykorzystujacych ele-
menty piezoelektryczne, oraz przeprowadzenie symulacji komputerowych, a takze we-
ryfikujacych badan eksperymentalnych. Badania byly prowadzone pod katem mozli-
wosci wykorzystania struktur periodycznych w celu thumienia drgan elementéw kon-

strukcyjnych.

Zakres wykonanych badan

Zakres pracy obejmuje opracowanie modeli numerycznych, przeprowadzenie badan
symulacyjnych oraz weryfikacje eksperymentalng otrzymanych wynikéw obliczen.

W odniesieniu do jedno- i dwuwymiarowych pasywnych struktur periodycznych
analizie poddano drgania wtasne: wzdtuzne, gietne i skretne belek izotropowych oraz
tarcz i ptyt. Zbadano réwniez efektywnosé ttumienia fal sprezystych w strukturach
jedno i dwuwymiarowych.

W odniesieniu do struktur aktywnych wykorzystujacych elementy piezoelektryczne,
pracujace w uktadzie rezonansowym RLC, analizie poddano drgania wymuszone wzdhuzne
i gietne oraz badano propagacje fal wzdtuznych i gietnych. Sprawdzono réwniez wpltyw
parametrow uktadu rezonansowego RLC na drgania i fale propagowane w strukturach.

Weryfikacji eksperymentalnej poddano wyniki symulacji komputerowych otrzy-
manych dla jednowymiarowych pasywnych struktur periodycznych. Zmierzono gietne
i wzdhizne drgania wlasne oraz propagacje fal gietnych w wybranych uktadach jed-

nowymiarowych.

12
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Rozdzial 2

Modelowanie struktur periodycznych

2.1 Metody modelowania struktur periodycznych

Do modelowania struktur periodycznych wykorzystywanych jest wiele metod po-
czawszy od metod analitycznych po nowoczesne metody numeryczne. Kazda wykorzy-
stywana w praktyce metoda ma zaréwno zalety, jak i ograniczenia, dlatego aby dobrac¢
odpowiedniag metode nalezy doktadnie je przeanalizowa¢. W tabeli 2.1 zebrano me-
tody uzywane do opisywanych zagadnien zwigzanych ze strukturami periodycznymi.
Angielskie nazwy metod oraz oparte na nich skroty przyjete w pracy rowniez znajduja
sie w tabeli.

Pierwsze proby podejscia do zagadnienia zblizonego do propagacji fal w ukta-
dach periodycznych byly podejmowane juz przez Newtona [17]. Zalozyt on, ze dzwiek
w powietrzu rozchodzitby sie w ten sam sposob jak fala mechaniczna w sieci ztozonej
z punktow materialnych. Przyjeta sie¢ byta najprostsza z mozliwych. Reprezentowalty
ja jednakowe masy oddziatujace tylko z najblizszymi sgsiadami za pomocg sil spre-
zystosci, a calos¢ roztozona byta wzdtuz kierunku propagacji. Model ten byl pdzniej
rozszerzany przez Johna i Daniela Bernoullich. Wykazali oni, ze model sktadajacy sie
z n mas bedzie mie¢ tyle samo niezaleznych od siebie postaci drgan. Pozniej Daniel
Bernoulli sformutowat zasade superpozycji, ktora mowi, ze ogblne rozwigzanie rownan

ruchu uktadu drgajacego jest superpozycja jego drgan wtasnych.

13
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Tabela 2.1: Metody modelowania struktur periodycznych. Pochyta czcionks ozna-
czona jest angielska nazwa metody oraz przyjety w pracy skrot

Metoda Literatura
Metody analityczne [17-23]

Metoda macierzy przejscia

Transfer Matriz Method, TMM [24-32]
Metoda rozwiniecia fali ptaskiej [33-39]
Plane Wave Ezpantion Method, PWEM

Metoda roznic skonczonych w dziedzinie czasu [40-46]
Time Domain Finite-Difference Method, TD-FDM

Metoda Elementéw skoniczonych [47-52]
Finite Element Method, FEM

Metody spektralne (53, 54|
Spectral Element Method, SEM ’
Metoda Spektralnych Elementéw Skoriczonych

Time-Domain Spectral Finite Element Method, TD-SFEM [55-59]
Frequency-Domain Spectral Finite Element Method, FD-SFEM

Metoda Redukcji Blocha [60—-65]

Nowe podejscie do tego zagadnienia proponowane jest przez autoréw w pracy [66.
Analizowano w niej dynamike gestej sieci periodycznej. Modelowanie odbywalo sie
w dwoch etapach. W pierwszym tworzony byto dyskretny model reprezentowany przez
uktad réwnan réznicowych, rozpietych w przestrzeni. Powstate w ten sposéb réwna-
nie opisywalto wysoko i niskoczestotliwosciowe zagadnienie propagacji fali. W drugim
etapie ciagly model byl wyprowadzany z réwnan réznicowych dajac w rezultacie czast-
kowe rownania rozniczkowe drugiego i czwartego rzedu ze stalymi wspotczynnikami.
Podejscie to ma sens fizyczny pod warunkiem, ze propagowana fala jest dtuga.

Metoda macierzy przejscia (TMM) jest metoda uzywana gltownie do analizy pro-
pagacji fal w o$rodkach warstwowych. Metoda ta, zgodnie z rownaniami Maxwella,
pozwala obliczy¢ wartos¢ pola elektrycznego na jednym koncu warstwy znajac jego
wartosé na drugim koricu. Obliczenia prowadzi sie za pomoca prostej macierzy zwa-
nej macierza przejscia. W przypadku materialow warstwowych, gdzie kazda warstwa

jest reprezentowana przez macierz, macierz catego uktadu jest iloczynem wyjscio-

14
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wych macierzy. Ze wzgledu na kaskadows strukture tej metody jest ona odpowiednia
do rozwigzywania zagadnieni jednowymiarowych.

Autorzy pracy [29] pokazali, ze TMM moze by¢ uzyta do badan struktur perio-
dycznych. Obliczenia wykonano dla nieskoriczonej prostej trojwymiarowej rury z pe-
riodycznie powtarzajacymi sie zmianami wlasciwosci materialowych. Wyniki otrzy-
mane za pomoca metody macierzy przejécia zostaty rowniez zweryfikowane za pomoca
komercyjnego oprogramowania MSC.Actran. Obliczenia wykazaly pasmowy charak-
ter widma czestotliwodci, co pozwala na potencjalne wykorzystanie tych wtasnosci do
redukowania drgan rur.

W pracach [30, 31] autorzy uzyli tej samej metody do modelowania zaprojekto-
wanej podstawy pasywnie tlumigcej drgania, a zlozonej z periodycznie powtarzaja-
cych sie elementow. Badania eksperymentalne przeprowadzone na tak zaprojektowa-
nej podstawie pokazaty nie tylko bardzo dobra wydajno$¢ tego projektu, ale rowniez
zgodnos¢ obliczen za pomoca TMM z badaniami empirycznymi.

W artykule [32] autorzy zastosowali TMM do wyznaczania odpowiedzi dynamicz-
nej belkowych struktur periodycznych. Zwroécili oni réwniez uwage na ograniczenia
numeryczne zwiazane z macierza przejscia. w pracy [67] wykazane weze$niej ogranicze-
nia zdotano poprawi¢ m.in. poprzez zmniejszenie liczby wartosci wlasnych o potowe,
ze wzgledu na wystepowanie ich w parach.

Metoda rozwiniecia fali ptaskiej (PWEM) jest metoda czesto stosowana do rozwia-
zywania rownan Maxwella, ale moze by¢ wykorzystana do innych zagadnieni o naturze
falowej. Jest to dobra metoda do rozpatrywania struktur jedno, dwu i tréjwymiaro-
wych ze wzgledu na fakt, ze opiera sie na formulowaniu zagadnienia wartosci wia-
snych. Glowna wada metody jest duze zapotrzebowanie na moc obliczeniowa (O(n))
wraz ze wzrostem liczby harmonicznych rozwigzania (n). Metoda ta doskonale na-
daje sie do modelowania niejednorodnej albo periodycznej geometrii. Z drugiej strony
PWEM nie nadaje siec do modelowania niedoskonatosci czy ograniczen, zaktada bo-
wiem nieskoniczone wymiary badanej struktury.

W pracy [38] PWEM zostala uzyta, aby uzyska¢ pasmowe widmo drgan olowia-

nych cylindrow zatopionych w zywicy epoksydowej. W dalszej czesci zaburzenie zo-
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stalo wprowadzone do sieci i badano zalezno$¢ wplywu s$rednicy defektu na pozycje
modoéw drgan. Wykazano, ze typy drgan pochodzace od defektow przemieszczaly sie
w kierunku wyzszych czestotliwoéci wraz ze zmniejszaniem $rednicy defektu.

Dzieki tej metodzie w pracy [39] przeanalizowano wplyw ksztaltow i orientacji
roznego typu centrow rozpraszania na strukture pasmowa. Autorzy badali wplyw roz-
nego rodzaju sieci trojkatnej, kwadratowej, heksagonalnej i prostokatnej oraz centra
rozpraszania o roznej geometrii: trojkat, szesciokat, kwadrat, prostokat i elipse. Catlg
sie¢ stanowita dielektryczna plyta z otworami lub struktura stanowiaca w pewnym
sensie negatyw, czyli zlozona z dielektrycznych pretéw w otoczeniu powietrza. Ogdlne
wnioski z przeprowadzonych badan wykazaly, ze najszersze pasma zabronione wyste-
powaly dla centrow drgan majacych dopasowang symetrie do calej sieci, np. trojkaty
w sieci trojkatnej lub heksagonalne;j.

Metoda réznic skoniczonych w dziedzinie czasu (TD-FDM)jest metoda numeryczna
stuzaca do znajdowania przyblizonych rozwigzan uktadéw réwnan rézniczkowych. Me-
toda ta pozwala znaleZ¢ rozwigzania w szerokim spektrum czestotliwosci za pomoca
jednej symulacji oraz, jako metoda oparta na sieci, w naturalny sposéb pozwala na
modelowanie nieliniowych wtasciwosci materialu. Zasada dziatania tej metody po-
lega na zdyskretyzowaniu dziedziny i przyblizenie pochodnych wyjéciowych réwnan
za pomocy ilorazéw réznicowych.

TD-FDM byta wykorzystana przez autorow [45] do badan struktury pasmowe;
dwuwymiarowego krysztalu fononicznego. Analizowano uktad sktadajacy sie z ptyn-
nych cylindrow w statej matrycy oraz uktad trojsktadnikowy z duzg réznicg modutu
sprezysto$ci. Autorzy wykazali, ze TD-FDM jest efektywna metoda do obliczania
widmowej struktury drgan uktadéw periodycznych.

TD-FDM moze by¢ rowniez wykorzystana do badania propagacji fal w strukturach
periodycznych. Autorzy [46] analizowali za jej pomoca propagacje fal w ptytach beda-
cych krysztatem fononicznym lub falowodem. Na poczatku wyznaczono widmo calej
struktury oraz zidentyfikowano typy drgan pochodzace od periodycznosci struktury,
przez poréwnanie do zwyklej ptyty. Nastepnie zaprojektowano falowod dla fal o cze-

stotliwosci znajdujacej sie wewnatrz pasma zabronionego. Tak przygotowany falow6d
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ma wiele modow drgan, ktore bedy propagowane wzdhuz niego, ale beda tlumione
w kierunkach poprzecznych. Zgodnie z zalozeniami autoréw mozliwe jest stworzenie
obwodow akustycznych na bazie krysztaléw fononicznych tego rodzaju.

Metoda Elementow Skoriczonych (FEM) jest numeryczng metoda rozwiazywa-
nia uktadéw rownan rézniczkowych poprzez podzial badanej struktury na mniejsze
obszary, czyli elementy skoticzone i rozwiazanie zagadnienia tylko dla weztow tego
podzialu. FEM jest popularna metoda wykorzystywana w inzynierii, z tego powodu
rozwinieto wiele r6znych jej odmian zoptymalizowanych do konkretnych zadan.

Do badan struktur periodycznych metoda elementéw skonczonych byta wykorzy-
stana miedzy innymi przez autoréw pracy [52|. Wyznaczyli oni dynamiczna charakte-
rystyke pojedynczej komorki i uzyli teorii Blocha-Floqueta zeby rozciagnaé otrzymane
wyniki na nieskonczona powierzchnie. Istotnym elementem pracy byto dodanie masy
w taki sposob, aby uzyska¢ pozadane wtasciwosci powierzchni. Poprzez odpowied-
nie lokowanie dodatkowej masy uzyskano pasma zabronione o szerokosci i lokalizacji
oczekiwanej przez autorow.

Metody spektralne (SEM) sa klasa technik rozwiazywania rownan rézniczkowych,
zwykle poprzez uzycie transformacji Fouriera. Metody te polegja na przyblizeniu roz-
wiazania suma pewnych funkcji bazowych i szukania wspoélczynnikow kombinacji li-
niowej, dla ktorych rozwigzanie bedzie najlepiej spelnialo wyjéciowe rownanie. Me-
tody spektralne charakteryzuja sie globalnym podejéciem do rozwiazania, co wyrdznia
je od metod opartych na siatce. Metody spektralne moga by¢ uzywane do rozwiazy-
wania rownan roézniczkowych zwyklych i czastkowych oraz probleméw poszukiwania
wartos$ci wlasnych w rownaniu rézniczkowym.

Wykorzystanie tej metody w badaniach struktur periodycznych zostato opisane
w pracy [53]. Autorzy zanalizowali periodyczna plyte zlozona z powtarzajacych sie
naprzemiennie podptyt wykonanych z innych materialow podparta na dwoch przeciw-
leglych brzegach. Poréwnanie wynikow otrzymanych metodami FEM i SEM pokazuje,
ze lepsze przyblizenie widma w zakresie wysokich czestotliwosci uzyskano za pomoca
SEM. Badania wykazaty, ze wplyw na pasmo zabronione w widmie takiej struktury

periodycznej maja zaréwno parametry materiatowe jak i liczba segmentow.
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Innym przykladem wykorzystania SEM jest praca [54]. Autorzy badali wptyw row-
nomiernie roztozonych w sieci heksagonalnej dodatkéow stali, Mo, Fe lub Pb w pleksi.
Wykazali istnienie przerw w widmie czestotliwosci pochodzacych od periodycznoéci.

Metoda Spektralnych Elementéw Skoniczonych jest metoda stanowiaca potaczenie
metod spektralnych oraz metody elementow skoriczonych. SFEM polega na podziale
badanego obiektu na mate obszary zwane elementami skoriczonymi i poszukiwanie
rozwiazania tylko dla wezlow elementu. W odroznieniu od FEM, wezlow jest wiecej
i rozwiazanie przybliza sie wielomianami wyzszych rzedow. Dzieki podejsciu zna-
nemu z FEM mozliwa jest analiza skomplikowanych geometrycznie obiektow, przy
jednoczesnym zachowaniu spektralnej zbiezno$ci rozwiazan, zwiazanej z aproksyma-
cja funkcjami wyzszych rzedow.

Redukcja Blocha jest metoda laczaca ze soba metody analityczne z numerycz-
nymi. Pozwala na zredukowanie zagadnienia Blocha w strukturze periodycznej do
pojedynczej komorki elementarnej, poprzez zamkniecie jej w periodyczne warunki
brzegowe. W tej metodzie rozwiazan poszukuje sie w postaci kombinacji liniowej wek-
torow wlasnych macierzy, wyznaczonych dla pojedynczej komorki elementarnej oraz
uwzglednienie warunkéw funkcji Blocha pochodzacych z rozwiazania analitycznego
[60, 61].

Kazda z wydmienionych metod moze by¢ wykorzystana do badania struktur perio-
dycznych, jednak dob6r metody odpowiedniej do danego zagadnienia i danej struktury
jest kluczowy. Ponizej w tabeli 2.2 zestawiono zalety i ograniczenia kazdej z wymie-
nionych wczesniej metod.

W pracy wykorzystano dwie z opisanych metod, metode redukcji Blocha oraz
SFEM. Redukcja Blocha ze wzgledu na szybko§é obliczen jest najlepsza do wyzna-
czania drgan wtasnych oraz wymuszonych w mechanicznych oraz elektromechanicz-
nych strukturach periodycznych. Metoda SFEM doskonale nadaje sie zaréwno do
wyznaczania drgan wlasnych jak i do symulacji propagacji fal, a z punktu widze-
nia modelowania elementéw piezoelektrycznych mozliwo$é formutowania zagadnien

w dziedzinie czasu lub czestotliwosci jest dodatkowym atutem.
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2.2 Teoria Blocha

Teoria Blocha zostala zaproponowana przez szwajcarskiego fizyka Felixa Blocha
do opisu zjawisk falowych w potencjale periodycznym [18|. Teoria ta jest czesto wy-
korzystywana do opisu przewodnictwa elektronowego w krysztalach, ale mozna ja
zastosowaé rowniez do makroskopowych struktur periodycznych.

W jednowymiarowym przypadku mamy do czynienie ze struktura ztozona z po-
wtarzajacych sie komorek o dtugosci a sktadajacych sie z dwoch materiatow o réznych
wartosciach modutéw Younga E; 1 Es oraz gestosci odpowiednio p; i po, a takze dtu-

go$ciach wynoszacych odpowiednio @ — b i b. Schemat takiego ukladu przedstawia

rysunek 2.1.
f(x) Fi(@) = Ayt 4 A emibi
b \ fo(x) = Byek2® 4 Bye~ihz
/ \ > T
a

= w, /2L =w, /&
kl—w B k2 w Es

Rysunek 2.1: Schemat jednowymiarowej struktury periodycznej

Roéznice w parametrach materialowych wplywaja na réznice w predkosciach pro-

pagacji fal w poszczegblnych materiatach, mozna to opisa¢ réwnaniami:

| B | E
CcCl = —1, Cy = —2 (21)
P1 P2

Sa one powiazane ze sobg za pomoca wspolnej czestosci jako:

w = klcl = kQCQ, (22)
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a rozwigzaniem takiego zagadnienie jest funkcja Blocha, bedaca iloczynem funkcji

o periodycznosci struktury i fali ptaskiej:

f(x) = g(x)e™ (2.3)

gdzie k jest liczbg falowa a i2 = —1 jednostka urojona.
Funkcja g(z) musi spelnia¢ warunek periodycznosci g(z) = g(x +a), mozna zatem

zapisa¢ odpowiednie zaleznosci:
fl@+a) = e* gz 4 a) = e*aekeg () = e*af(z). (2.4)

Mimo, ze teoria Blocha dotyczy nieskonczonych struktur periodycznych, to mozna jej
uzy¢ rowniez do struktur o skonczonych wymiarach, sktadajacych sie z odpowiednio
duzej liczby komorek elementarnych N >> 1 oraz przyjmujac periodyczne warunki

brzegowe f(x +aN) = f(x). Prowadzi to do zaleznosci:

fla+aN) = f(z) = e**" f(x) (2.5)

stad:
2mn

ikalN
=1—k=—
¢ aN'’

n=1,2..,N (2.6)

gdzie N jest liczbg komorek elementarnych. W praktyce, zeby wyraznie widoczny
byl wptyw periodycznosci na wlasciwosci struktury nalezy przyjaé liczbe komorek
elementarych wieksza od 100.

Nalezy rowniez wzia¢ pod uwage, ze zarowno funkcja Blocha f(x) jak i jej po-

chodna musi byé¢ ciagla w zadanych granicach, oraz ze funkcja g(x) i jej pochodna
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musi by¢ ciagla na granicy obydwu materialow, co daje warunki brzegowe:

(

f1(07) = f2(07)
f1(07) = £5(07)

(2.7)
gi(a—b) = go(b)
L1 (a—0) = gh(b)
gdzie funkcje g1 (z) 1 g2(x) mozna zapisac jako:
gi(z) = Ajeiti=Rz A, e=ilkith)z
(2.8)

01(2) = Byeits—097 4 Be-itiathis

Roéwnanie charakterystyczne taczace powyzsze zaleznosci poprzez liczby falowe k, kq
i ko mozna otrzyma¢ po kilku prostych przeksztatceniach algebraicznych i przyjmuje
ono forme:

k2 + k2

cos(ka) = cos[ki(a — b)]cos(ksb) — i1 ko

sin[ki(a — b)]sin(kab) (2.9)

Roéwnanie to pozwala okresli¢ zakresy czestotliwosci w dla ktérych rozwigzania row-
nania sa w zbiorze liczb rzeczywistych, inaczej moéwiac fale o czestotliwosci w beda
propagowaé¢ w strukturze.

Rysunki 2.21 2.3 przedstawiaja przyktadowe rozwigzanie zagadnienia Blocha w jed-
nowymiarowej strukturze periodycznej o dtugosci [ = 2 m, 100 komérkach elementar-
nych o proporcjach a/b = 1/0.25 i wartosci modutu Younga E,/E, = 1/0,25. Wyniki
przedstawione sg w dwoch postaciach. Na rysunku 2.2 widoczna jest zalezno$é czesto-
tliwosci w funkeji wektora falowego w schemacie strefy zredukowanej |1]. Jest czesto
uzywang reprezentacja zagadnienia Blocha w krystalografii. Wiecej informacji o re-
dukeji wektorow falowych do pierwszej strefy Brillouina znajduje sie w rozdziale 2.3.

Rysunek 2.3 jest to reprezentacja w formie zaleznosci czestotliwosci od numeru cze-

22


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

stotliwosci. Reprezentacja ta jest blizsza zagadnieniom zwigzanym z FEM, ale pomija

informacje o wektorach falowych.

500 :

400
~ 300 F -
“~ 200 F -

100 1

0
k

B
21y

Rysunek 2.2: Rozwigzania zagadnienia teorii Blocha przyktadowe jednowymiarowe]
struktury periodycznej. Wyniki przedstawione w uktadzie strefy zredukowane;j.

500 | I S —
| | | |
| | | |
| | | |
400 I I I ! .
| | | |
| | | |
I I |’/,/’///’T
~ 300 F I I I I 7
= . I I I I
= | | | |
= 200 | ! | ! ! 1
/ I I
| | | |
| | |
100 I | | | §
| | | |
| | | |
| | | |
0 | | | |
0 100 200 300 400 500

Rysunek 2.3: Rozwigzania zagadnienia teorii Blocha przyktadowej jednowymiarowe]
struktury periodyczne;j.
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2.3 Struktury dwuwymiarowe

Ze wzgledu na duzo wieksza zlozonosé zagadnienia dwuwymiarowego w stosunku
do zagadnien jednowymiarowych, aparat matematyczny niezbedny do scharakteryzo-
wania struktur dwuwymiarowych zostal zaczerpniety z fizyki ciata statego, dlatego
konieczne jest przyblizenie opisu krysztatow.

W przestrzeni dwuwymiarowej istnieje 5 roznych rodzajow sieci: sie¢ ukosnokatna,
kwadratowa, heksagonalna, prostokatna i prostokatna centrowana [1]. Schemat kazde;

z sieci przedstawiony jest na rysunku 2.4. Parametry opisujace sieci przedstawione sa

w tabeli 2.3.
b ®
0 ® ® ) b
a a
@ o @) ®
b
a © ® @ ® ® o
a) sie¢ uko$nokatna sie¢ kwadratowa c) sie¢ heksagonalna
(a) sie¢ ukosnoka (b) sie¢ kwad (c) sie¢ heksagonal
b
b ¥
2 ° -
a
a
° @)
(@) @ @ ©) Q) o
(d) sie¢ prostokatna (e) sie¢ prostokatna centrowana

Rysunek 2.4: sieci w przestrzeni dwuwymiarowe;j

Celem analizy zjawiska falowych w sieci krystalicznej wprowadza sie pojecie sieci
odwrotnej, czyli powigzanej z dang siecig rzeczywistg sieci wektorow falowych. Pod-

stawowe wektory sieci odwrotnej mozna zapisa¢ za pomocg zaleznosci:

b xc cXa axb
A= e B 7 hxe ©" T abxe (2.10)
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Tabela 2.3: parametry sieci dwuwymiarowych

. umowna komoérka parametry sieciowe
sieé¢ . .
elementarna komorki elementarnej
uko$nokatna réwnoleglobok a # b; ¢ # 90°
kwadratowa, kwadrat a =b; ¢ =90°
heksagonalna romb 60° a=b; p=120°
prostokatna prostokat a # b; o = 90°
prostokatna centrowana prostokat a # b; o = 90°

gdzie A, B i C sa wektorami bazowymi sieci odwrotnej, a a, b i ¢ sa wektorami
podstawowymi sieci prostej. W sieci dwuwymiarowej przyjmuje si¢, ze wektor c jest
rownolegly do osi z i ma warto$¢ jednostkowa.

Wezty sieci odwrotnej mozna okreéli¢ jako catkowite wielokrotnosci wektoréw ba-

zowych:

G = (hA + kB +1C) (2.11)

gdzie h, k i [ sa liczbami catkowitymi zwanymi wskaZznikami Millera, zwyczajowo
oznaczanymi przy pomocy liter (hkl). Za pomoca tych wskaznikow okresla sie wektory
sieci odwrotnej, ktore zgodnie z réwnaniami 2.10 sa prostopadle do odpowiadajacych
im ptlaszczyzn krystalograficznych.

Konstrukcje dwuwymiarowej sieci odwrotnej przedstawia rysunek 2.5. Przykta-
dowa sie¢ przedstawiona jest kolorem niebieskim, gdzie a i b s wektorami bazowymi
sieci, (100) i (010) oznaczaja plaszczyzny krystalograficzne, a d(iop) i do10) dtugo-

Sciami odpowiednich wektorow bazowych. Sie¢ odwrotna przedstawiona jest kolorem

1 . 1
d100) ~ d(o10)

czerwonym, gdzie A i B sa wektorami bazowymi sieci odwrotnej, a sa
odpowiednio dtugo$ciami wektoréw bazowych sieci odwrotnej. Zgodnie z réwnaniami
2.10 wektory sieci odwrotnej przedstawione na rysunku 2.5 sa prostopadte do wek-
toréw bazowych sieci prostej oraz do ptaszczyzn krystalograficznych opisanych tymi

samymi wskaznikami Millera, a katy ¢ i @* spetniajg zaleznosé ¢ + px = 180°.

25


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

do10)
(010)
b

d(100) A

(100)

Rysunek 2.5: Przykladowa konstrukcja sieci odwrotne;j.

Pierwsza Strefa Brillouina

W dowlonej sieci mozna znalezé¢ taka przestrzen, ktora jest blizej jednego wezta niz
pozostalych. W przypadku sieci odwrotnej przestrzen te nazywa sie pierwsza strefg
Brillouina [68, 69]. Jako, ze sie¢ odwrotna znajduje sie w przestrzeni Fouriera pierwsza
strefa Brilloina zawiera wektory falowe o wartosciach od —m/a do 7/a [1].

Wszystkie mozliwe wektory falowe k/ mozemy zapisa¢ jako sume pewnego wek-
tora falowego wewnatrz pierwszej strefy Brillouina k i odpowiedniego wektora sieci
odwrotnej G’

K =k+G' (2.12)

mozliwe jest zatem zredukowanie calej dostepnej przestrzeni wektorow falowych do

pierwszej strefy Brillouina, co przedsawtiono na rysunku 2.6.
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Rysunek 2.6: Sie¢ odwrotna z zaznaczong pierwszg strefa Brilloina
2.4 Metoda Elementéw Skoniczonych

Metoda Elementow Skoniczonych (FEM) jest jedna z podstawowych metod uzywa-
nych we wspoétczesnej inzynierii. Jej idea zaktada podziat badanej struktury na mniej-
sze obszary, czyli elementy skoniczone, rozwigzanie zagadnienia dla weztow tego po-
dziatu i scaleniu poszczegolnych wynikow. Podejscie takie skutkuje znacznym uprosz-
czeniem potrzebnego aparatu matematycznego kosztem ilosci obliczen, co w obecnych
czasach nie stanowi problemu.

Cale postepowanie obliczeniowe mozna podzieli¢ na kilka etapow:

1. Dziedzine dzieli si¢ na geometrycznie proste obszary, tzw. elementy skonczone.

2. Zaklada sie, ze elementy sg ze sobg potaczone na brzegach w ograniczonej liczbie

weztow.

3. Wybiera sie pewne funkcje, ktore okreslaja rozklad analizowanych wielkosci fi-

zycznych, w zaleznodci i wartosci tych wielkosci w weztach, tzw. funkeji ksztaltu.

4. Réwnanie rozniczkowe opisujace badane zjawisko przeksztalca sie do réownan

FEM, ktore prowadza do réwnan algebraicznych.

5. Na podstawie rownan FEM przeprowadza sie agregacje uktadu rownan, czyli ob-

licza wartos$ci wspotezynnikow stojacych przy niewiadomych i odpowiadajace im
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wartosci prawych stron. Gdy dane zagadnienie jest niestacjonarne, do obliczen
wartosci prawych stron wykorzystuje sie warunki poczatkowe. Liczba réwnan
w uktadzie jest rowna liczbie wezléw przemnozonych prze liczbe stopni swobody

weztow, czyli liczby niewiadomych wystepujacych w pojedynczym wezle.

6. Rozwiazanie uktadu réwnan stanowi zbiér wartosci poszukiwanych wielkosci

fizycznych we wszystkich weztach.
7. Jesli dane zagadnienie tego wymaga oblicza sie dodatkowe wielkosci fizyczne.

8. w przypadku zagadnieni niestacjonarnych punkty od 5 do 8 powtarza sie do

momentu spelnienia warunkéw zakonczenia obliczen.

Najtrudniejszym etapem rozwigzania danego problemu jest dyskretyzacja. Zazwy-
czaj podzial na mniejsze elementy skutkuje zwickszeniem doktadnosci obliczen kosz-
tem zapotrzebowania na moc obliczeniowa. Nalezy mie¢ jednak na uwadze mozliwosé
nawarstwiania sie btedéw zaokraglen. Dlatego nalezy wyniki otrzymane za pomoca

FEM weryfikowaé¢ rowniez innymi drogami.

2.5 Metoda Spektralnych Elementéw Skonczonych

Metoda Spektralnych Elementow Skoriczonych (SFEM) jest relatywnie nowa me-
toda numeryczna bedaca potaczeniem metody MES oraz Metod Spektralnych.

Metody spektralne sg klasg metod numerycznych bardzo dobrze nadajacych sie do
rozwigzywania zagadnien opisanych rownaniami rézniczkowymi czastkowymi, takich
jak wszelkiego rodzaju zagadnienia falowe, czyli propagacja, dyfrakcja i interferencja
fal w roznego rodzaju osrodkach cigglych. W metodach spektralnych do znalezienia
rozwigzania wykorzystuje sie szeregi Fouriera lub réznego rodzaju aproksymujace wie-
lomiany ortogonalne. Najczesciej sa to ortogonalne wielomiany Czebyszewa lub Lob-
bato. Uzycie wielomian6w ortogonalnych rozpietych na nieréwno odleglych weztach
pozwala na zwiekszenie ich stopnia, a w konsekwencji zmniejszeniu btedu obliczen,

ktory jest funkcja stopnia wielomianu € = O [(%)n} Metody Spektralne wymagaja
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duzej mocy obliczeniowej i nie sg na ogédl dostosowane do rozwigzywania problemow
ztozonych geometrycznie.

W Metodzie Elementéw Skonczonych niezbedna jest dyskretyzacja dziedziny na
mniejsze czeSci zwane elementami skonczonymi. Wewnatrz tych obszaréw poszu-
kuje sie rozwigzan opisanych za pomoca wielomianéw aproksymujacych rozpietych
na rownoodlegtych weztach. Ze wzgledu na zjawisko Rungego zazwyczaj przyjmuje
sie jako funkcje aproksymujace wielomiany nizszych rzedow, najczesSciej pierwszego
lub drugiego. Takie podejscie prowadzi do koniecznosci gestej dyskretyzacji badanego
obiektu, a co za tym idzie zwiekszenia zapotrzebowania na moc obliczeniowa.

SFEM jest technika numeryczna, ktora dobrze nadaje sie do badania dynamiki
konstrukeji inzynierskich, szczegolnie zjawisk propagacji fal. Opiera sie na przybli-
zeniu rozwiazania ortogonalnymi funkcjami ksztattu. W sformutowaniu w dziedzinie
czasu (TD-SFEM) funkcje ksztaltu dobiera sie w postaci wielomianow ortogonal-
nych Lobatto, Czebyszewa lub Legendre’a [70], natomiast w sformutowaniu w dzie-
dzinie czestotliwosci (FD-SFEM) funkcje ksztaltu sa funkcjami trygonometrycznymi
[71]. Dzieki takiemu podejsciu zbieznos¢ wynikow TD-SFEM rosnie wykltadniczo wraz
z rzedem wielomianéw aproksymujacych, natomiast dla FD-SFEM wraz z liczba punk-

tow FFT. W tabeli 2.4 znajduje sie zestawienie zalet i wad TD-SFEM i FD-SFEM.

Tabela 2.4: Poro6wnanie sformutowan SFEM w dziedzinie czasu i w dziedzinie czesto-
tliwosci

FD-SFEM TD-SFEM

Strukture mozna modelowaé¢ jednym spektral- Struktura wymaga rownomiernej dyskretyzacji
nym elementem skonczonym wieloma spektralnymi elementami skoriczonymi

Bardzo male zapotrzebowanie na moc oblicze- Wieksze zapotrzebowanie na moc obliczeniowa
niowg

Odpowiednie do rozwigzywania prostych jedno- Odpowiednie do rozwigzywania wielowymiaro-
wymiarowych zagadnien wych zagadnienn o skomplikowanej geometrii

Konieczne jest tworzenie dodatkowych elemen- Modelowanie struktur o skoniczonych rozmia-
téow w celu modelowaniu struktur skoriczonych rach nie wymaga dodatkowych zabiegéw

Trudna implementacja metody dla struktur Jako$é rozwigzan z zakresu wysokich czesto-
dwu i tréjwymiarowych tliwodci jest ograniczona ze wzgledu na perio-
dyczne wtasciwosci modelu
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Metoda elementéow skonczonych w dziedzinie czestotliwosci (FD-SFEM) jest me-
toda pozwalajaca na szybkie i doktadne obliczenia komputerowe prostych konstrukeji
jednowymiarowych lub dwuwymiarowych dzieki zastosowaniu szybkiej transformacji
Fouriera (FFT) [71]. W metodzie korzysta sie zazwyczaj z tylko jednego spektralnego
elementu skoniczonego, co znacznie zmniejsza zapotrzebowanie na moc obliczeniowa,
ale niesie za soba ograniczenie zastosowania metody tylko do stosunkowo prostych jed-
nowymiarowych lub dwuwymiarowych struktur. W przypadku symulacji propagacji
zjawisk falowych w strukturze konieczne jest zastosowanie specjalnie zaprojektowa-
nych elementow wygaszajacych fale na koncach struktury |72]. Tego rodzaju elementy
muszg by¢ wyliczone analitycznie, stad ograniczenie do prostych teorii jedno lub dwu-
modowych [71].

Metoda spektralnych elementéw skoriczonych w dziedzinie czasu (TD-SFEM) jest
mniej wydajna technika numeryczna w poréwnaniu ze sformutowaniem w dziedzinie
czestotliwosci, ze wzgledu na typowa dla FEM dyskretyzacje [73]. TD-SFEM jednak
nadaje sie do modelowania ukladéw nie tylko do jednowymiarowych, ale tez dwu-
i trojwymiarowych o ztozonej geometrii, nie wymaga réwniez dodatkowych elementow
na konicach struktury. Modelowanie struktur nieskonczonych jest trudne szczegoélnie,
jesli moéwimy o propagacji fal, ze wzgledu na to, ze metoda wymaga réwnomiernie roz-
lozonej siatki w catej strukturze. Nalezy wziaé¢ rowniez pod uwage problemy zwigzane
z samym modelem numerycznym. [stotnym parametrem okreslajacym model nume-
ryczny jest stopienn wielomianu aproksymujacego, ktory jest zwigzany z poziomem
niecigglodci pola naprezen na granicach elementéw. Niecigglodci te wystepuja perio-
dycznie i maja one wplyw na dynamike w zakresie wysokich czestotliwosci [74]. Jest
to szczegdlnie wazne w badaniach struktur periodycznych, gdzie periodycznosé mo-
delu numerycznego moze zaktocié lub przestonié¢ zjawiska zwiazane z periodycznoscia

struktury.

2.5.1 Funkcje ksztaltu

Funkcje ksztattu, ze wzgledu na konieczno$é¢ zbieznosci z rozwiazaniami doktad-

nych, muszg spetnia¢ konkretne warunki:
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1. Funkcje ksztattu opisujace pole szukanych wielkosci fizycznych, powinny gwa-
rantowac ich ciagglo$¢ wewnatrz elementéw oraz zgodnosé na granicach elemen-
tow, do rzedu pochodnej o jeden mniejszego niz najwyzszy rzad pochodnej wy-

stepujacej w réwnaniu rézniczkowym

2. Funkcje ksztaltu musza zapewni¢ mozliwo$¢ opisu staltych wartosci poszukiwa-
nych wielkosci fizycznych lub ich pochodnych wewnatrz elementu, do rzedu po-
chodnej o jeden mniejszego niz rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w row-

naniu roézniczkowym zagadnienia

Funkcje spelniajace powyzsze warunki zapewniaja monotoniczng zbieznosé¢ do roz-
wigzania dokladnego w miare zwickszania gestosci dyskretyzacji.

Zadanie zwiazane z przyblizeniem nieznanej funkcji f () jest podstawowym pro-
blemem tej metody. Funkcje f(z) najczesciej przybliza sie za pomoca kombinacji

liniowej wielomianéw ortogonalnych Czebyszewa, Lobbato lub Laguerre’a.

Wielomiany Lobatto

Wielomiany Lobbato n-tego rzedu sa pierwsza pochodna wielomianu Legendre’a

rzedu o jeden wiekszego, moga zatem by¢ przedstawione wzorem:

d
LMQ:Ey%H@% n=012.. (2.13)

gdzie wielomian Legendere’a wyrazony jest za pomoca wzoru:

_ 1 f{
- onpldé

P, (€) &£-1)", n=0,12,.. (2.14)

Wielomiany te sa ortogonalne z waga (1 — £?) w przedziale £ € [—1,1] co oznacza,

ze spelniaja zaleznosé:

i,j=0,1,2, .. (2.15)

[ n©n©0-¢)a= 2000,

gdzie 0;; oznacza delte¢ Kroneckera.
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Rysunek 2.7: Wykresy pierwszych pieciu wielomianéw Lobatto L, (§) w przedziale
5 S [_17 1]

W Metodzie Spektralnych Elementow Skonczonych wezty elementu rzedu n przyj-
muje sie sie jako pierwiastki wielomianu Lobbato rzedu n — 2 wraz z weztami brze-
gowymi danego elementu. W znormalizowanym uktadzie polozenie weztéw mozna

wyznaczy¢ z zaleznosci

L) =(1-&)Laa(§) =0, n=23,.. (2.16)

n

Wilomian LS (€) nazywany jest kompletnym wielomianem Lobatto n-tego rzedu.

Wielomiany Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju U, (§) mozna wyznaczy¢ za pomoca

wzoru rekurencyjnego Rodriguesa:

Uo (5) =1

Uy (f) =2 (2 17)

| U1 (€) = 26U, (&) = Unr (§), n=0,1,2,..
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Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju sa ortogonalne z waga /1 — &2 w prze-

dziale £ € [—1,1], czyli spetniaja rownanie:

1
/Ui(g)Uj(g)\/l—@dg:féij, ij=0,1,2, . (2.18)

1 2

gdzie 0;; oznacza delte Kroneckera.

Rysunek 2.8: Wykresy pierwszych pieciu wielomianéw Czebyszewa U, (£) w przedziale
6 S [_17 1]

W Metodzie Spektralnych Elementéw Skoriczonych wezty elementu skonczonego
n-tego rzedu wyznaczane sg jako pierwiastki wielomianu rzedu n — 2 oraz krance tego

elementu, w znormalizowanym uktladzie wspotrzednych przyjmuje sie je jako:

51 = _17 62 =T, 63 =T, ... gn—l = Tp—2, Sn = 17 (219)

gdzie 1,79, ...,7,_o sa wspomnianymi wcze$niej pierwiastkami wielomianu. Wspoét-

rzedne weztow mozna wyznaczy¢ rowniez z zalezno$ci:

T,()=(1-€)U2(§ =0, n=23,.. (2.20)
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Wielomian T, (§) zwany jest pelnym wielomianem Czebyszewa n-tego rzedu. Wartosci

wspotrzednych weztéw mozna réwniez obliczyé¢ z prostszej zaleznosci:

Q:cw(—@7> i=01,2,..n—1 (2.21)

2.5.2 Calkowanie numeryczne wielomianéw aproksymujacych

Procedura numerycznego catkowania, zwana w literaturze kwadratura numeryczna,
znaczaco wplywa na dokladno$é metody. Doboér kwadratury zalezy od wykorzysta-
nych do tworzenia funkcji ksztaltu wielomianéw aproksymacyjnych. Dla wielomia-
n6éw Lobatto stosuje sie kwadrature Gaussa-Lobatto lub Gaussa-Lobatto-Legendre’a,
w przypadku wielomianéw Czebyszewa kwadrature Gaussa-Legende’a, a w przypadku
wielomianéw Laguerre’a kwadrature Gaussa-Laguerre’a.

Calkowanie numeryczne wielomianu F'(£,7,() polega na przyblizeniu calek za

pomoca sum. Mozna wiec zapisac:
1,1 gl @ @ g3
/ / / F(&,m,¢)dédnd¢ = ZZZwiijkF (a;ajay), (2.22)
-1J-1J-1 i=1 j=1 k=1
gdzie w;, w; i wy sa wagami kwadratury, a;a; 1 a; oznaczajg odpowiednie odcigte, a
q1,q2 1 g3 sa liczba punktow kwadratury.
Kwadratura Gaussa-Lobatto

Catkowanie numeryczne przy uzyciu kwadratury Lobatto przeprowadza sie korzy-

stajgc z formuty:

1 9 q—2
/ O = I T 0+ ]S () + b (2.23)

gdzie q jest liczba punktow kwadratury, a d; jest btedem kwadratury.

Wagi kwadratury mozna obliczyé¢ korzystajac z formuty:

2
q(q—1) Pp(ai)*
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gdzie P,_ (§) jest wielomianem Legendre’a rzedu ¢ — 1. Odciete a; mozna obliczy¢ ze
WZOru:
d

(1-— af)d—gpq,l(al) =0, i=1,2,..4q, (2.25)

i sa one rowniez wspotrzednymi wezlow elementu skonczonego (§; = a;) Blad kwa-
dratury Lobatto mozna przedstawic¢ jako
q(g —1)°2%7" (¢ — 2)!)

T (2 1) ((2¢ —2)))° . e L) (2:26)

Z powyzszej zaleznosci widaé, ze btad kwadratury zanika dla funkeji f(£) bedacych

wielomianami rzedu n nie wiekszego niz 2q — 3.

Kwadratura Gaussa

Formuta pozwalajaca na catkowanie numeryczne przy uzyciu kwadratury Gaussa

wyglada nastepujaco:

/_ (O =3 wif @)+ (2.27)

gdzie ¢ jest liczba punktow kwadratury, a dg jest btedem kwadratury.

Wagi kwadratury Gaussa mozna obliczy¢ korzystajac z formuty:

2
(1= af) (Fy(a:)')?)’

w; = i=1,2,..,q (2.28)

gdzie P, (§) jest wielomianem Legendre’a rzedu ¢, a a; sa jego pierwiastkami Blad

kwadratury Gaussa dg mozna przedstawi¢ jako:

_ 22q+1(q!)4 2q o
G — (2q+ 1) ((2q>')3f (77)7 ne [ 17 ” (2'29)

Analiza powyzszej zaleznosci pozwala stwierdzié¢, ze blad zanika dla funkeji f(€) be-
dacych wielomianami rzedu n nie wiekszego niz 2q — 1.
W przypadku pelnych wielomianow Czebyszewa T),(£) wspotrzedne odcietych kwa-

dratury nie sg wspotrzednymi weztéw elementu skoriczonego.
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2.6 Redukcja Blocha

Redukcja Blocha jest metoda laczaca ze soba metody analityczne z numerycz-
nymi. Pozwala ona na zredukowaniu zagadnienia Blocha w strukturze periodycznej
do pojedynczej komorki elementarnej poprzez zamkniecie jej w periodyczne warunki
brzegowe. W takim uktadzie rozwigzan poszukuje sie w postaci kombinacji liniowe]
wektorow wlasnych macierzy dla pojedynczej komoérki oraz uwzglednienie warunkow
brzegowych funkeji Blocha z rozwiazania analitycznego [60, 61].

Aby znalez¢ czestotliwosci drgan wtasnych struktury periodycznej metoda redukceji

Blocha nalezy rozwiazaé zagadnienie wtasne, ktére mozna opisa¢ réwnaniem:
(K—w? M) -q=0 (2.30)

gdzie M i K oznaczaja odpowiednio macierze bezwladnosci i sztywnosci, a ¢ jest

wektorem przemieszczen weztowych.

q = {q1,q27 ...,Qj}, Qj = (xljnyju '~'xn3j)7 ] = ]_, vy Ty (231)

gdzie x1;, 9, ...T,,; 53 stopniami swobody w wezle j, a n, jest liczbg stopni swobody
w kazdym wezle. Wezly w elemencie skoriczonym mozna podzieli¢ na dwie grupy tj.
wezly brzegowe i wezty znajdujace sie wewnatrz elementu.

Stosujac twierdzenie Blocha mozemy zredukowaé¢ zagadnie wartosci wlasnych ca-
lego uktadu do zagadnienia wartosci wtasnych pojedynczej komorki elementarnej
z uwzglednieniem zmian wprowadzonych przez twierdzenie Blocha. W prostym przy-

padku jednowymiarowym przemieszczenia w weztach brzegowych spetniaja zaleznosé:

-27n

G =0q,c N n=0.,N |, (2.32)

gdzie N jest liczba komoérek elementarnych. Wowcezas roéwnanie 2.30 przyjmie woéwczas
postac:

K,.(n) —w?-M,(n)]-q.(n)=0, n=0,..,N (2.33)
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Gdzie K, (n) i M,(n) sa zredukowanymi macierzami odpowiednio sztywnosci i masy

opisanymi za pomoca réwnan:

K,(n) = A(n) - K- A(n)

(2.34)
M, (n) = A'(n)- M - A(n)
a A jest macierza ktorej niezerowe elementy maja postac:
A;; =1 dla wezléow wewnetrznych
(2.35)

A= eV dla weztow brzegowych

Macierze sztywnosci i masy sg zredukowane do wielkosci odpowiadajacej liczbie stopni
swobody komorki elementarnej, a nie jak w przypadku metody elemetoéw skoriczonych
liczby stopni swobody calej struktury, co znacznie zmniejsza zapotrzebowanie na moc

obliczeniowa.
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Rozdzial 3

Pasywne struktury periodyczne

Pasywne struktury periodyczne sa to struktury o charakterystyce periodycznosci
nadanej podczas projektowania i bez mozliwo$ci wplywania na nie z zewnatrz.

Badanie wtasciwosci struktur pasywnych stanowi klucz do zrozumienia zalezno-
Sci pomiedzy wielko§ciami opisujacymi periodyczno$é, a dynamika zjawisk falowych
zachodzacych w strukturze.

Modelujac struktury periodyczne nalezy mie¢ na uwadze efekty zwiazane z samym
modelem. Ze wzgledu na dyskretyzacje konieczng dla SFEM, w widmie czestotliwosci
moga pojawi¢ sie dodatkowe pasma zabronione zwigzane z modelem numerycznym.
Pasma takie beda wystepowaé zawsze w zakresie wysokich czestotliwosci przy nume-
rach czestotliwoéci, bedacych catkowitymi wielokrotnosciami periodycznosci modelu.
Dlatego przyjete w pracy modele musza by¢ wieksze niz przyjeta periodycznosé¢ bada-
nej struktury. Z drugiej strony wtasciwosci struktury wynikajace z jej periodycznego
charakteru ujawniaja sie przy duzych wartosciach periodycznosci.

Poréwnano widma czestotliwosci drgann wlasnych uzyskane metoda TD-SFEM
z wynikami analitycznymi. Schematy struktury sktadajacej sie z periodycznie powta-
rzajacych sie elementow o réznej wartosci modulu Younga, znajduje si¢ na rysunku
3.1. Struktura periodyczna ma dlugosé [ = 2 m i sktada sie ze 100 komorek elementar-
nych o proporcjach dtugosci a/b = 1/0, 25 i wartosci modutu Younga E,/E, = 1/0, 25.

Widmo czestotliwoéci drgan wtasnych wyznaczone za pomoca TD-SFEM oraz

analitycznie przedstawione sg na wykresie 3.2. Model numeryczny skladat sie z 400
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Rysunek 3.1: Schemat jednowymiarowej struktury periodycznej

elementow skonczonych, z ktorych co 4 mial zmieniony modut Younga. Opis modelu
numerycznego znajduje sie w sekcji 3.1. Charakterystyczne dla struktur periodycznych
pasma zabronione sa widoczne dla czestotliwosci o numerach, bedacych catkowita
wielokrotnoscia periodycznosci struktury. Dla malych numerow czestotliwosci wyniki
numeryczne wykazuja duza zgodnos$¢ z wynikami uzyskanymi za pomocg teorii Blo-
cha. Przy duzych numerach czestotliwosci, czyli w zakresie wysokich czestotliwosci,
wyniki numeryczne znacznie odbiegaja od wynikow teoretycznych. Jest to zwigzane
z reprezentacja wynikow na dyskretnej siatce powyzej czestotliwosci Nyquista |71, 75].
Z tego wzgledu w calej pracy zadne wyniki z czesci widma znajdujacej sie w zakresie

wysokich czestotliwosci nie sa brane pod uwage, tj. z drugiej potowy widma [74].

N =100
600 —
— Teoria Blocha

—— TD-SFEM
500 /

400 ///
il

1

N
s}
2, 300 | 1
L.i /
200 | = 1
100 — 1

]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Rysunek 3.2: Poréwnanie wynikéw numeryczny z wynikami uzyskanymi wedtug teorii
Blocha
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3.1 Jednowymiarowe struktury periodyczne

Badane struktury jednowymiarowe sa periodycznymi belkami wykonanymi z alu-
minium o wymiarach: dlugos¢ [ = 4000 mm, szerokos¢ b = 10 mm i wysokosé¢
h = 10 mm. Stosunkowo duza dlugos¢ belki pozwala na doktadniejsze modelowanie
dynamiki struktury nie wymagajac jednocze$nie nadmiernego komplikowania modelu
numerycznego, lub zmniejszania periodycznosci. Wtasciwosci materiatowe uzyte do
obliczent byty nastepujace: modut Younga £ = 67,5 GPa, liczba Poissona v = 0,33
i gestosé p = 2700 km/m?3.

Kazda z modelowanych struktur periodycznych mozna opisa¢ dwiema wielko-

sclami:

e periodycznos¢ N, tj. liczba powtarzajacych sie w strukturze komoérek elemen-

tarnych,

e intensywnos¢ periodycznosci «, tj. wielko$¢, ktora jest miara wielkosci perio-
dycznie wystepujacych zmian, nalezy zdefiniowa¢ oddzielnie dla kazdego ro-

dzaju. struktury
Modelowano trzy rodzaje struktur periodycznych:

e struktury z powtarzajacymi si¢ zmianami w geometrii wykonanymi poprzez

nawiercenie otworéow,
e struktury z powtarzajacymi sie zmianami wtasciwosci materiatowych,

e struktury z powtarzajacymi sie zmianami w geometrii w przekroju poprzecz-

nym.

Schematy struktur przedstawione sa na rysunkach 3.3, 3.4 1 3.5
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Rysunek 3.5: Belka z periodycznymi zmianami pola przekroju poprzecznego
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Intensywnosé¢ periodycznosci o kazdej z wyzej wymienionych struktur zdefinio-

wano odpowiednio jako:

6% —g
T
E
=1- = .
(655 EO (31)
S
—1- =
Qg SO

gdzie d to $rednica otworu, b szeroko$é¢ belki, F i Ey to odpowiednio modut Younga
zmodyfikowany i wyjsciowy, a S i Sy to odpowiednio pole przekroju poprzecznego

zmienione 1 wyjsciowe.

3.1.1 Model numeryczny

Do modelowania jednowymiarowych struktur periodycznych wykorzystano TD-
SFEM. Dobér modelu poza wymagana zbiezno$cia musial spelnia¢ dodatkowo waru-
nek zwigzany z periodycznoscig modelu, czyli liczba elementéw skonczonych powinna
by¢ wieksza od periodycznosci struktury, zatem liczba elementéw skonczonych musi
by¢ wieksza niz 100.

Model numeryczny zaktadal niezalezne modelowanie dran wzdtuznych, gietnych
i skretnych. Pole przemieszczen i pole naprezen wykorzystane w obliczeniach sa po-
taczeniem elementarnej teorii pretéow dla drgan podtuznych, teorii Timoshenko dla
drgan gietnych oraz elementarnej teorii watéw dla drgan skretnych. Zastosowane pola
maja postac:

Pole przemieszczen:

v(x) = vo(x) — 2¢,(7) (3.2)
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za$ pole odksztalcen:

'6 _ Ou(x) _ dug(z) ngzﬁ(x)
¢ Ox dx dx
_Ov(z)  Ou(z)  duy(z) do,(z)
Yoy = Ox i oy dx T de ¢:(2) (3:3)
~ Ou(x)  Ow(r)  dwy(w) do.(x)
(12 = 75, * or dx ty de %y()

W modelu uzyto spektralnych elementéw skonczonych, ktorych schemat przedstawi
rysunek 3.6. Wezly elementéw zostaly wyznaczone za pomocg wielomianéow Czeby-

szewa piatego rzedu.

(a) ?

(©)

Rysunek 3.6: Pojedynczy element skoticzony bez zmian (a) i z otworem (b), znorma-
lizowany lokalny uktad wspolrzednych £ z zaznaczonymi weztami (c)

Otwory w strukturze byly modelowane poprzez odjecie objetosci otworu z dzie-
dziny catkowania. Aby wzig¢ pod uwage koncentracje naprezenn w okolicach otworéw
[76-78| oraz deplanacje pola przekroju poprzecznego, macierz sztywnosci zostata zmo-

dyfikowano zgodnie z formuta [79]:

[D*]z[D]-Oz-f(?) o= 1—(§)m m— 1.7 (3.4)

€ le

gdzie f (%) jest funkcja uwzgledniajaca skoriczone wymiary elementu [80, 81|

W celu okreslenia optymalnej liczby elementow uzytych do modelu wykonano
analize zbiezno$ci modelu numerycznego, a uzyskane wyniki poréwnano z wynikami
analitycznymi. W FEM bardzo wazna jest gesto$¢ podzialu struktury na elementy
skoniczone, dlatego konieczna jest analiza wpltywu liczby elementoéw skoriczonych na

czestotliwosci drgan wilasnych struktury. Nalezy jednak zwrocié uwage, iz analiza
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struktur periodycznych przy zmiennej liczbie elementéw nie jest mozliwa ze wzgledu
zaleznos¢ periodycznosci struktury od liczby elementow. Z tego powodu analiza zbiez-
noéci dotyczy modelu nieperiodycznego.

Do analizy przyjeto pret o dtugosci [ = 4000 mm, szerokosé¢ b = 10 mm i wysoko$c¢
h = 10 mm o swobodnych koricach. Wyznaczono pie¢ pierwszych i dziesiagtg czesto-
tliwosci drgan wzdtuznych oraz dodatkowo w przypadkach wiekszych modeli rowniez
czestotliwo$¢ numer 50 i 250. W tabeli 3.1 zebrano wyniki obliczet numerycznych

oraz wyniki teoretyczne z klasycznej teorii pretow [79].

Tabela 3.1: Analiza zbieznosci wynikéw obliczen za pomoca TD-SFEM

SIS k) folkHa]  folkHe  fulkHz folkHa)  fuo [KHe frolkHz]  fasolkH]
2 0625 1250 1,875 2,509 3,159 10,820 - -

3 0625 1250 1,875 2500 3,126 6,772 ; ;

4 0625 1250 1,875 2,500 3,125 6,318 ; ;

5 0625 1250 1,875 2,500 3,125 6,273 ; ;

10 0,625 1,250 1875 2,500 3,125 6,250 54,800 ;

100 0,625 1,250 1,875 2,500 3,125 6,250 31,250 157,900

400 0625 1250 1,875 2,500 3,125 6,250 31,250 156,300
:;f;lvllfyzca;ﬁs 0625 1,250 1875 2,500 3,125 6,250 31,250 156,250

Widoczna jest szybka zbiezno$¢ wynikoéw oraz duza zgodnos¢ pomiedzy wynikami
numerycznymi i analitycznymi. Blad wzgledny dla czestotliwosci nr 10 spada do 0%
juz dla modelu zlozonego z 10 elementéw. Do wyznaczenia czestotliwosci w zakresie
od 0 do 150 [kHz| wystarczajacy bytby model ztozony ze 100 elementow, jednak
w celu unikniecia probleméw zwigzanych z periodycznoscig modelu numerycznego do

obliczen przyjeto model nadmiarowy, ztozony z 400 elementéw skoriczonych.

3.1.2 Analiza widm drgan wlasnych

Analiza uzyskanych widm czestotliwosci struktury skupia sie gtéwnie na obsza-

rach, gdzie propagacja fal nie jest mozliwa. Obszary te nazywane sa w literaturze
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pasmami zabronionymi. Na pasma zabronione maja wplyw dwie wielkosci. Pierwsza
z nich jest periodyczno$¢ N, czyli liczba powtarzajacych sie blokow w strukturze,
ma kluczowe znaczenie przy okre$leniu zaréwno potozenia jak i liczby pasm zabro-
nionych. Drugg z nich jest intensywnosé¢ periodycznoéci o, ktora jest miarg wielkosci
periodycznie powtarzajacej sie modyfikacji i wplywa przede wszystkim na szerokosé

pasm zabronionych.

Belka z otworami

W strukturze widma belki z periodycznie wystepujacymi otworami wystepuja pa-

sma zabronione, ktorych szeroko$¢ i potozenie zalezy gtéwnie od dwoch parametrow:
e periodycznosé N, tj. liczba otworow wystepujacych w strukturze

e intensywnos¢ periodycznosci oy, tj. miary wielkosci periodycznych zmian okre-
$lonej jako wzgledna $rednica otworéw oy = d/b gdzie b jest szerokoscia struk-

tury.

Poza tymi zmiennymi, na etapie projektowania mozliwa jest jeszcze zmiana geometrii
i parametrow materiatowych, ale te zmiany wptywaja na wartosci, a nie na charak-
ter zmian wynikajacych z wystepowania periodycznosci. Ze wzgledu na przejrzystosc
drgania wzdluzne, gietne i skretne sg analizowane niezaleznie od siebie. Nie uwzgled-

niono wiec ewentualnych sprzezen pomiedzy nimi.

Drgania wzdluzne

W widmie czestotliwosci wzdtuznych drgan wlasnych periodycznej belki mozna
zaobserwowaé nieciaglosci wynikajace z periodycznosci uktadu. Wystepuja one przy
czestosciach o numerach bedacych catkowitymi wielokrotno$ciami periodyczno$ci da-
nej struktury. Na wykresie 3.7 pokazane sa widma struktur nieperiodycznej i o pe-
riodycznoéci 50 oraz 100, ktorych intensywnosé periodycznosci ay = 0,6. Polozenie
pasm zabronionych w widmie czestotliwosci jest zalezne od periodycznosci i jednocze-

Snie szeroko$¢ pasma zabronionego jest r6zna dla réznych periodycznosci oraz zalezna
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Rysunek 3.7: Widma czestosci wzdtuznych drgan wlasnych dla ukladu nieperiodycz-
nego (kolor zielony) i ukladéw o periodycznosci 50 (czerwony) i 100 (niebieski)

od zakresu czestotliwosci przy ktorym wystepuje. Aby okresli¢ te zaleznosci przepro-
wadzono dwa zestawy obliczenr. Pierwszy przy ustalonej intensywnosci ay i zmiennej
periodycznosci N oraz drugi przy ustalonej periodycznosci N i zmiennej intensywno-
scl ay.

W pierwszej kolejnosci przeprowadzono analize zaleznoSci czestotliwo$ci drgan
wtasnych od intensywnosci periodycznosci ay. Na wykresie 3.8 zestawiono zaleznosci
widm czestotliwosci drgan wlasnych w funkcji ay struktur periodycznych o perio-
dycznosciach N = 20, 50, i 100.

Wyraznie widoczne sg og6lne zaleznosci pomiedzy szerokoscia i polozeniem pasm,
a periodycznoscia i jej intensywnoscia. Intensywnosé periodycznosci wplywa istotnie
na szeroko$¢ pasm zabronionych nie zmieniajac ich liczby, ani potozenia w widmie
czestotliwosci. Im wieksza periodycznosé, tym pasma sa szersze 1 wyzej potozone, ale
ich liczba jest mniejsza.

Aby sprawdzi¢ wplyw periodycznos$ci na pasma zabronione wystepujace w wid-

mie wyznaczono widma czestotliwosci drgan wlasnych struktur o tej samej liczbie
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Rysunek 3.8: Widma czestosci wzdtuznych drgan wtasnych jako funkcja intensywnosci
ay przy wybranych periodycznosciach
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Tabela 3.2: Zestawienie parametréw pasm zabronionych dla drgan wzdtuznych belki
7z otworami o intensywno$ci periodycznosci ag = 0,6

N np Ag max Ag > Ag for
20 12 3.15 5,23 42,41 10,40
25 10 4,16 6,34 41,61 13,74
50 5 8,46 12,39 42,32 27,03
80 3 14,07 19,31 42,22 41,52

100 2 16,90 21,52 33,80 50,65

200 1 42,31 42,31 42,31 92,30

elementéw skonczonych, tej samej wartosci intensywnos$ci periodycznosci ay = 0,6
ale o zmiennej liczbie otworéw N. Na wykresie 3.8 struktury te zaznaczone sa czer-
wong linig.

Badajac zaleznos$¢ parametrow pasm od periodycznosci nalezy mie¢ na uwadze
ograniczenia wynikajace z modelowania. w przestrzeni ciaglej dostepne periodyczno-
Sci sg liczbami naturalnymi, jednak w przestrzeni dyskretnej narzuconej przez TD-
SFEM mozliwe jest modelowanie struktur, ktérych periodycznosci sg catkowitymi
dzielnikami liczby elementow.

W tabeli 3.2 zestawiono parametry pasm zabronionych dla wybranych periodycz-
nosci w zakresie od 0 do 150 kHz, gdzie np oznacza liczbe pasm, Ag oznacza $rednia
szeroko$¢ pasm, max Ag najszersze pasmo w zadanym zakresie, > Ag jest suma sze-
rokosci wszystkich pasm zabronionych wystepujacy w tym zakresie, a f,, jest dolna
granica pierwszego pasma zabronionego.

Z zebranych danych wynika, ze niezaleznie od periodycznosci struktury suma sze-
roko$ci wytlumionych pasm w danym zakresie jest zblizona i stanowi okoto 28% spek-
trum. Wahania tych wartosci wynikaja z narzucenia gornej granicy zakresu czestotli-
wosci, co w wiekszym stopniu wplywa na struktury o matej liczbie pasm zabronionych
w przyjetym zakresie czestotliwosci.

Szeroko§¢ pasma zabronionego jest funkcja periodycznosci, ale jest rowniez zalezna
od czestotliwodci, w sasiedztwie ktorej wystepuje. Nie nalezy zatem poréwnaé ze soba

pierwszego pasma zabronionego, bo zaleznosé¢ taka bytaby funkcjg dwéch zmiennych,
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a wplyw jaki ma periodycznosé na szerokos¢ pasma zabronionego mogltby by¢ prze-
stoniony przez inne czynniki. Dlatego analiza zaleznosci szerokosci od periodycznosci
mozliwa jest tylko wybranych pasm, ktore wystepuja w strukturach o réznych pe-
riodycznoéciach, ale przy tej samej czestotliwosci, co bezposrednio wigze sie z tym

samym numerem czestotliwodci. Na wykresie 3.9 widoczna jest zaleznosé szerokosci

40 e
e n =100
e n =200
30 e n =300 i
N
=
= 90 | :
D
<
10 .
0 , | , | , | , | ,
0 25 50 75 100 125

N

Rysunek 3.9: Zalezno$¢ szerokosci pasma zabronionego w funkeji periodycznosei

pasma zabronionego od periodycznosci dla pasm wystepujacych przy czestoSciach
o numerach 100 (kolor czerwony), 200 (niebieski) i 300 (zielony). Wyraznie widoczny
jest liniowy charakter tej zaleznosci, ktory jest zwigzany ze stosunkiem dtugosci fali do
wielko$ci komorki elementarnej. Parametry dopasowania funkcji liniowych w postaci
Ag = an + b sa zebrane w tabeli 3.3, gdzie a to wspolczynnik kierunkowy prostej, b
warto$¢ funkcji dla periodycznosci rownej 0, a R? jest wspolczynnikiem ufnosci do-

pasowania.
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Tabela 3.3: Zestawienie parametrow dopasowanych funkcji liniowych zaleznosé szero-
kosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,1163 0,6368 0,9999
200 0,2096 0,4488 0,9999
300 0,2615 0,2418 0,9999

Drgania gietne

Na wykresie 3.10 pokazane sa widma drgan wtasnych belek o periodycznosciach
501 100 i intensywnosci periodycznosci oy = 0, 6 oraz belki nieperiodycznej. Przerwy
wystepuja przy czestotliwosciach, ktorych numery sa catkowitymi wielokrotno$ciami

periodycznosci. Sa one wyraznie widoczne dopiero dla wyzszych czestotliwosci.

200 —
— struktura nieperiodyczna
— N =100
150 | —— N =50 -

fn [kHz]

20 1

0 100 200 300 400 500 600 700
n

Rysunek 3.10: Widma czestotliwoscei gietnych drgan wtasnych uktadu nieperiodycz-
nego i uktadéw o periodycznosci N =501 N = 100

Zebrane na rysunku 3.11 wykresy przestawiajg widma drgan gietnych w zalezno-
sci od intensywno$ci periodycznosci ay struktur o periodycznosciach 20, 50 i 100.

Ogolne zaleznosci pozostaja takie same jak w przypadku drgan wzdluznych, czyli
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wraz ze wzrostem periodycznosci wzrasta szeroko$é¢ pasm zabronionych, ale maleje
ich liczba. Pasma sa tym szersze im wieksza jest intensywno$¢ periodycznosci. Pasma
zabronione poltozone w zakresie niskich czestotliwosci sa znaczaco wezsze niz ich od-
powiedniki dla drgan wzdtuznych i sg widoczne tylko dla duzej wartosci intensywnosci
periodycznosci.

Parametry pasm zabronionych wyznaczone dla wybranych periodycznosci belki
o intensywnog$ci periodycznoéci ay = 0, 6, oznaczonej na wykresie 3.11 jako czerwona
linia, zostaly zebrane w tabeli 3.4. np oznacza liczbe pasm, Ag oznacza $rednia szero-
ko$¢ pasm, max Ag najszersze pasmo w zadanym zakresie, Y | Ag jest suma szerokosci
wszystkich pasm zabronionych wystepujacy w tym zakresie, a f,, jest dolng granica

pierwszego pasma zabronionego.

Tabela 3.4: Zestawienie parametréw pasm zabronionych dla drgan poprzecznych
ukladu z otworami o intensywnos$ci periodycznosci ay = 0, 6.

N np Ag max Ag > Ag for
20 25 1,77 5,24 39,60 0,54
25 20 2,08 6,31 36,94 0,80
50 10 3,99 10,92 39,77 3,26
80 6 5,91 14,55 35,45 7,88

100 5 7,42 15,13 34,22 11,85

200 2 13,73 25,88 27,46 32,92

w zakresie czestotliwosci do 150 kHz liczba pasm zabronionych jest okoto 2 razy
wieksza niz w tym samym zakresie dla drgan podhuznych. Catkowite thumienie w tym
zakresie nie zalezy od periodycznosci struktury i stanowi okolo 23% widma. Wahania
tych warto$ci wynikaja z narzucenia gornej granicy zakresu czestotliwosci.

Na wykresie 3.12 przedstawiona jest zalezno$¢ szerokosci pasma zabronionego od
periodycznosci dla pasm wystepujacych przy czestosciach o numerach 100 (kolor czer-
wony), 200 (niebieski) i 300 (zielony). Wyraznie widoczny jest liniowy charakter tej
zaleznosci jest zwigzany ze stosunkiem dtugosci fali do wielkosci komorki elementar-

nej. Parametry dopasowania funkcji liniowych w postaci Ag = an + b sa zebrane
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Rysunek 3.11: Widma czestosci gietnych drgan wlasnych jako funkcja intensywnosci
ay przy wybranych periodycznosciach
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w tabeli 3.5, gdzie a to wspolezynnik kierunkowy prostej, b warto$é funkeji dla perio-

dycznosci rownej 0, a R? jest wspotezynnikiem ufnoéci dopasowania.

10 T T T T T T
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N

Rysunek 3.12: Zaleznosé¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznosci struktury
z otworami o intensywnosci periodycznosci ay = 0,6

Tabela 3.5: Zestawienie parametrow dopasowanych funkcji liniowych zaleznosé szero-
kosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,0052 0,4327 0,9927
200 0,0109 0,6374 0,9994
300 0,0608 0,5788 0,9997
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Drgania skretne

Widma skretnych drgan wtasnych belek o periodycznosciach 50 i 100 i wartosci
intensywnosci periodycznosci oy = 0,6 oraz belki nieperiodycznej przedstawione sg
na wykresie 3.13. Widoczne sg wyrazne niecigglosci wystepujace przy czestotliwosci,

ktorej numer odpowiada catkowitej wielokrotnosci periodycznosci.

150 ———T—T
— struktura nieperiodyczna
— N =100
— N =50

100 / -

fn [kHz]

o0 1

O L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n

Rysunek 3.13: Widma skretnych czestosci drgan wlasnych uktadu nieperiodycznego
i uktadow o periodycznosci N =501 N = 100

Zebrane widma czestotliwoéci skretnych drgan wlasnych w funkcji intensywnosci
periodyczno$ci ay zebrane zostaly na wykresie 3.14. Widma drgan skretnych wy-
kazuja te same ogélne zalezno$ci, co widma drgann wzdluznych i gietnych. Pasma
zabronione poszerzaja sie wraz ze wzrostem periodycznosci, a ich liczba maleje. Sze-
rokos¢ pasm zabronionych rosnie wraz ze wzrostem intensywnosci periodycznosci, ale
ich liczba nie zalezy od intensywnosci.

Szeroko§¢ pasm zabronionych ich liczba i potozenie zalezne sa zaré6wno od perio-
dycznodci, jak i intensywnosci periodycznosci. Dla obranej intensywnosci oy = 0, 6,

zaznaczonej na wykresie 3.14 w postaci czerwonej linii, parametry pasm zabronionych
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Rysunek 3.14: Widma czestosci skretnych drgan wtasnych jako funkcja intensywnosci

periodycznosci ay = 0,6 dla wybranych periodycznosci
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zebrano w tabeli 3.6, gdzie np oznacza liczbe pasm, Ag oznacza érednia szerokosé
pasm, max Ag najszersze pasmo w zadanym zakresie, > Ag jest suma szerokosci
wszystkich pasm zabronionych wystepujacy w tym zakresie, a f,, jest dolng gra-
nicg pierwszego pasma zabronionego. Podobnie jak w przypadku drgan poprzecznych
i wzdtuznych catkowity zakres ttumionych czestotliwosci jest niezalezny od periodycz-
nosci i pokrywa okolo 25% widma. Szukajac najszerszego pasma w zakresie do 150 kHz
nie wzieto pod uwage pasma wystepujacego przy czestotliwosci o numerze n = 400.
Pasmo to jest poszerzone ze wzgledu na naltozenie sie na siebie pasm zabronionych
wynikajacych z periodycznosci struktury oraz periodyczno$ci modelu numerycznego.

Nie ma niestety mozliwosci odseparowania od siebie tych dwoch zjawisk.

Tabela 3.6: Zestawienie parametréw pasm zabronionych dla drgan skretnych uktadu
z otworami o intensywnosci periodycznosci ay = 0,6

N np Ay max Ag > Ag fa
20 27 1,66 1,75 43,39 5,47
25 21 1,87 2,11 41,27 6,62
50 10 3,83 4,00 38,29 13,37
80 6 6,20 6,31 37,22 20,95

100 5 7,86 7,77 39,29 25,85

200 2 17,41 11,52 34,81 48,99

Charakter zmian szerokosci pasm zabronionych w zaleznosci od periodycznosci
nalezy rozpatrywac¢ dla pasm wystepujacych w tym samym zakresie czestotliwosci.
Na wykresie 3.15 sg zebrane szerokosci pasm zabronionych wystepujacych przy cze-
stotliwosciach o numerach 100, 200 i 300 w funkcji periodycznosci.

Wyraznie widoczna liniowa zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od perio-
dycznosci jest zwiazana ze stosunkiem dlugoéci fali do wielkosci komorki elemen-
tarnej struktury periodycznej. Parametry dopasowania dopasowania funkcja liniowa
w postaci Ag = an + b zebrane sg w tabeli 3.7, gdzie a to wspoltczynnik kierunkowy
prostej, b wartoéé¢ funkeji dla periodycznosci réwnej 0, a R? jest wspolczynnikiem

ufnosci dopasowania.
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Rysunek 3.15: Zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznodci

Tabela 3.7: Zestawienie parametrow dopasowanych funkeji liniowych zaleznosé szero-
koSci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,0291 0,3619 0,9995
200 0,0563 0,2296 0,9999
300 0,0722 0,2048 0,9999

Podsumowanie

Dane kazdego typu drgan analizowane niezaleznie pokazuja charakterystyke dla
wyidealizowanego uktadu dziatajacego tylko pod obciazeniami jednego rodzaju. W rze-
czywistosci nigdy nie mamy do czynienia z wylacznie jednym typem drgan. Nakltada
to pewne ograniczenia, ale daje tez nowe mozliwosci.

Na wykresie 3.16 sa przedstawione zaleznosci réznych typow drgan wtasnych belki
o periodycznosci N =100 w funkeji intensywnosci periodycznoéci, gdzie kazdy rodzaj

drgan przedstawiony jest inng barwa podstawowa.
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Rysunek 3.16: Widma czestotliwosci drgan wtasnych wzdluznych, gietnych i skret-
nych w zaleznosci od intensywnosci periodycznosci struktur periodycznych z otworami
o periodycznosci N = 100
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Rysunek 3.17: Widma czestoséci wlasnych w zaleznosci od intensywnos$ci periodycz-
nosci periodycznych z otworami o periodycznosci N = 100

Mozna latwo zauwazy¢, ze zlozone pasma zabronione przedstawione na wykre-
sie 3.28, w zakresie ktorych nie wystepuja zadne drgania wlasne sa znacznie wezsze
i wystepuja dla wiekszych wartosci intensywnosci periodycznosci . Przy duzych
wartosciach intensywnosci periodycznosci znaczaco spada sztywnosé belek, co ogra-
nicza ich potencjalne zastosowanie jako elementy konstrukcji, ale nie wyklucza ich
wykorzystania w celu ttumienia drgan.

Mozna réwniez zaobserwowac obszary, ktore moga postuzyé jako filtry konkret-
nych rodzajow drgan, ktore przepuszczaja pozostate drgania. Obszary ktére na wy-
kresie 3.28 sa w kolorze purpurowym reprezentuja struktury, ktore nie przepuszczaja
drgan drgan wzdluznych, a przepuszcza drgania poprzeczne i skretne. Obszary w ko-
lorze niebieskozielonym reprezentuja struktury periodyczne, ktore stanowia bariere

dla drgan poprzecznych, a przepuszczajg drgania gietne oraz skretne.
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Zmiany warto$ci modulu Younga

Widmo belki z periodycznie zmieniajacymi si¢ wartosciami modutu sprezystosci
ma charakter pasmowy, co znaczy, ze w widmie wystepuja pasma zabronione. Fale
o czestotliwosdciach z zakresu pasm zabronionych nie moga by¢ propagowane. Szero-

kos¢ i potozenie pasm zabronionych zalezy od dwoch parametrow:

e periodycznosé N okresla liczbe powtarzajacych sie segmentow w strukturze o in-

nej wartosci modutu Younga,

e intensywnos$¢ periodycznosci jest miarg wielkosci periodycznych zmian okre-
slona jako wzgledna zmiana modutu Younga ap = 1 — E/E, gdzie Ey jest
wyjsciowg wartoscig modutu sprezystosci a F wartos$cig periodycznej modyfi-

kacji.

Poza tymi zmiennymi, na etapie projektowania mozliwa jest jeszcze zmiana geometrii
i parametrow materiatowych, ale te zmiany wptywaja na wartosci, a nie na charak-
ter zmian wynikajacych z wystepowania periodycznosci. Drgania wzdtuzne, gietne
i skretne sa analizowane niezaleznie od siebie, nie uwzgledniono wiec ewentualnych

sprzezen pomiedzy nimi.

Drgania wzdluzne

Na wykresie 3.18 znajduja sie widma belek o periodycznosci 50 i 100 oraz belki
nieperiodycznej. W przypadku struktur periodycznych wartosci intensywnosci perio-
dycznosci wynosi agp = 0,6. Wida¢, ze nieciaglosci pojawiaja sie dla czestotliwosci,
ktorych numery sa catkowita wielokrotnoscig periodycznosci.

Ztozone widma czestotliwosci wzdtuznych drgai wtasnych w funkcji intensywno-
Sci periodycznosci ag struktur o wybranych periodycznosciach zostaly zebrane na
wykresie 3.19. Niebieskie obszary reprezentuja dostepne mody drgan.

Jak widaé¢ zakresy gdzie drgania sa propagowane, sa przeplatane przez obszary
gdzie drgania nie moga wystepowac¢. Widoczna jest ogdlna zaleznosé pomiedzy sze-

rokoscia pasma zabronionego a intensywnoécig periodycznosci. Im intensywno$é jest
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Rysunek 3.18: Widma czestoéci wzdtuznych drgan wlasnych struktury nieperiodycz-
nej i struktur o periodycznosciach 50 i 100

wieksza, tym szersze jest pasmo zabronione. Wraz ze wzrostem intensywnosci mozna
zaobserwowac przesuniecie pasm w kierunku nizszych czestotliwosci, co jest zwiazane
ze zmnieszeniem sztywnodci catej struktury. Wraz ze wzrostem periodycznosci roénie
rowniez szerokosé¢ pasm zabronionych przy rownoczesnym zmniejszaniu sie ich liczby.

W tabeli 3.8 zebrane zostaly parametry pasm zabronionych dla réznych periodycz-
noéci struktury, gdzie np jest liczba pasm zabronionych w zakresie od 0 do 150 kHz,
Ag oznacza $rednia szeroko$é¢ pasma zabronionego, max Ag szeroko$¢ najszerszego
pasma zabronionego w danym zakresie, Y Ag oznacza calkowity zakres czestotliwo-
Sci ktore nie moga wystepowaé w strukturze, w zakresie od 0 do 150 kHz, a f,, jest
czestotliwoscig dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.

Dane zawarte w tabeli 3.8 pozwalaja sformutowaé ogdlne zaleznosci polozenia
i szerokosci pasm zabronionych od periodycznosci. Im wieksza periodycznosé tym
mniej jest pasm zabronionych, Srodek pierwszego pasma zabronionego jest polozony

w zakresie wyzszych czestotliwodci, a pasma sa szersze. Sumaryczne ttumienie w za-
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Rysunek 3.19: Widma czestosci wzdhuznych drgan wtasnych jako funkcja intensyw-
noéci periodycznosci
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Tabela 3.8: Zestawienie parametrow pasm zabronionych dla drgan wzdtuznych uktadu
z periodycznie zmienna wartoscia modutu Younga 1 — E/Ey = 0,6

N np Ag max Ag > Ag fo
20 12 2,93 3,79 35,28 10,79
25 10 3,11 4.49 32,74 14,08
50 ) 6,02 8,38 30,11 26,54
80 3 9,45 12,71 22,87 39,46

100 2 13,54 13,99 27,87 47,39

200 1 26,26 26,26 26,26 83,51

kresie od 0 do 150 kHz wraz ze wzrostem periodycznosci maleje, co ma zwigzek ze
spadkiem catkowitej sztywnosci belki.

Dla poréwnania szerokosci pasm zabronionych wybrano pasma, ktore znajdujg sie
w okolicach tych samych czestotliwosci, a ktore wystepuja dla czestotliwoéci o nu-
merach 100, 200 i 300. Zaleznos¢ szerokosci pasm zabronionych od periodycznosci
pokazana jest na wykresie 3.20, a parametry dopasowania funkcja liniowa w postaci

Ag = an + b znajduja sie w tabeli 3.9.
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Rysunek 3.20: Zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznosci
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Tabela 3.9: Zestawienie parametrow dopasowanych funkcji liniowych zaleznosé szero-
kosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,1293 1,1422 0,9990
200 0,1306 0,0806 0,9998
300 0,0291 1,7367 0,9720

Widoczny jest charakter liniowy zaleznosci od periodycznosci, co jest zwiazane ze
stosunkiem dlugodci fali o okreslonej czestotliwosci do wymiaréow komorki elementar-

nej struktury.

Drgania gietne

Na wykresie 3.21 przedstawiono widmo czestotliwosci gietnych drgan wtasnych
belki o periodycznosci 50 i 100 oraz nieperiodycznej. W strukturach periodycznych
wartosci intensywnosci wynosi agp = 0,6. W widmie struktur periodycznych pojawiaja
sie charakterystyczne nieciggtosci, ktore wystepuja przy czestotliwosciach, ktorych
numery sg catkowita wielokrotnoscig periodycznosci. Niecigglosci te wystepuja przy
kazdej kolejne wielokrotnosci, ale nie wszystkie sa wyraznie widoczne.

Wykres 3.22 przedstawia zaleznos$ci czestotliwosci gietnych drgan wlasnych od in-
tensywnosci periodycznoéci przyktadowych periodycznosci. Mozna zauwazyé, ze po-
mimo iz pasma zabronione sg wyraZnie wezsze niz w pozostatych przypadkach to wraz
7z intensywno$cig periodycznosci ich szeroko$é rosnie, a liczba maleje.

W przypadku drgan gietnych, mimo iz ogdlne wnioski dotyczace zaleznosci od
intensywnosci periodycznosci oraz od periodycznosci sg takie same, to pasma zabro-
nione wystepuja w zakresie wyzszych czestotliwosci i sg one bardzo waskie. Parametry
szerokoSci pasm zostaly zebrane w tabeli 3.10 gdzie np oznacza liczbe pasm zabronio-
nych w zakresie od 0 do 150 kHz, Ag $rednia szerokoéé pasma zabronionego, max Ag
szeroko$¢ najszerszego pasma zabronionego w danym zakresie, » . Ag catkowity zakres
czestotliwodci ktore sg ttumione, w zakresie od 0 do 150 kHz, a f,, jest czestotliwoscia

dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.
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Rysunek 3.21: Widma czestosci gietnych drgan wtasnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodycznosci 50 i 100

Srednia i maksymalna szeroko$é¢ pasm zabronionych jest wyraznie mniejsza niz
przypadku drgan wzdtuznych i skretnych struktury ze zmianami modulu Younga.
Sumaryczne ttumienie w zakresie od 0 do 150 kHz wyraZnie maleje wraz ze wzrostem
periodycznosci, co jest zwigzane ze zmniejszeniem sztywnosci calej struktury.

Dla pasm wystepujacych przy tych samych numerach czestotliwo$ci mozna wy-
znaczy¢ zaleznosé ich szerokosci od periodycznosci. Zalezno$é ma charakter liniowy
co wynika z proporcji wielko$ci komorki elementarnej do dtugosci fali o czestotliwosci
z zakresu danego pasma zabronionego. Wykres 3.23 przedstawia szerokos¢ pasma za-
bronionego w funkcji periodycznosci, a parametry dopasowania funkcja liniowa w po-

staci Ag = an + b zebrane sa w tabeli 3.11
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Rysunek 3.22: Widma czestoSci gietnych drgan wilasnych jako funkcja wzglednej
zmiany modutu Younga dla wybranych periodycznosci
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Tabela 3.10: Zestawienie parametrow pasm zabronionych dla drgan gietnych struktury
ze zmienng warto$cia modutu Younga o intensywnosci ap = 0,6

N np Ag max Ag > Ag for
20 26 0,89 2,02 23,30 0,53
25 21 0,95 2,61 19,86 0,92
50 11 1,39 4,00 15,31 2,96
80 7 1,23 2,03 8,59 8,26

100 6 2,10 4,66 12,61 12,17

200 3 2,89 5,69 8,68 33,60

Tabela 3.11: Zestawienie parametrow dopasowanych funkeji liniowych zaleznosé sze-
rokosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,0176 0,3661 0,9992
200 0,0030 0,5834 0,9566
300 0,0156 0,6933 0,9994

3 T T T
e n =100
e n =200
e n =300
2 L .
N
.
~,
(@)
4
1 L .
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 25 50 75 100 125
N

Rysunek 3.23: Zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznodci
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Drgania skretne

Na wykresie 3.24 zebrano widma wtasnych drgan skretnych belki nieperiodyczne;j
i periodycznych o periodycznosci 50 i 100 oraz wartosci intensywno$ci periodycz-
nosci ap = 0,6. Podobnie jak w pozostalych przypadkach widoczne sg nieciaglosci
w widmie wystepujace przy czestotliwosciach o numerach, bedacych catkowitymi wie-

lokrotnosciami periodycznosci.
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Rysunek 3.24: Widma czestosci skretnych drgan wlasnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodycznosciach 50 i 100

Zebrane widma skretnych drgari wlasnych w zaleznoéci od intensywno$ci perio-
dycznosci dla periodycznosci 20, 50 i 100 sa przedstawione na wykresie 3.25. Niebieskie
obszary reprezentuja dostepne postacie drgan, biale zas pasma zabronione. Czerwong
linia zaznaczona jest warto$¢ intensywnosci periodycznosci ag = 0, 6.

Przy obranej wczes$niej wartosci intensywnosci periodycznosci ag = 0,6 parame-
try pasm zabronionych dla r6znych periodycznosci zebrano w tabeli 3.12 gdzie np

oznacza liczbe pasm, Ag srednia szeroko$é¢ pasm, max Ag maksymalng zaobserwo-
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Rysunek 3.25: Widma czestosci skretnych drgan wtasnych jako funkcja intensywnosci
periodycznosci ag
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Tabela 3.12: Zestawienie parametrow pasm zabronionych dla drgan skretnych uktadu
ze zmienna wartoscia modutu Younga o wartosci 1 — E/Ey = 0,6

N np Ag max Ag > Ag for
20 20 0,98 2,33 35,17 6,61
25 16 2,03 2,80 32,41 8,63
50 8 3,72 5,18 29,78 16,27
80 5 5,76 7,79 28,30 24,20

100 4 6,75 9,02 27,01 29,05

200 2 13,62 16,10 27,24 51,20

Tabela 3.13: Zestawienie parametroéw dopasowanych funkcji liniowych zalezno$é sze-
rokosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,0793 0,7003 0,9993
200 0,0800 0,0494 0,9999
300 0,0178 1,0636 0,9999

wang szeroko$¢ pasma, a f,, polozenie dolnej granicy pierwszego pasma zabronionego.
Sumaryczne tlumienie w zakresie do 150 kHz oznaczono jako ) Ag.

Z zebranych danych wynika, ze wraz ze wzrostem periodycznosci ro$nie szerokoscé
pasm zabronionych i czestotliwo$¢, przy ktorej wystepuje pierwsze pasmo ale spada
liczba pasm zabronionych. Sumaryczne ttumienie maleje wraz z periodycznoscia, co
jest spowodowane zmniejszaniem sie sztywnosci catej struktury.

Poréwnujac pasma zabronione ktore wystepujg przy tych samych numerach cze-
stotliwo$ci mozna zaobserwowaé liniowa zaleznos¢ szerokosci pasm od periodyczno-
Sci pokazana na wykresie 3.26. Parametry dopasowania funkcja liniowg w postaci
Ag = an + b znajduja sie w tabeli 3.13. Liniowy charakter tej zaleznosci zwiazany
jest ze stosunkiem dlugosci fali do wymiaréw komorki elementarnej struktury perio-

dycznej.
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Rysunek 3.26: Zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznodci

Podsumowanie

Na wykresie 3.27 sa przedstawione zaleznosci réznych typow drgan wlasnych belki
o periodyczno$ci N =100 w funkcji intensywnosci periodycznoéci, gdzie kazdy rodzaj
drgan przedstawiony jest inna barwa podstawows, oraz ich ztozenie.

Zbierajac dane dotyczace belki periodycznej o periodycznosci 100 mozna zaob-
serwowac, ze nie posiada ona zadnych obszaréw wolnych od jakichkolwiek drgan, co
dyskwalifikuje taka strukture w zastosowaniach jako ttumik drgan. Z powodzeniem
moze by¢ jednak uzyta jako filtr drgari danego typu, np. przepuszczaé jedynie drgania

gietne, a thumi¢ wzdtuzne i skretne.
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Rysunek 3.27: Widma czestotliwosci drgan wtasnych wzdhuznych, gietnych i skretnych
w zaleznosci od intensywnosci periodycznosci struktur periodycznych ze zmianami
modutu Younga o periodycznosci N = 100
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Rysunek 3.28: Ztozone widma czestosci drgan wlasnych w zaleznosci od intensywnosci

periodycznosci struktur periodycznych ze zmianami modutu Younga o periodycznosci
N =100

Zmiany pola przekroju poprzecznego

Periodyczne zmiany pola przekroju poprzecznego powoduja charakterystyczne dla
uktadéw periodycznych zmiany w widmie. Szerokos¢ i czestotliwos$¢ przy ktorych wy-

stepuja pasma zabronione zalezy przede wszystkim od dwoch wielkoéci:

e periodycznosé, okresla liczbe powtarzajacych sie segmentéw o innym przekroju

poprzecznym w strukturze,

e intensywnos¢ periodycznosci jest miara wielkosci periodycznych zmian okre-
slona jako wzgledna zmiana pola przekroju poprzecznego ag = 1 — S/Sy gdzie
So jest wyjéciowa wartoscia pola przekroju poprzecznego a S jest polem prze-

kroju periodycznej modyfikacji.

Parametry materiatlowe i geometria réwniez wpltywaja na widmo, ale tylko jako wiel-
kosci skalujgce, nie majgce wpltywu na charakter zmian wywolanych przez sztucz-
nie wprowadzona periodycznos¢ wzgledem belki nieperiodycznej. Drgania poprzeczne
i skretne sa analizowane niezaleznie od siebie. W przypadku zmian pola przekroju po-
przecznego nie uwzgledniono drgan wzdluznych, ze wzgledu na ograniczenia modelu,

ktory jest od tych zmian niezalezny.
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Drgania gietne

Na rysunku 3.29 zestawiono widma belki nieperiodycznej oraz periodycznych o pe-
riodycznoéci 50 i 100, dla intensywnosci periodycznosci ag = 0, 6. Charakterystyczne
dla struktur periodycznych nieciaglosci w widmie czestotliwosci sa w tym przypadku

wyraznie widoczne.
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Rysunek 3.29: Widma czestosci gietnych drgan wtasnych struktury nieperiodycznej
i struktur o periodycznosciach 50 i 100

Widma periodycznej belki w zaleznosci od intensywno$ci periodycznosci ag przy
wybranych periodycznosciach zebrano na wykresie 3.30. Szeroko$¢ pasm zabronionych
w ogo6lnosci ros$ni wraz z intensywnoscia periodycznosci, sa jednak odstepstwa od tej
reguly i pojawiaja sie przewezenia a nawet calkowite zanikanie pasm.

W tabeli 3.14 zestawiono parametry pasm zabronionych wyznaczone przy réznych
periodycznoéciach, gdzie np oznacza liczbe, Ag $rednia , a max Ag maksymalna
szeroko$¢ pasm zabronionych w zakresie do 150 kHz, f,, oznacza czestotliwo$¢ ktora
jest dolna granica pierwszego pasma zabronionego, a Y Ag to suma wszystkich pasm

zabronionych w zakresie do 150 kHz.

74


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 038
Qg

N =100

00 01 02 03 04 05 06 07 038
Qs

Rysunek 3.30: Widma czestoSci gietnych drgan wilasnych jako funkcja wzglednej
zmiany pola przekroju poprzecznego dla wybranych periodycznosci
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Tabela 3.14: Zestawienie parametrow pasm zabronionych dla drgan skretnych struktur
ze zmienng wartoscia pola przekroju poprzecznego ag = 0,6

N np Ag max Ag > Ag for
20 25 2,54 4,58 63,50 0,28
25 20 3,07 5,68 61,37 0,39
50 10 5,89 11,30 59,86 1,25
80 7 7,96 17,92 61,83 2,76

100 5 12,42 22,07 62,11 4,05

200 3 33,57 43,56 80,31 13,56

Zebrane dane pokazuja ogolne zaleznosci takie same jak w przypadkach opisanych
we wczesniejszych sekcjach. Wraz ze wzrostem periodycznos$ci maleje liczba pasm
zabronionych ale rosnie ich szeroko$¢ i czestotliwosci przy ktorych dane pasmo wy-
stepuje. Sumaryczne ttumienie w zakresie do 150 kHz w przyblizeniu mozna uznaé za
state, a pewne fluktuacje tej wartosci zwigzane sa z przebiegiem granicy przedziatu
wewnatrz pasma zabronionego.

Ale zeby doktadnie przyjrzeé¢ sie tej zaleznosci szerokosci pasma zabronionego od
periodycznosci nalezy wzia¢ pod uwage jeszcze czestotliwosé, przy ktorej to pasmo
wystepuje. Dlatego mozliwe jest tylko sprawdzenie tej zaleznosci dla pasm ktoére wy-
stepuja przy tych samych numerach czestotliwosci. Zaleznosé szerokosci pasma od
periodycznosci zebrano na wykresie 3.31. Widoczny jest liniowy charakter tej zalez-
noéci, dopasowano zatem funkcje liniowe, a parametry dopasowania funkcji w postaci

Ag = an + b znajduja sie w tabeli 3.15

Tabela 3.15: Zestawienie parametrow dopasowanych funkcji liniowych zalezno$é sze-
rokosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,0620 0,9600 0,9999
200 0,1109 1,7502 0,9999
300 0,2198 0,1379 0,9999
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Rysunek 3.31: Zaleznos¢ szerokosci pasma zabronionego od periodycznodci

Drgania skretne

Widma wtasnych drgan skretnych periodycznej belki nieperiodycznej i o perio-
dycznosciach 50 i 100 oraz intensywnog$ci periodycznosci ag = 0, 6 przestawia wykres
3.32. Widoczne przerwy przy czestotliwosciach o numerach, bedacych calkowitymi
wielokrotnoSciami periodycznosci sa obszarami czestotliwoSci drgan, ktore nie beda
propagowane w belce.

Zalezno$¢ widma od intensywnosci periodycznoéci dla wybranych periodycznosci
znajduja sie na wykresie 3.33. Szeroko$¢ pasm zabronionych niezaleznie od perio-
dycznos$ci rosnie liniowo wraz z intensywnoscig periodyczno$ci. Pasma zabronione sa
szerokie i stanowia duza czes¢ widma w badanym zakresie.

Wielkosci opisujace pasma zabronione w zaleznosci od periodycznosci zebrano
w tabeli 3.16, gdzie np oznacza liczbe, Ag érednia, a max Ag maksymalng szeroko$é
pasm zabronionych w zakresie do 150kH 2, f,, oznacza czestotliwosé, ktora jest dolna
granica pierwszego pasma zabronionego, a Ag to sumaryczne tlumienie w zakresie

do 150 kHz.
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Rysunek 3.32: Widma czestosci skretnych drgan wlasnych struktury nieperiodyczne;j
i struktury o periodycznosci 50 i 100

Tabela 3.16: zestawienie parametréw pasm zabronionych dla drgan skretnych uktadu
ze zmienng wartoscia modutu Younga o wartosci 1 — S/Sy = 0,6

N np Ag max Ag > Ag for
20 19 5,33 5,65 83,35 6,61
25 15 6,66 7,09 82,00 7,94
50 7 16,08 14,58 80,38 14,09
80 4 19,62 23,39 78,48 20,31

100 3 25,66 30,94 76,98 24,16

200 1 65,69 65,69 65,69 43,80

Liczba pasm spada wraz ze wzrostem periodyczno$ci, a szerokos¢ i potozenie
w widmie pojedynczego pasma rosnie. Sumaryczne ttumienie w zakresie do 150 kHz
spada wraz ze wzrostem periodycznosci.

Zaleznosé szerokosci pasm wystepujacych przy czestotliwo$ciach o numerach 100,
200 i 300 przedstawia wykres 3.34. Widoczny jest liniowy charakter tej zaleznogdci,

ktory wynika ze stosunku dtugosci fali do wymiaréw komorki elementarnej struktury
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Rysunek 3.33: Widma czestosci skretnych drgan wtlasnych w funkeji intensywnosci

periodycznosci dla wybranych periodycznosci
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periodycznej. Parametry dopasowania funkcja liniowa w postaci Ag = an + b sa

zebrane w tabeli 3.17.
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Rysunek 3.34: Zaleznos¢ szeroko$ci pasma zabronionego od periodycznosci

Tabela 3.17: Zestawienie parametroéw dopasowanych funkeji liniowych zalezno$é sze-
rokosci pasma zabronionego od periodycznosci

n a b R?
100 0,2276 -)0,2008 0,9999
200 0,3341 -1,6084 0,9999
300 0,2276 -)0,2952 0,9999
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3.2 Dwuwymiarowe struktury periodyczne

Badanymi uktadami dwuwymiarowymi byty tarcza i ptyta obciazona sitami wzdtuz-
nymi i poprzecznymi. Obydwa przypadki rozpatrywane byly niezaleznie.

Do wyznaczenia czestotliwos$ci wlasnych za pomoca metody redukeji Blocha ana-
lizowano aluminiowa tarcze i ptyte o wymiarach [ = 0,5 m na b = 0,5 m i grubosci
h = 5 mm. W plycie bylo 2500 okraglych otworéw o srednicy d = 8 mm, kazdy
roztozonych réwnomiernie na sieci kwadratowej, schemat przedstawiony na rysunku
3.35. Z racji na stosowana metode zastosowane sg periodyczne warunki brzegowe. Pa-
rametry materialowe aluminium zastosowane do obliczen to: modutl Younga £ = 67.5

GPa, gestosé p = 2700 kg/m?, liczba Poissona v = 0.33.

Rysunek 3.35: Schemat fragmentu dwuwymiarowej struktury periodycznej

Do symulacji propagacji fal w strukturze nalezy wzia¢ pod uwage, ze struktura
musi mie¢ skoriczone wymiary. Zastosowany uktad jest aluminiowa ptyta sktadajaca
sie z trzech obszarow jak przedstawiono na rysunku 3.36. Cala plyta ma wymiary
b=0.5m, [l =1miwysokoSci h =5 mm i jest podzielona na trzy obszary. Pierw-
szy obszar (A) o dtugosci 0,25 m jest obszarem od strony wymuszenia, pozwala na
rozwiniecie sie fali przed wejsciem w strukture periodyczng, co utatwia interpreta-
cje wynikow. Drugi obszar (B) o diugosci [, = 0,5 m stanowi badana strukture
periodyczna, ktora sktada sie z z 2500 otworéw o Srednicy d = 8 mm, potozonych

rownomiernie na sieci kwadratowej. Trzeci obszar (C) nieperiodyczny o dtugosci 0, 25
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m pozwala okresli¢ wlasciwosci fali ktora przeszia przez strukture periodyczna. Do

obliczeri przyjeto thumienie materiatu na poziomie n = 10~%.

Rysunek 3.36: Schemat periodycznej plyty

3.2.1 Model numeryczny

Analiza drgan wzdluznych i poprzecznych byla prowadzona niezaleznie od siebie,
dlatego nie wzieto pod uwage ewentualnych sprzezeri pomiedzy nimi. Obliczenia byty
prowadzone w oparciu o element skonczony, ktérego schemat przedstawiony jest na

rysunku 3.37, o wymiarach b =1 c¢m, h = 0,5 cm.

(v)

Rysunek 3.37: Schemat dwuwymiarowego elementu skonczonego (a) schemat rozktadu
weztow elementu skoriczonego (b)

82


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Dla drgan wzdtuznych macierz sztywnosci i masy opracowano na podstawie stan-

dardowej dwumodowej teorii tarcz . Do obliczen przyjeto pole przemieszczen [82]:

ux(fﬂ,y,Z) = ¢0($,y>

(3.5)
uy(z,y,2) = vo(z,y)
i pole odksztalcen:
,
uy _ O0¢(x,
ﬁr(x’ya Z) - 88_90 = d)éxy)
ou (z,
Ey(l',y, Z) = a_yy — d)éyy) (36)
Uy Ouy __ Op(x, o (z,
| o (2,9, 2) = G + G = 20 4 200

W przypadku drgan poprzecznych pole przemieszczen bylo oparte na teorii Kir-

choffa |82] w formie:

(

Ux(ﬂf, Y, Z) = Z¢1(.T, y)

Uy(l’, Y, Z) = zwl(xv y)

u,(r,y,2) = bo(z,y) (3.7)
o, y) = o, )
Z, _ x,
ey ox ° Y
V(. y) = — ol 9)
1 ) y i ay 0 > /y
natomiast pole odksztalcen:
( 2
(v, 2) = B = — g
Ouy 9200 (x,
ey(w,y,2) = G = — 5 (3.8)
__ Oug Ouy 820, (z, )
\’ny(x,y,z) =9t = _282_8;/

Do obliczen czestotliwosci drgan wlasnych za pomoca metody redukcji Blocha
przyjeto komorke elementarng, bedaca jednym spektralnym elementem skonczonym.

Cata struktura byta ptyta o wymiarach b = 0,5 m i [ = 0,5 m i sktadata sie z 2500
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komorek elementarnych roztozonych réwnomiernie w sieci kwadratowej. Ze wzgledu
na obrana metode przyjete zostaly periodyczne warunki brzegowe.

Do symulacji propagacji fal przyjeto plyte opisana w paragrafie 3.2. Obszary
pierwszy i trzeci o wymiarach b = 0,5 m i [ = 0,25 m, skladaly sie z 1250 spek-
tralnych elementow skonczonych kazdy, natomiast obszar periodyczny o wymiarach
b=0,5mil, = 0,5 m skladal si¢ z 2500 spektralnych elementéw skonczonych
z otworami. Otwory byly modelowane poprzez odjecie objetosci otworu z dziedziny
catkowania, tak samo jak mialo to miejsce przypadku struktur jednowymiarowych

opisanych w paragrafie 3.1.1.

3.2.2 Drgania wzdluzne
Drgania wlasne

Wryniki symulacji drgann wtasnych uzyskane dla ukladéw dwuwymiarowych, ze
wzgledu na ich zlozono$é, wygodniej jest interpretowaé¢ w uktadzie strefy zreduko-
wanej, czyli rozpatrujac tylko pierwsza strefe Brillouina. W przypadku tarczy, czyli
uktadzie odniesienia, w ktéorym nie wystepuje zadna periodycznosé, pierwsza strefa
Brillouina ma tylko sens matematyczny, ale pozwala na proste poréwnanie ze struk-
tura periodyczng. Obraz zalezno$ci czestotliwosci propagacji fal od ich wektorow fa-
lowych dla tarczy i tarczy periodycznej przedstawione sa na wykresach 3.38 i 3.39

Kazda ptaszczyzna przedstawiona na wykresach 3.38 i 3.39 reprezentuje mody
drgan i odpowiadajace im wektory falowe w kazdym kierunku. Ze wzgledu na czytel-
nosé¢ tych wynikéw duzo tatwiej jest interpretowaé przekroje przez powyzsze wykresy,
zaréwno w plaszczyznie poziomej, czyli mozliwe kierunki propagacji fal przy ustalo-
nej czestotliwosci, jaki i ptaszezyznie pionowej przechodzacej przez punkt (0,0), czyli

dostepne czestotliwosci dla wybranych kierunkéw propagacji fal.
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Rysunek 3.38: Zaleznos¢ czestotliwosci drgan wilasnych od wektorow falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla tarczy nieperiodycznej (b=0,5m il = 0,5 m)
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Rysunek 3.39: Zaleznos¢ czestotliwosci drgan wilasnych od wektorow falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla tarczy periodycznej (b =0,5m il = 0,5 m) z otwo-
rami utozonymi rownomiernie na sieci kwadratowej, liczba otworéw wynosi 2500
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Tarcza nieperiodyczna Tarcza periodyczna
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Rysunek 3.40: Pierwsza strefa Brillouina, przekroje w kierunkach 100 i 110 tarczy
nieperiodycznej o wymiarach b = 0,5 m i [ = 0,5 m oraz tarczy periodycznej o tych
samych wymiarach z 2500 otworéw w utozonych réwnomiernie na sieci kwadratowe]

Na wykresie 3.40 przedstawione sg zaleznosci czestotliwosci od dtugosci wektora
falowego w kierunku 100, czyli kierunku wzdhiz boku kwadratu w sieci kwadratowe;j
i 110 czyli kierunku wzdtuz przekatnej kwadratu w komorce elementarnej, kierunki te
pokazane sa na rysunku 3.41. W odniesieniu do struktury, ktéra nie jest periodyczna
kierunki mozna obra¢ dowolnie, w przypadku przeprowadzonych obliczenn numerycz-
nych sg narzucone przez metode.

Na wykresach po lewej stronie znajduja sie charakterystyki tarczy. Pomimo, ze
uktad taki jest izotropowy, wystepuja pewne roznice w zaleznosci od kierunkéow. Jest
to spowodowane podzialem na kwadratowe komorki elementarne, wymaganym przez
model numeryczny, co powoduje, ze kierunek 110 reprezentuje wiekszy zakres wekto-
row falowych (od 0 do \/5) niz kierunkek 100. Po prawej stronie znajduja charakte-
rystyki struktury periodycznej odpowiednio w kierunkach 100 i 110. Odbiegaja one
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Rysunek 3.41: Schemat fragmentu periodycznej tarczy z zaznaczonymi kierunkami
przemieszczen, oraz kierunkami propagacji fal

wyraznie od wynikow uzyskanych dla tarczy oraz znaczaco roéznia sie miedzy soba,
co jest spowodowane réznymi odleglo$ciami periodycznie powtarzajacych sie otworow
w tych kierunkach. Pelne pasmo zabronione powinno wystepowa¢ w kazdym kierunku,
jednak przy przyjetej strukturze periodycznej nie udato sie znalezé takich wielkosci
parametrow otworow i sieci, aby takie pasmo powstato. Jednakze w kierunku 100 po-
wstaje pasmo zabronione w okolicy 154 kHz, ktore nie pojawia sie w ogdle na kierunku
110.

Doktadniejszy obraz pasma zabronionego pokazany jest na wykresie 3.42. Linie
o statych czestotliwosciach pokazuja jakie wektory falowe, ktorych poczatek znajduje
sie w srodku uktadu wspoétrzednych, a koniec na danej linii, sg dozwolone, czyli w ja-
kich kierunkach propagacja moze zachodzi¢. Jesli moéwimy o tarczy izotropowej przy
kazdej czestotliwosci taki przekrdj bedzie przedstawiat okregi. Struktura periodyczna
charakteryzuje sie roznymi wlasciwosciami propagacji fal od kierunku, a w przypadku
wskazanej wczesniej czestotliwosci 154 kHz rowniez pasmo zabronione dla jednego
kierunku. Zacieniony obszar na wykresie 3.42 obrazuje kierunki w jakim fale propa-
gowane by¢ nie moga. Wycinek kata, pod ktéorym tak sie dzieje to 20 = 65,24° co
stanowi 72,5% kata prostego. Tak duzy kat sprawia, ze pasmo zabronione stanowi tak
naprawde bariere dla fal poruszajacych sie w kierunku 100. Zaznaczony na wykresach

kat v jest wycinkiem kata okre§lajacym mozliwe kierunki propagacji fali.
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Rysunek 3.42: Pierwsza strefa Brillouina, linie o stalej czestotliwosci 154 kHz tarczy
nieperiodycznej o wymiarach b = 0,5 m i [ = 0,5 m oraz tarczy periodycznej o tych
samych wymiarach z 2500 otworé6w w ulozonych rownomiernie na sieci kwadratowej

Propagacja fali

Tarcza opisana w paragrafie 3.2 zostata pobudzona do drgan podtuznych w kie-
runku y na catej dlugosci krawedzi. Sita wymuszajaca o wartoéci F' = 1 N i czesto-
tliwosci 154 kHz byta modulowana za pomoca okna Hanninga. Sygnatl wymuszajacy
pokazany jest na wykresie 3.44. Wybrana czestotliwo$¢ znajduje sie w pasmie zabro-
nionym w kierunku wzdluz statej sieci struktury. Schemat pobudzenia przedstawiony

jest na rysunku 3.43.

Rysunek 3.43: Schemat wymuszenia
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Rysunek 3.44: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 154 kHz, sktadajacy sie z 16
impulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

Obliczenia prowadzono przy wykorzystaniu TD-SFEM i opracowanego tarczo-
wego elementu skonczonego. Rozwiazania rownan ruchy wykorzystano metode New-
marka [82], dla wartosci parametrow « = 0,251 8 = 0,5. Na rysunku 3.46 przed-
stawiony jest rozktad amplitud tarczy oraz tarczy periodycznej w kazdym punkcie
w wybranych chwilach. Przemieszczenia zdefiniowano jako A = /u2 + v2.

Amplitude drgan wyznaczono w punktach oznaczonych na rysunku 3.43 jako P,
czyli punkcie, do ktorego fala dociera przed przejsciem przez strukture periodyczng
i P, czyli punkt, do ktorego fala dochodzi po przejsciu przez strukture periodyczna.

Gdy bierzemy pod uwage tarcze fala moze propagowaé swobodnie wzdtuz kierunku
y, a amplituda drgan zmienia sie tylko ze wzgledu na tlumienie materiatu. Struktura
periodyczna w srodku tarczy sprawia, ze fala nie moze propagowac¢ z kierunku y, a
jedynie w kierunku skosnym do sieci. Powoduje to uwiezienie paczki falowej na obsza-
rze wejsciowym (A). Jedynie niewielkie przenikanie fali przez strukture periodyczna
(B) zwigzane jest ze mozliwym sko$nym kierunkiem propagacji. Widmo fali przed
i po przejsciu przez strukture periodyczng przedstawia wykres 3.45. Amplituda fali
o czestotliwosci wymuszajacej po przejsciu przez strukture periodyczng zmniejszylta

sie o trzy rzedy wielkosci.
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Rysunek 3.45: Widma mocy drgan podtuznych membrany pobudzonej na brzegu
paczka falowa o czestotliwosci 154kHz, zmierzone w punktach P, - przed przejsciem
przez strukture periodyczna (zielone) i P, - po przejsciu przez strukture periodyczna
(niebieskie), tarczy nieperiodycznej (gora) i tarczy z obszarem periodycznym (do61)
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Rysunek 3.46: Propagacja fali wzdtuznej o czestotliwosci 154 kHz w tarczy nieperio-
dycznej (lewa strona) i tarczy ze struktura periodyczna (prawa strona)
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3.2.3 Drgania poprzeczne
Drgania wlasne

Zgodnie z teoria opisana w rozdziale 2.3 wszystkie mozliwe zaleznosci czestotli-
wosci drgan od wektorow falowych wystepujace w strukturze periodycznej znajduja
sie w pierwszej strefie Brillouina. Jesli rozpatrujemy strukture dwuwymiarowa pierw-
sza strefa Brillouina jest réwniez dwuwymiarowa, a zaleznosci pomiedzy czestotli-
wosciami a wektorami falowymi przyjmuja postac¢ ptaszczyzn. Kazdy punkt dowolnej
plaszczyzny reprezentuje pojedyncza posta¢ drgan wlasnych struktury. Zaleznos¢ cze-
stotliwosci od wektoréw falowych w strukturze opisanej na poczatku paragrafu 3.2

przedstawiona jest na wykresie 3.47.

s = 92 4 7>
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«,,,z;,,:;:;,;z/
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=
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QIS 552254 225
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Rysunek 3.47: Zaleznos$¢ czestotliwosci drgan wilasnych od wektorow falowych
w pierwszej strefie Brillouina dla ptyty periodycznej (b=0,5m il = 0,5 m) z otwo-
rami utozonymi rownomiernie na sieci kwadratowej, liczba otworéw wynosi 2500

W celu interpretacji wynikow tatwiej sie postugiwaé przekrojami wykresu 3.47
w charakterystycznych kierunkach, a wiec kierunku wzdluz wektoréw sieciowych,

w sieci kwadratowej kierunek wzdtuz boku kwadratu opisany jako (100), oraz kie-
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runek wzdiuz przekatnej kwadratu opisany jako (110), oznaczonymi na rysunku 3.48
. Zalezno$ci czestotliwosci od wartosci wektora falowego w odpowiednim kierunku

przedstawiono na rysunku 3.49.
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Rysunek 3.48: Schemat fragmentu periodycznej ptyty z zaznaczonymi kierunkami
przemieszczen, oraz kierunkami propagacji fal
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Rysunek 3.49: Pierwsza strefa Brillouina, przekroje w kierunkach 100 i 110 ptyty
o rozmiarach b = 0,5 m il = 0,5 m z 2500 otworéw w ulozonych réwnomiernie na

sieci kwadratowej

Na wykresach szarym kolorem zaznaczone sg pasma czestotliwosci zabronione
dla danego kierunku. Niestety w zakresie, w ktorym wielkosci otworéw w stosunku
do wielkosci komorki elementarnej nie prowadzitaby do znacznej zmiany sztywno-
Sci struktury, nie udalo sie uzyskaé¢ pasma zabronionego niezaleznego od kierunku
propagacji, jednakze sama kierunkowo$¢ tego zjawiska daje mozliwosci potencjalnego

zastosowania jako bariery ttumiacej fale ptaskie.
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Przygladajac sie pierwszej strefie Brillouina majac na uwadze tylko wybrane cze-
stotliwosci, mozna okresli¢ mozliwe kierunki propagacji fal, oraz mozliwe zakresy ttu-
mienia.

Przy ustalonej czestotliwo$ci, mozna pokazac¢ jakie wektory falowe sg dla danej
czestotliwosci dozwolone, czyli mozna okresli¢ kierunki propagacji fal wzgledem sieci.
Na rysunku 3.50 przedstawiono odpowiednio wektory falowe dla czestotliwosci 75 kHz,
czyli pasmo zabronione kierunku 100 i 95 kHz, czyli pasmo pasmo dozwolone zaréwno

w kierunku 100 jak i 110.

1
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Rysunek 3.50: Pierwsza strefa Brillouina, linie o stalej czestotliwosci 75 kHz i 95 kHz,
drgania wlasne ptyty o rozmiarach b = 0,5 m il = 0,5 m z 2500 otwor6w w utozonych
rOwnomiernie na sieci kwadratowe;j

Przy ustalonych czestotliwosciach mozna okredli¢ kierunki, w jakich dozwolona
jest propagacja fali. Na wykresie 3.50 zaznaczone zielone linie reprezentuja wektory
falowe, ktore przy zadanej czestotliwosci sa dozwolone. Obszar zaznaczony szarym
kolorem oznacza, ze w danych kierunkach propagacja nie moze zachodzié¢. Kierunki
pod jakimi propagacja nie moze zachodzi¢ sa opisane jako . Sumujac wszystkie katy
0 otrzymana warto$¢ okresla wycinek kata, w ktorym propagacja nie jest mozliwa.
Dla czestotliwosci 75 kHz ) . 6; = 66, 37° co stanowi 73% kata prostego, a dla czesto-
tliwosci 95 kHz ). 0, = 18, 25° co stanowi 20% kata prostego.

Pomimo braku pasma zabronionego w kazdym kierunku, pasmo w poblizu cze-

stotliwosci 75 kHz jest szerokie zaréwno w dziedzinie czestotliwosci, jak i w zakresie
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katow ktore obejmuje. Pasmo takie dos¢ dobrze nadaje sie¢ do ttumienia fal propagu-

jacych w kierunku 100.

Propagacja fal

Obliczenia prowadzono przy wykorzystaniu TD-SFEM i opracowanego ptyto-
wego elementu skoriczonego. Do rozwigzania réwnan ruchu wykorzystano metode
Newmarka [82], dla wartosci parametrow o = 0,251 f = 0,5. Symulacja przepro-
wadzona dla czasu 0.9 ms, czyli czasu na propagacje fali w plycie od jednego brzegu
do drugiego i z powrotem. Przedstawione sg wyniki symulacji dotyczace propagacji
fal poprzecznych o czestotliwoséciach 75 kHz i 95 kHz, ktore znajduja sie odpowiednio
w pasmie zabronionym dla kierunku 100 i w pasmie dozwolonym zaréwno dla kierunku
100, jak i 110. Symulacje przeprowadzono zaréwno w strukturach periodycznych, jak
i nieperiodycznych.

Ptyta zostata pobudzona do drgan poprzecznych z sita F' = 1 N wzdluz jednego
brzegu zgodnie ze schematem pokazanym na rysunku 3.51. Przylozone wymuszenie
periodyczne modulowane oknem Hanninga przedstawiaja wykresy 3.52 1 3.53.

Na rysunkach 3.54 i 3.55 przedstawiony jest rozktad amplitud plyty oraz ptyty pe-
riodycznej w kazdym punkcie w wybranych chwilach przy czestotliwosci odpowiednio
75 kHz i 95 kHz.

Ptyta bez periodycznosci stanowi odniesienie do analizy. Fala rozchodzi sie w niej
bez przeszkdd w kierunku y zgodnie zalozeniami teoretycznymi. Zgodnie z zatozeniami
teoretycznymi czestotliwosé wymuszenia wpltywa wyltacznie na predko$é propagacji
fal.

W strukturze periodycznej fala nie moze by¢ propagowana swobodnie i zjawisko
to jest zalezne od czestotliwosci sity wymuszajacej. Przy czestotliwosci sity wymusza-
jacej f,, = 75 kHz, czyli czestotliwosci znajdujacej sie wewnatrz pasma zabronionego,
mozna zaobserwowac, ze fala zostaje uwieziona w obszarze nieperiodycznym (A), po-
niewaz w strukturze periodycznej nie moze propagowa¢ w kierunku y czyli kierunku
100 w sieci otworéw. W obszarze periodycznym (B) fala moze propagowaé jedynie

w kierunku, ktory jest zgodny z kierunkiem wyznaczonym przez przekatng komorki
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Rysunek 3.51: Schemat wymuszenia
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Rysunek 3.52: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 75 kHz, sktadajacy sie z 16 im-
pulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Rysunek 3.53: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 95 kHz, sktadajacy sie z 16 im-
pulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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elementarnej sieci otworéw, czyli kierunkiem 110. Mozna zaobserwowaé¢ pewne zmiany
na brzegach plyty, gdzie wystepuje zjawisko konwersji modéw i odbicia, co powoduje
zmiane kierunku propagacji fal i w konsekwencji przedostawanie sie czesci fal przez
strukture periodyczna do obszaru (C).

Amplitude drgan wyznaczono w punktach oznaczonych na rysunku 3.51 jako P,
czyli punkcie, do ktorego fala dociera przed przejsciem przez strukture periodyczna
i P, czyli punkcie, do ktorego fala dochodzi po przejéciu przez strukture periodyczna.
Widmo fali przed i po przejSciu przez strukture periodyczng przedstawiajg wykresy
3.56 uzyskane dla czestotliwosdci 75 kHz i 3.57 uzyskane dla czestotliwosci 95 kHz.

Amplituda fali o czestotliwosci z zakresu pasma zabronionego, po przejsciu przez
strukture periodyczna, zmniejszyta sic o dwa rzedy wielkosci w stosunku do amplitudy
drgan po stronie wymuszenia. W przypadku, gdy czestotliwosé fali wymuszajacej nie
pokrywata si¢ z pasmem zabronionym struktura periodyczna nie stanowilta dla niej
przeszkody. Amplituda fali o czestotliwosci spoza pasma zabronionego, po przejsciu
przez strukture periodyczna nie ulega istotnym zmianom. Na wykresie 3.57 widoczne
jest pokrycie w widmie wiekszego zakresu czestotliwosci po przejSciu przez strukture
periodyczna, co jest spowodowane pojawieniem si¢ dudnienia wynikajacego z wielo-

krotnych odbi¢ wewnatrz struktury periodyczne;j.
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Rysunek 3.54: Propagacja fali poprzecznej o czestotliwosci 75 kHz w plycie nieperio-
dycznej (lewa strona) i ptycie ze struktura periodyczng (prawa strona)

98


http://mostwiedzy.pl

A\ MOST

Ptyta nieperiodyczna Ptyta periodyczna
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Rysunek 3.55: Propagacja fali poprzecznej o czestotliwos$ci 95 kHz w plycie nieperio-
dycznej (lewa strona) i ptycie ze struktura periodyczng (prawa strona)
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Rysunek 3.56: Widma mocy drgan poprzecznych plyty pobudzonej paczka falowa
o czestotliwoscia f = 75 kHz, ktora znajduje sie wewnatrz pasma zabronionego,
zmierzone w punktach P; - przed przejsciem przez strukture periodyczng (zielone)
i P, - po przejéciu przez strukture periodycznag (niebieskie). Wykres gorny dotyczy
plyty, a dolny plyty periodycznej
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Rysunek 3.57: Widma mocy drgan poprzecznych plyty pobudzonej paczka falowa
o czestotliwoscia f = 95 kHz ktora znajduje sie opza pasmem zabronionym, zmierzone
w punktach P; - przed przejSciem przez strukture periodyczng (zielone) i Pp - po
przejsciu przez strukture periodyczng (niebieskie). Wykres gorny dotyczy plyty, a
dolny plyty periodycznej
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Rozdzial 4

Elektromechaniczne struktury

periodyczne

Zjawisko piezoelektryczne zostato odkryte w 1880 roku przez Pierre’a i Jacques’a
Curie. Zaobserwowali oni, ze pod wplywem naprezeri mechanicznych pojawiaja sie
tadunki elektryczne na powierzchni niektorych krysztalow, ktorych wartosé byta pro-
porcjonalna do przylozonego naprezenia. Rok p6zniej Gabriel Lippmann zapropono-
wal istnienie odwrotnego zjawiska piezoelektrycznego, polegajacego na odksztalcaniu

sie piezoelektryka pod wplywem pola elektrycznego.

- —
* « =T

U=0 U0

Rysunek 4.1: Schemat prostego zjawiska piezoelektrycznego

Materiaty piezoelektryczne, ze wzgledu na sprzezenie pola mechanicznego i elek-
trycznego, znajduja zastosowanie w bardzo wielu dziedzinach techniki. Poczawszy

od wykorzystania piezoelektrykoéw w przetwornikach elektroakustycznych, aparatow
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USG, gdzie wykorzystane jest proste zjawisko piezoelektryczne, po uklady precyzyjnie
sterujace polozeniem sond lub probek w mikroskopach ze skanujaca sonda (SPM).
Zjawisko piezoelektryczne wystepuje w naturalnych krysztatach kwarcu, ale w za-
stosowaniach przemystowych uzywa sie materialéow wytworzonych sztucznie. Najcze-
Sciej jest to ceramika na bazie soli mieszanej tytanianu otowiu i cyrkonianu otowiu,
znana jako ceramika PZT. Wytworzenie takiego materiatlu polega na podgrzaniu go
do temperatury wiekszej niz temperatura Curie, przytozeniu odpowiednio silnego pola
elektrycznego i powolnym chlodzeniu. Pole elektryczne wymusza orientacje kryszta-
tow w materiale, ktéra utrzymuje po schtodzeniu. Kierunek pola elektrycznego wy-
znacza 0§ biegunowa, ktéra w dalszym opisie matematycznym oznaczana bedzie jako
o$ z. Tak przygotowany material jest anizotropowy, czyli wykazuje odmienne wtasci-

wosci fizyczne w zaleznosci od kierunku obserwacji.

4.1 Opis matematyczny zjawiska piezoelektrycznego

Opis matematyczny zjawiska piezoelektrycznego wymaga zdefiniowania wielkosSci
fizycznych, ktore je opisuja. Zwyczajowe skroty literowe nalezy w niektérych przypad-
kach zastapi¢ innymi ze wzgledu na wystepowanie ich zaréwno w elektromagnetyzmie
jak i w mechanice. Nomenklatura zostata zaczerpnieta z publikacji [83, 84].

Wielkosci fizyczne i ich relacje w opisie zjawiska piezoelektrycznego przyjmuja
nastepujace postaci:

Indukcja elektryczna jest definiowana jako:

gdzie D jest wektorem indukcji elektrycznej, E jest wektorem natezenia pola elek-
trycznego, a € jest przenikalnoscia elektryczng materiatu.

Prawo Hooke’a ma postaé:

S = ST, Sij = s’ijlekl7 (42)
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gdzie S jest odksztalceniem, T naprezeniem a s jest macierza wspotczynniké podat-
nosci materiatu.
Wielkosci D, E, S i T sa wielkosciami wektorowymi, a € i s sa wielkoSciami ten-

sorowymi. Standardowy opis kierunkéw w materiale piezoelektrycznym przedstawia

rysunek 4.2

3
T z A

‘ 46

5
Yy
P

A/X 4

Rysunek 4.2: Schemat opisu kierunkéw wykorzystywanych do opisu zjawiska piezo-
elektrycznego

Kierunki x, y i z dotycza zaréwno pola elektrycznego, jak i naprezen mechanicz-
nych i odpowiadaja w nomenklaturze kierunkom 1, 2 i 3, natomiast kierunki 4, 51 6
sa kierunkami odpowiadajacymi naprezeniom Scinajacym.

Zjawisko piezoelektryczne opisywane jest 4 wspotczynnikami d,;, e;5, gi; 1 hij zde-

finiowanymi jako:

o (9D _ (95,
v aTj E_ OE; T
= (5, (52)
v=\os: ). \oE
J/ FE S (43)
L (90BN _ (05,
Y N\OTy ), \9D;i ),

S5
S

),
0= (3),-(55),

gdzie indeksy po nawiasie odnoszg sie do warunkoéw eksperymentu i oznaczaja:

~

e E - brak pola elektrycznego, czyli zamkniety obwod,

e D - brak indukcji elektrycznej, czyli obwod otwarty,
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e S - brak naprezen mechanicznych, czyli probka swobodna,
e T - brak odksztatcen, czyli probka utwierdzona.
Sformutowania po lewej stronie odnoszg sie do zjawiska piezoelektrycznego pro-

stego, a po prawej do odwrotnego. Powigzania pomiedzy polami, a stalymi materia-

towymi zebrano na grafie 4.3.

Napiecie U Indukcja elektryczna D
C S €lrB
Odksztalcenie S _ " | Natezenie pola elektrycznego E

e

Rysunek 4.3: Schemat zalezno$ci elektromechanicznych wspotczynnikow dla materia-
tow piezoelektrycznych

Sprzezenie pomiedzy polem elektrycznym a polem naprezen w materiatach piezo-
elektrycznych opisywane jest za pomocg réwnan w postaci:
S=sT—-dE

(4.4)
D=dT +cE

gdzie S jest wektorem naprezen, T jest wektorem odksztalcen, zas E wektorem pola
elektrycznego. D jest wektorem indukcji elektrycznej, s jest macierzg wspotczynnikow
podatnosci materiatu piezoelektrycznego, d jest macierza statych sprzezenia elektro-
mechaniczego zjawiska piezoelektrycznego prostego, d' jest macierza stalych sprzeze-
nia elektromechaniczego zjawiska piezoelektrycznego odwrotnego, a € jest macierza

statych dielektrycznych materiatu piezoelektrycznego [83].
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4.2 Modelowanie belki z piezoelektrycznymi elemen-
tami aktywnymi

Elementy piezoelektryczne w obwodzie elektrycznym maja charakter pojemno-
Sciowy, mozna zatem je potaczy¢ z oporem R i incukcyjnoscia L tworzac obwdd re-
zonansowy RLC. Uktad RLC przymocowany do wycinka belki przedstawiony jest na
rysunku 4.4.

Rysunek 4.4: Obwod rezonansowy z aktywnym elementem piezoelektrycznym przy-
mocowanym do belki

Do symulacji struktur periodycznych z elementami piezoelektrycznymi przyjeto
model materiatu PZT zaproponowany w pracy [85], uzyty rowniez w pracy [86]. Au-
torzy przedstawili metode pozwalajaca na obliczenie efektywnego modutu Younga
materiatu piezoelektrycznego wlaczonego w obwod rezonansowy. Materiat piezoelek-
tryczny wykazuje zalezne od czestotliwosci sztywnosé oraz ttumienie, a sama czestotli-
wos¢ jest zalezna od parametrow uktadu rezonansowego. W zwiazku z tym efektywny
modul Younga materialu piezoelektrycznego w obwodzie rezonansowym mozna opisac

wzorem:

/{2
ESY (W) =EP(1- 31 4.
P () P ( 1+ iwC’;ZSU(w)) (4.5)

gdzie EEU jest efektywnym modutem Younga materiatu piezoelektrycznego w obwo-

dzie zamknietym, EpD jest efektywnym modutem Younga w obwodzie rozwartym, ks;

jest wspolezynnikiem sprzezenia elektro-mechanicznego, Cj jest pojemnoscig elek-
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tryczng elementéw piezoelektrycznych, a Z9Y jest impedancja obwodu rezonanso-
wego.

Pojedynczy pretowy i belkowy element skoficzony modelowano w oparciu o odpo-
wiednio standardowy model pretowy oraz model belki Timoshenko, tak jak opisany

w rozdziale 3.1.1 . Element byl rozpiety na 6 weztach bedacych miejscami zerowymi

wielomiandéw Czebyszewa.

Al PZT

Rysunek 4.5: Modelowanie komorki elementarnej belki z piezoelektrycznymi elemen-
tami aktywnymi

Macierz sztywnosci i macierz masy elementu powstaly poprzez dodanie odpo-
wiednich macierzy belki aluminiowe]j oraz elementéw z materiatu piezoelektrycznego.
Macierz sztywnosci elementu piezoelektrycznego, zgodnie z opisana powyzej metoda,
jest zalezna od czestotliwosci, w ktorej zawiera sie caly wplyw uktadu elektrycznego
na zjawiska mechaniczne. Ze wzgledu na te zaleznos§¢ konieczne jest modelowanie

calego uktadu w dziedzinie czestotliwosci.

4.3 Elektromechaniczne struktury periodyczne

W symulacjach przyjeto belke i pret aluminiowy o dtugosci [ = 1 m, szerokosci
b=2cm i wysokosci h = 1 cm z 50 elementami piezoelektrycznymi z ceramiki PZT
przyklejonymi symetrycznie na jego goérnej i dolnej powierzchni. Szerokosé piezoele-
mentow wynosita bpyzr = 2 cm, dlugo$é lpyzr = 1 cm i1 wysokosé hpzr = 0,1 cm,
schemat wycinka takiego ukladu przedstawia rysunek 4.6.

Pojedyncza komorka elementarna struktury przedstawione na rysunku 4.7 sktada

sie z wycinka belki oraz obwodu rezonansowego RLC, ztozonego z dwoch elementow
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komoérka elementarna

Rysunek 4.6: Schemat wycinka belki z przyklejonymi elementami piezoelektrycznymi

piezoelektrycznych o pojemnosci Cp = 15 nF, indukeyjnosci L dobranej do zadanej

czestotliwoscei oraz oporu R =1 (2.

Rysunek 4.7: Schemat komorki elementarnej badanej struktury

Do obliczenn przyjeto wtasciwosci materialowe aluminium o warto$ciach: modul
Younga E = 67,5 GPa, gestos¢ p = 2700 kg/m3, liczba Poissona v = 0,33 oraz
ttumienie n = 1074, a dla PZT Epzr = 63 GPa, gestos¢ ppzr = 7800 kg/m3, liczba

Poissona v = 0, 33 i wspolczynnik sprzezenia elektromechanicznego k3; = 0, 35.
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4.4 Analiza drgan wymuszonych

Drgania wzdluzne

Pierwszym krokiem w badaniu struktur elektromechanicznych byto wyznaczenie
charakterystyk amplitudowo-czestotliwoSciowych preta z elementami piezoelektrycz-
nymi nie zwartymi w zaden obwod. Prety z naklejonymi piezoelektrykami bedacymi
w rozwartym obwodzie mozna traktowacé jak strukture z periodycznie wystepujacymi
zmianami geometrii oraz wtasciwoséci materialowych. Charakterystyke amplitudowo-
czestotliwosciowa tego ukladu przedstawiono na wykresie 4.8. Widoczne sa wyrazne
pasma bez pikow rezonansowych w przedziatach od 84 kHz do 124 kHz oraz 200 kHz
do 215 kHz. Sa to pasma zabronione wynikajace wytacznie z mechanicznych wtasci-

woséci struktury, podobne do tych opisanych w rozdziale 3.

Amplituda
o) &

—
o
T
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1
—_
[\
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Rysunek 4.8: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa preta z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi, brak uktadu rezonansowego

Dobierajac odpowiedni element indukcyjny mozna dostroi¢ uktad rezonansowy do
dowolnej czestotliwosci, a wiec do czestotliwosci, ktora jest propagowana w strukturze
periodycznej bez przeszkod lub do czestotliwoscei, ktora w uktadzie pasywnym nie jest

propagowana i w ten spos6b wptynac¢ na charakterystyke danego pasma zabronionego.
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Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa preta z piezoelektrycznymi ele-
mentami aktywnymi wlaczonymi w uktady rezonansowe dostrojony do czestotliwosci
fr = 40 kHz z oporem elektrycznym kazdego uktadu R =1 (), a wiec w pasmie cze-
stotliwosci dozwolonych, przedstawiono na wykresie 4.9. W takim przypadku pojawia
sie dodatkowe pasmo zabronione, wymuszone przez uklad rezonansowy, o czestotli-
wosciach w okolicy jego drgan wtasnych czyli fr = 50 kHz. Wynika to z rozpraszania
energii na oporze elektrycznym. Niewielkiemu przesunieciu w kierunku wyzszych cze-

stotliwosci ulegajag rowniez pasma zabronione obserwowane w strukturze pasywnej.
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Rysunek 4.9: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa preta z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi. Uktad rezonansowy RLC dostrojony do czestotliwosci
fr =40 kHz

Jesli elektryczny uktad rezonansowy bedzie dostrojony do czestotliwosci, przy kto-
rej w uktadzie pasywnym wystepuje pasmo zabronione, pasmo to wyraznie ulegnie po-
szerzeniu. Widoczne jest to na charakterystyce amplitudowo-czestotliwosciowa przed-
stawionej na wykresie 4.10 i jest zwiazane z brakiem mozliwosci propagacji drgan
w strukturze periodycznej oraz rozpraszania energii na oporze elektrycznym.

Parametry pasm zabronionych w zalezno$ci od zadanej czestotliwosci elektrycz-
nego uktadu rezonansowego zestawiono w tabeli 4.1.

Ogolny charakter zmian w widmie wywotanych zmianami w obwodzie rezonanso-

wym przedstawia wykres 4.11. Wykres jest mapa przedstawiajaca czestotliwosé drgan
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Rysunek 4.10: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa preta z piezoelek-
trycznymi elementami aktywnymi. Ukktad rezonansowy RLC dostrojony do czesto-
tliwosci f = 110 kHz

Tabela 4.1: zestawienie parametroéw pasm zabronionych drgan podtuznych

Czestotliwos¢ paswmo prerwsze drugie
rezonansowa f wymuszone pasimo pasmo
R zabronione zabronione
uktad pasywny brak 84-124 kHz 200-215 kHz
40 kHz 38-41 kHz 90-133 kHz 215-230 kHz
110 kHz brak 78-143 kHz 219-234 kHz
160 kHz 138-175 kHz 81-114 kHz 227-241 kHz

mechanicznych f na osi poziomej, czestotliwos¢ rezonansowa uktadu RLC fg na osi
pionowej, a kolor odpowiada amplitudzie drgain wymuszonych z uwzglednieniem ko-
rekeji linii bazowej. Obszary czerwone oznaczaja wartos$ci czestotliwosci drgan me-
chanicznych f, ktore beda propagowane przy zadanej czestotliwosci elektrycznego
uktadu rezonansowego fr. Biale obszary sa to czestotliwosci drgaii mechanicznych
przy ktorych propagacja fal nie jest mozliwa. Na wykresie widoczne sa rowniez miej-
sca naprzemiennie wystepujacych kolorow bialych i czerwonych. jest to spowodowane
ograniczeniami wynikajacymi z modelu numerycznego oraz sposobu wykonania wy-

kresu, nalezy je jednak interpretowaé¢ jako pasma dozwolone.
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Rysunek 4.11: Zalezno$¢ polozenia pasm zabronionych w widmie czestotliwosci w za-
leznosci od czestotliwosci elektrycznego uktadu rezonansowego fr
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Drgania poprzeczne

W przypadku drgan poprzecznych réwniez mamy do czynienia z wystepujacymi
pasmami zabronionymi w strukturze pasywnej. W badanym zakresie byly to dwa
pasma o czestotliwoséciach od 86 kHz do 96 kHz oraz od 154 do 166. Charakterystyke

amplitudowo-czestotliwoSciows, struktury pasywnej przedstawia wykres 4.12.
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Rysunek 4.12: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwo$ciowa belki z elementami
piezoelektrycznymi, bez ukladu rezonansowego

Dostrojenie uktadu rezonansowego do czestotliwosci, w ktorej w uktadzie pasyw-
nym drgania byty dozwolone, powoduje powstanie pasma zabronionego w okolicach
tej czestotliwosci oraz przesuniecie sie pasm wystepujacych w uktadzie pasywnym.
Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa takiej belki z uktadem rezonanso-
wym dostrojonym do czestotliwoéci fr = 50 kHz oraz oporem elektrycznym kazdego
uktadu R =1 () przedstawiono na wykresie 4.13

W przypadku dostrojenia czestotliwosci elektrycznego uktadu rezonansowego do
wystepujacego w uktadach pasywnych pasma zabronionego, pasmo zabronione w istotny
sposo6b sie poszerza. Widoczne to jest na wykresie 4.14, ktory przedstawia charakte-
rystyke amplitudowo-czestotliwosciowa belki z elektrycznym uktadem rezonansowym

dostrojonym do czestotliwosci fr = 100 kHz.
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Rysunek 4.13: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa belki z piezoelektrycz-
nymi elementami aktywnymi. Uktad rezonansowy RLC dostrojony do czestotliwosci
fr="50 kHz
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Rysunek 4.14: Charakterystyka amplitudowo-czestotliwosciowa belki z piezoelektrycz-

nymi elementami aktywnymi. Uktad rezonansowy RLC dostrojony do czestotliwosci
fr =100 kHz
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Zestawienie parametréow pasm zabronionych roznych konfiguracji badanych belek
znajduje sie w tabeli 4.2. Parametry pasm zabronionych w zaleznosci od zadane]

czestotliwosci elektrycznego ukltadu rezonansowego zestawiono w tabeli 4.2.

Tabela 4.2: zestawienie parametrow pasm zabronionych drgan poprzecznych

Czestotliwosé pasmo plerwsze drugie
rezonansowa fg wymuszone pasmo Dastio.
zabronione zabronione
uktad pasywny brak 84-96 kHz 154-166 kHz
50 kHz 47-51 kHz 94-103 kHz 165-178 kHz
100 kHz brak 84-116 kHz 170-181 kHz
150 kHz 125-165 kHz 83-90 kHz 183-193 kHz

Ogolny obraz zaleznosci parametréw pasm zabronionych od czestotliwosci uktadu
rezonansowego przedstawia wykres 4.15

250 —

200 —

150 —

fr [kHz]

100 —

50 —

/W A

N

0 50 100 150 250
f [kHz]

Rysunek 4.15: Zalezno$¢ polozenia pasm zabronionych w widmie czestotliwosci w za-
leznosci od czestotliwosci elektrycznego uktadu rezonansowego fr
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4.5 Propagacja fal

Symulacje propagacji fal wzdtuznych w precie z aktywnymi elementami piezoelek-
trycznymi prowadzono przy uzyciu FD-SFEM. Wybrane sformutowanie jest wyma-
gane w celu modelowania materiatow piezoelektrycznych, ktorych modut Younga jest
funkcja czestotliwosci. Niesie to za soba koniecznosé dodania na brzegach struktury
elementow pozwalajacych odrzuci¢ odbicia na brzegach struktury (z ang. throw-off

element).

wymuszenie

Rysunek 4.16: Schemat belki z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi

Wyznaczono amplitude drgan w punktach P; i P, pokazanych na rysunku 4.16.
Punkt oznaczony kolorem zielonym oznaczony P; jest to punkt w poblizu elementu,
do ktorego przytozone bylo wymuszenie, w ktérym wyznaczona zostala amplituda
przed przejsciem przez strukture periodyczng. Punkt oznaczony kolorem niebieskim
P; jest to punkt, w ktorym wyznaczona zostata amplituda po przejsciem przez struk-
ture periodyczng. Przyjete punkty nie znajduja sie na skraju badanej struktury. Nie
wplywa to jednak znaczaco na wyniki, a pozwala unikngé¢ ewentualnych problemoéw

zwigzanych z przyjeta metoda rozwigzania.

Fale wzdluzne

Pret opisany na poczatku rozdziatu zostal pobudzony do drgan wzdtuznych na

jednym z koncow sitg FF = 1 N. Przyjete zostaly dwie czestotliwo$ci wymuszenia
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f =40 kHz, czyli czestotliwosé¢, przy ktorej w strukturze pasywnej wystepuje pasmo
dozwolone, oraz f = 110 kHz, czyli czestotliwo$¢, przy ktorej w strukturze pasywnej
wystepuje pasmo zabronione. Sygnal wymuszajacy modulowany byt oknem Hanninga

pokazanym na wykresach 4.17 i 4.18,

f = 40 kHz
1 N T T T T T T T ] 1 R T ]
Z. 0 0
R
_1 C 1 1 1 1 1 1 1 ] _1 C 1 ]
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 0.0 0.1 0.2
t [ms] t [ms]

Rysunek 4.17: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 40 kHz, sktadajacy sie z 8 impul-
sow sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

f =110 kHz
1 T T T T T T T ] 1 R T ]
Z ) 0
€3
_1 L L L L L L L ] _1 C 1 ]
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 24 2.8 3.2 0.0 0.1 0.2
t [ms] ¢ [ms]

Rysunek 4.18: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 110 kHz, sktadajacy sie z 8 im-
pulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

Na wykresie 4.19 przedstawiona jest propagacja fal w kilku mozliwych kombi-

nacjach czestotliwosci fali wymuszajacej oraz czestotliwoséci ukladu rezonansowego.
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Przyjeto dwie czestotliwosci fali wymuszajacej z zakresu pasma dozwolonego f = 40
kHz i zabronionego f = 110 kHz uktadu pasywnego. Uktad RLC byt rozwarty i do-
strojony do czestotliwoéci fr = 40 kHz lub fr = 110 kHz. Na osi poziomej kazdego
wykresu przedstawiona jest odlegto$é¢ od wymuszenia, a na osi pionowej czas.

Na wykresie 4.20 zebrano widma amplitud drgan wyznaczone w punktach P;
i P,. Widmo wyznaczone w poblizu wymuszenia oznaczone jest kolorem zielonym,
natomiast po przejéciu przez strukture periodyczna kolorem niebieskim. Czerwona
linia okresla czestotliwosé rezonansows uktadu RLC.

Przeprowadzone symulacje, ktérych wyniki przedstawiono na wykresach 4.19 1 4.20,
prowadza do wnioskow:

W ukladzie pasywnym fala o czestotliwosci f = 40 kHz moze propagowaé bez
przeszkod, amplituda po przejsciu przez strukture zmienia sie w niewielkim stopniu.

Fala o czestotliwosci f = 110 kHz nie moze swobodnie propagowaé¢. Wystepujace
w tej czesci widma pasmo zabronione stanowi bariere dla drgan. Ze wzgledu na stosu-
nek szerokosci spektralnej pasma fali wymuszajacej do szerokosci pasma zabronionego
mozliwa jest propagacja fal o czestotliwosciach spoza zakresu pasma zabronionego.

W przypadku dostrojenia uktadu RLC do czestotliwosci fr = 40 kHz, fala o cze-
stotliwosci f = 40 kHz nie moze swobodnie propagowaé. Pojawia sie wymuszone
pasmo zabronione spowodowane rozpraszaniem energii na oporze elektrycznym. Pa-
smo zabronione jest wyraznie widoczne, jednak jest spektralnie bardzo waskie, przez
co nie obserwuje sie znaczacej zmiany amplitudy po przejsciu przez strukture.

W strukturze z ukltadem RLC dostrojonym do czestotliwosci fr = 40 kHz, nie
obserwuje sie wyraznych zmian w propagacji fali o czestotliwosci f = 110 kHz w sto-
sunku do uktadu pasywnego. Widoczne wcze$niej pasmo zabronione ulega jedynie
niewielkiemu przesunieciu w kierunku wyzszych czestotliwodci.

Dostrojenie uktadu RLC do czestotliwosci fr = 110 kHz, nie powoduje wyraznych
zmian w propagacji fali o czestotliwosci f = 40 kHz w stosunku do uktadu pasywnego.

Gdy uktad jest dostrojony do czestotliwosci fr = 110, czyli zgodnej z czesto-
tliwosciag wymuszenia oraz znajdujacg sie wewnatrz pasma zabronionego wystepuja-

cego w strukturze pasywnej, obserwuje si¢ wyrazne poszerzenie pasma zabronionego.
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Ogranicza to propagacje fal z zakresu czestotliwosci bliskiego pasmu zabronionemu,
a wystepujace w widmie wymuszenia. Amplituda drgan po przejsciu przez strukture
periodyczna maleje o rzad wielkoSci w stosunku do amplitudy po stronie wymuszenia.
Jest to zwigzane z uniemozliwieniem propagacji fali w strukturze ze wzgledu na jej
periodyczny charakter, oraz rozproszeniu energii na oporze elektrycznym. Widmo wy-
znaczone po stronie wymuszenia wskazuje na wystepowanie ttumienia jeszcze przed
przejsciem przez strukture periodyczna. Jest to zwiazane z polozeniem punktu P; do
ktorego dociera fala juz po przejsciu przez obszar pierwszej komorki elementarnej,

czyli fali juz cze$ciowo wyttumione;j.
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Wymuszenie 40 kHz Wymuszenie 110 kHz
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Rysunek 4.19: Propagacja fal wzdluznych o czestotliwosciach 40 kHz i 110 kHz
w strukturze periodycznej z elementami piezoelektrycznymi
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uktad pasywny
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110 kHz
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Rysunek 4.20: Widma drgan wzdluznych po wzbudzeniu o czestotliwosciach 40 kHz
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Fale poprzeczne

Belka z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi zostata pobudzony do drgan
poprzecznych na jednym z konicow sita F' =1 N. Przyjeto dwie czestotliwosci wymu-
szenia f = 50 kHz, czyli czestotliwos¢, przy ktorej w strukturze pasywnej wystepuje
pasmo dozwolone, oraz f = 100 kHz, czyli czestotliwosé, przy ktorej wystepuje pasmo

zabronione. Wymuszenie pokazane jest na wykresach 4.21 i 4.22,

f =50 kHz
1 N T T T T T ] 1 R T ]
I 0
€3
-1 C 1 1 1 1 1 ] _1 C 1 ]
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 24 0.0 0.1 0.2
t [ms] t [ms]

Rysunek 4.21: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 50 kHz, sktadajacy sie z 8 impul-
sow sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga

f =100 kHz
1 T T T T T i 1 R T ]
2. 0 0
Ry
_1 1 1 1 1 1 ] _1 C 1 1
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Rysunek 4.22: Sygnal wymuszajacy o czestotliwosci 100 kHz, sktadajacy sie z 8 im-
pulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Hanninga
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Na wykresie 4.23 przedstawiona jest propagacja fal poprzecznych w strukturach,
w ktorych uktad RLC byt rozwarty, albo dostrojony do czestotliwosci fr = 50 kHz
lub fr = 100 kHz. Widma drgan przed i po przejéciu przez strukture przedstawione
sa na wykresie 4.24. Kolor zielony oznacza widmo wyznaczone w punkcje P;, a kolor
niebieski w punkcje . Czerwona linia reprezentuje czestotliwo$é rezonansows uktadu
RLC.

Przeprowadzone symulacje prowadzac do szeregu wnioskow:

W ukladzie pasywnym fala o czestotliwosci f = 50 kHz moze propagowaé bez
przeszkod, amplituda po przejéciu przez strukture zmienia si¢ w niewielkim stopniu.

Fala o czestotliwosci f = 100 kHz nie moze swobodnie propagowaé¢. Wystepujace
w tej czesci widma pasmo zabronione stanowi bariere dla drgan. Pasmo zabronione
wplywa wyraZznie na amplitude fali po przejsciu. Szerokosé pasma zabronionego jest
niewielka, dlatego fale o czestotliwo$ciach spoza zakresu pasma zabronionego propa-
guja przez strukture.

W przypadku dostrojenia uktadu RLC do czestotliwosci fr = 50 kHz, fala o cze-
stotliwosci fr = 50 kHz nie moze swobodnie propagowa¢. Pojawia sie wymuszone
pasmo zabronione spowodowane rozpraszaniem energii na oporze elektrycznym. Am-
plituda fali zmniejsza sie w sposdb wyrazny, jednak wymuszone pasmo zabronione
jest bardzo waskie.

W strukturze z uktadem RLC dostrojonym do czestotliwosci fr = 50 kHz, nie sa
widoczne wyrazne zmian w propagacji fali o czestotliwosci f = 100 kHz w stosunku do
ukltadu pasywnego. Widoczne weze$niej pasmo zabronione ulega jedynie niewielkiemu
przesunieciu w kierunku wyzszych czestotliwosci.

Dostrojenie uktadu RLC do czestotliwosci fr = 100 kHz, nie powoduje wyraznych
zmian w propagacji fali o czestotliwosci f = 50 kHz w stosunku do uktadu pasywnego.

Gdy uktad jest dostrojony do czestotliwosci fr = 100, czyli zgodnej z czestotli-
woscig wymuszenia oraz znajdujaca sie wewnatrz pasma zabronionego wystepujacego
w strukturze pasywnej, obserwuje sie wyrazne poszerzenie pasma zabronionego. Am-

plituda fali po przejsciu przez strukture ulega ponad dziesieciokrotnemu zmniejszeniu.
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Jest to zwigzane z ograniczeniem mozliwosci propagacji w strukturze periodycznej

przy jednoczesnym rozpraszaniu energii na oporze elektrycznym.
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Rysunek 4.23: Propagacja fal poprzecznych o czestotliwosciach 50 kHz i 110 kHz
w strukturze periodycznej z elementami piezoelektrycznymi
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Rysunek 4.24: Widma drgan poprzecznych po wzbudzeniu o czestotliwosciach 50 kHz
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Rozdzial 5

Badania eksperymentalne

W celu potwierdzenia wynikéw obliczeri numerycznych przeprowadzono réwniez
badania eksperymentalne za pomoca skaningowej doplerowskiej wibrometrii laserowe;]
(SLDV — Scanning Laser Doppler Vibrometry), w laboratorium wibrometrii lasero-
wej w Katedrze Mechatroniki i Inzynierii Wysokich Napie¢ na Wydziale Elektro-
techniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej. Badania dotyczyty drgan wzdluznych
i poprzecznych w jednowymiarowych strukturach periodycznych.

Badania przeprowadzono za pomoca wibrometru laserowego Polytec PSV-400.
W sktad stanowiska pomiarowego wchodzit rowniez stot antywibracyjny, oraz wzmac-
niacz America Piezo, Inc. model EPA-140 (+200 Vpp). Do wzbudzenia drgan wyko-
rzystano elementy piezoelektryczne American Piezo inc. model PZT-850 podtaczone
do wzmacniacza. Stanowisko pomiarowe przedstawione jest na rysunku 5.1

Pomiary eksperymentalne przeprowadzono na strukturach, ktérych ogédlny sche-
mat przedstawiony jest na rysunku 5.2. Kazda struktura byta wykonang z aluminium
belka w ktorej byto 20 otworéw rozmieszczonych rownomiernie na dtugosci 1 m. Ca-

takowita dtugosébelki wynosita 1,2 m, z czego 20 cm stanowito mocowanie.
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Rysunek 5.1: Stanowisko pomiarowe laserowej wibrometrii doplerowskiej, jedna struk-

tura
z

d
SV
\y
C D
h O

P
T

Rysunek 5.2: Schemat wycinka badanej struktury periodycznej

5.1 Drgania wzdluzne

W celu zbadania widma czestotliwosci drgain wymuszonych opisana powyzej belka
periodyczna o intensywnosci periodycznosci ay = d/b = 0,65 zostala pobudzona do
drgan wzdluznych sygnatem typu chirp o czestotliwosci w zakresie od 1 kHz do 200
kHz. Amplitude mierzono w 2! punktach, réwnomiernie umiejscowionych wzdtuz
dhugosci belki, a nastepnie wyniki usredniono dla kazdej czestotliwosci.

Na wykresie 5.3 przedstawiono widma drgan wzdluznych w precie nieperiodycz-
nym oraz periodycznym otrzymane eksperymentalnie i metodami numerycznymi. Wy-
kres przedstawia odksztatcenia w funkcji czestotliwosci. Odksztalcenia zaznaczone na

wykresach eksperymentalnych sg to odksztalcenia w osi prostopadtej do drgan.
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Rysunek 5.3: Widma drgan wzdluznych preta nieperiodycznego, periodycznego uzy-
skane za pomocg SDLV oraz charakterystyka amplitudowo czestotliwosciowa uzyskana
metoda TD-SFEM. Pret periodyczny o periodycznosci N = 20 i ag = d/b = 0.65
mm.

129


http://mostwiedzy.pl

Wyniki otrzymane za pomoca wibrometru laserowego potwierdzaja, ze w izotro-
powej belce drgania wzdtuzne wystepuja w calym zakresie drgan, natomiast w belce
periodycznej znajduja sie pasma zabronione.

Pierwsze pasmo zabronione wykazuje bardzo dobra zgodnos¢ z wynikami ekspery-
mentalnymi. Na widmie eksperymentalnym widoczne sg jeszcze dwa pasma, ktore nie
sa zgodne z wynikami symulacji numerycznych. Pasmo nr 2 w widmie eksperymental-
nym prawdopodobnie ma zwigzek ze sprzezeniami pomiedzy wzdtuznymi i gietnymi
postaciami drgan, ktorych model numeryczny nie uwzglednia z uwagi na przyjete
w pracy rozprzezenie. Pasmo nr 3 pokrywa sie w czesci z danymi symulacyjnymi.
[stnienie drgan wewnatrz pasma zabronionego spowodowane jest prawdopodobnie
naktadaniem sie na pasmo zabronione dla drgan wzdhuznych pasma dozwolonego dla

drgan gietnych lub skretnych, jak pokazano na wykresie 3.28.

5.2 Drgania gietne

W celu potwierdzenia wynikow numerycznych przeprowadzono badania ekspe-
rymentalne na belkach. Badane struktury periodyczne byly belkami o wymiarach:
dtugos¢ [ = 1,2 m, szeroko$¢ b = 25 mm i wysokos¢ h = 10 mm. W kazdym z 9
badanych obiektéw nawiercono 20 jednakowych otworéw o srednicach od d = 5 do
d = 12 mm, rozmieszczonych réwnomiernie na dtugosci [ = 1 m. Catkowita dlugosé

belki wynosita [ = 1,2 m, z czego 20 c¢cm stuzyto do utwierdzenia belki w uchwycie.

5.2.1 Drgania wymuszone

W pierwszym kroku zmierzono amplitudy gietnych drgan wymuszonych. W tym
celu pobudzano belke do drgan sygnalem typu chirp o czestotliwo$ciach w zakresie
od 1 kHz do 200 kHz. Amplitudu byla mierzona w 2'' punktach, rozmieszczonych
rownomiernie wzdtuz dtugosci belki, a nastepnie usrednione dla kazdej czestotliwosci.

Wykres 5.4 przedstawia widmo czestotliwosci drgan poprzecznych belki niepe-
riodycznej oraz periodycznej. W widmie struktury periodycznej widoczne sa wyrazne

pasma w ktorych amplituda drgan wyraZnie maleje, czyli pasma zabronione oznaczone
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Rysunek 5.4: Widmo drgan wlasnych belki nieperiodycznej (z lewej strony) oraz pe-
riodycznej (z prawej) uzyskane za pomoca SLDV. Otwory w belce periodycznej miaty
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wzgledna $rednice ag = d/b = 0.5

na wykresie kolorem szarym. Polozenie pasm zabronionych w kazdej ze zmierzonych
belek naniesiono na wykres 5.5 wraz z wynikami symulacji komputerowych.

Wyniki otrzymane metodami numerycznymi oraz eksperymentalnymi wykazuja
do$¢ duza zbieznosé. Polozenie pasm zabronionych wyznaczone za pomoca symulacji
numerycznych wystepuja w podobnym zakresie czestotliwosci w badaniach ekspery-

mentalnych, jednak szerokos¢ pasm zabronionych wyznaczonych za pomoca symulacji
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Rysunek 5.5: Poréwnanie potozenia pasm zabronionych uzyskanych w wyniku ba-
dan eksperymentalnych z wynikami numerycznymi jako funkcja wzglednej $rednicy
otworéw oy = d/b = 0.5. Wyniki otrzymane dla belki o periodycznosci N = 20

jest mniejsza niz zmierzona. Moze to wynika¢ z niedoszacowania funkcji korekcyjnej

f (%) w rownaniu 3.4. Aby to skorygowa¢ nalezatoby oprzeé funkcje f (%) catkowicie

na wynikach eksperymentalnych.

5.2.2 Propagacja fal

Zbadana zostala réwniez propagacja fal sprezystych strukturze periodycznej. W celu
pokazania wydajnosci struktury periodycznej jako filtru czestotliwo$ci wybrano dwie
czestotliwosci fal: f = 22 kHz jako fale o czestotliwo$ci z zakresu pasma dozwolonego
i f = 44 kHz jako fale o czestotliwosci z zakresu pasma zabronionego. W obydwu
przypadkach sygnatem byto 10 impulséw sinusoidalnych modulowanych oknem Han-
ninga. W przypadku pomiaréw propagacji fal belka byta swobodna, dlatego efektywna
dtugos¢ belki wynosita [ = 1,2 m, a fragment bez otworéow zostal wykorzystany jako
przestrzen do catkowitego wytworzenia sygnatu przed wejsciem w strukture perio-
dyczng.

Wykresy 5.6 przedstawiaja amplitudy predkosci w funkeji dtugosci belki w wy-

branych momentach. Potwierdzaja one wczesniejsze obserwacje. Fala o czestotliwosci
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Rysunek 5.6: Wykresy predkosci punktéw pomiarowych na belce w funkeji odleglosci
wyznaczone za pomocg SLDV w r6znych chwilach. Belka periodyczna z 20 otworami
o $rednicy ag = d/b = 0, 5. Czestotliwos¢ fali wymuszajacej f = 22 kHz (lewa strona)
i f =44 kHz (prawa)
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z zakresu pasma dozwolonego przemieszcza sie przez strukture periodyczng bez za-
ktocen, natomiast fala o czestotliwosci z zakresu pasma zabronionego f = 44 kHz nie
moze propagowaé i w efekcie jest silnie ttumiona. Amplituda drgan spada o 91,5 %

w czasie 1,55 ms od momentu wymuszenia.
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Rozdzial 6

Podsumowanie

Wyniki symulacji przeprowadzonych na bazie opracowanych modeli numerycznych
umozliwity przeprowadzenie oceny mozliwosci wykorzystania wtasciwosci struktur pe-
riodycznych w celu tlumienia drgan mechanicznych.

Praca podzielona byta na trzy etapy. Pierwszy etap polegal na opracowaniu modeli
numerycznych i okresleniu ich jakosci w odniesieniu do wynikéw dostepnych w lite-
raturze.

Drugi etap badan polegal na wyznaczeniu charakterystyk dynamicznych pasyw-
nych struktur periodycznych. Ten etap badan pozwolit na okreslenie ogélnych zalez-
noéci wystepowania zjawisk wynikajacych z periodycznosci struktury od parametrow
struktury periodycznej i jej komorki elementarnej. W kazdym z badanych przypad-
kow w widmie struktury periodycznej pojawiaty sie pasma zabronione. Intensywnos¢
periodycznosci wpltywa istotnie na szeroko$¢ pasm zabronionych nie zmieniajac ich
liczby, ani potozenia w widmie czestosci. Z kolei im wieksza jest periodyczno$¢ struk-
tury, tym pasma sa szersze i wyzej polozone, ale ich liczba jest mniejsza. Wyniki
symulacji komputerowych dotyczacych struktur pasywnych zostaly rowniez pozytyw-
nie zweryfikowane eksperymentalnie.

7 przeanalizowanych jednowymiarowych pasywnych struktur periodycznych naj-
lepsze wyniki uzyskuje sie w przypadku, gdy zrodlem periodycznosci jest obecnosé

otwor6éw. 7 drugiej strony najmniejszy wplyw na obserwowane zmiany charaktery-
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styk dynamicznych wykazujg struktury, w ktérych zrodtem periodycznosci sg zmiany
modutu sprezystosci.

Trzeci etap pracy obejmowat rozwiniecie modeli numerycznych w sposob, ktory
umozliwit symulowanie struktur z elementami piezoelektrycznymi.

Struktury periodyczne, w ktorych periodycznosé geometryczna wynika z wyko-
rzystania aktywnych elementéow piezoelektrycznych mozna réwniez wykorzystaé jako
pasywne uklady ttumiace, a wnioski dotyczace takich uktadoéw znajduja zastosowanie
rowniez w tym przypadku.

Struktury periodyczne z aktywnymi elementami piezoelektrycznymi wlaczonymi
w obwo6d rezonansowy RLC mogg by¢ z powodzeniem wykorzystywane do thumienia
drgan w sposob kontrolowany. Obwod rezonansowy z elementem piezoelektrycznym
powoduje pojawienie sie pasma zabronionego w widmie drgan mechanicznych przy
czestotliwosci drgan wlasnych uktadu rezonansowego RLC.

Dostrojenie czestotliwosci rezonansowych uktadow RLC do czestotliwosci, ktora
znajduje sie w pasmie zabronionym w widmie drgan mechanicznych, powoduje wy-
razne poszerzenie si¢ pasma zabronionego, co przektada si¢ na znaczne zwiekszenie
wydajnosci ttumienia drgan w tym zakresie czestotliwosci. Za pomoca uktadow RLC

mozna rownie w niewielkim stopniu wplywac¢ na polozenie pasma zabronionego.
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