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Schemat powstawania rys na przykiadzie osiowo
rozciaganego preta zelbetowego

Scheme of crack formation on the example
of an axially tension reinforced concrete bar
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rozcigganego preta.. Opisano poczatkowy ‘oraz -
" szerokosé: rysy. Przedstawiono interpretacje -

dla fazy  poczatkowego: zarysowania: oraz efekt tension stiiffening” na przykladzie

slementy osiowo rozcigganego. Zamieszczono przykladowe obliczenia miary efekfu ,tension stiffening”,
szerokoéci rys oraz srednich-naprezen przyczepnosci dia fazy poczatkowych rys.
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Problematyka wyjasnienia procesu zarysowania
w konstrukcjach zelbetowych ma swojg diuga historie,
czego wyrazem byly fakze proby znalezienia adekwat-
nych modeli obliczeniowych, prezentowane nigjednokrot-
nie w literaturze specjalistycznej. Na gruncie polskim
mozna tu przyktadowo podaé klasyczne juz dzi§ prace
[1+4], oparte w duzej mierze na wynikach badan wielu
osrodkéw Swiatowych. W zakresie analiz teoretycznych,
pozwalajgcych na wiele prakiycznych zastosowan, pod-
stawowe do dzié jest dzieto P. Noakowskiego i H.G.
Schafera [5], podsumowujgce rezultaty wielu lat badan
w oérodkach niemieckich. Mimo to powyzsza tematyka
ciggle jest przedmiotem analiz, czego przyktadem moga
by¢ prace [6] oraz [7] lub [8], w ktérej autorzy opisali
kwestie rozstawu rys w konstrukcjach zelbetowych w Uje-
ciu normowym wedtug PN-EN 1992-1-1:2008 oraz PN-B
03264:2002.

W niniejszej publikacji autorzy opisali kwestie okresla-
nia rozstawu | szerokosci rys w konstrukcjach Zelbetowych
w ujeciu teorii sztywnosciowej, zaprezentowanej w pracy
[5], wskazujgc na praktyczne konsekwencje przyjecia
okreslonych zwigzkdw przyczepnosciowych na styku stali
z betonem, przyjmujac do analiz podstawowy problem
rozcigganego osiowo preta zelbetowego.

Wprowadzenie

W elemencie rozciagganym osiowo sitg N, na skutek
dziatania na jego koficach naprezen przyczepnosci 7,
w miare oddalania sie od jego czofa nastepuje stopniowy
wzrost naprezen rozciggajacych w betonie (o), czemu
towarzyszy adekwatny spadek naprezen w stali (o).
W pewnej odlegtosci od czota elementu naprezenia o,
oraz o, si¢ stabilizujg. Te odlegtosé (a,), w obrebie ktorej
wystepujg naprezenia przyczepnosci — co skutkuje Zmie-
nianiem sie naprezen w betonie i stali — nazywamy odcin-
kiem przyczepnosci (dtugoscia zakotwienia). Odcinek a;
bywa takze nazywany diugoscig strefy odprezenia, na tej
bowiem diugo$ci napreZenia w betonie maleja do zera.

Dla N < N, (N, — sita rysujgca) — faza | — rys. 1.

Dia N = N_, w najstabszym przekroju powstaje pierwsza
rysa (na przyktad w miejscu pokazanym na rys. 2).

Kiedy proces powstawania nowych rys sig zakonczy?
Mozliwe sa dwa przypadki graniczne:

— przypadek 1. (rys. 3);

— przypadek 2. {rys. 4).

Podany schemat przypadku 2. (rys. 4) dotyczy sytuacji
idealnie jednorodnego betonu, dla ktérego dodatkowa ry-
sa powstaje dokladnie w potowie diugosci, migdzy rysami
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istniejgeymi. Z uwagi na nieuchronng losowose wytrzyma-
fo&ci betonu na rozcigganie, w rzeczywistosSci mozna
czesto zaobserwowad powstawanie dodatkowej rysy poza

Ssrodkowym obszarem miedzy istniejacymi ry-
sami. W wyniku tego ostateczna minimalna
odleglos¢ miedzy rysami (s, .,) moze byc
mniejsza niz polowa odcinka miedzy rysami
istnigjacymi ([1], str. 30), jednakZe towarzyszy
temu sasiadujgca odleglosé miedzy rysami
odpowiednio wigksza. W tym koritekscie moz-
na uznaé, ze Srednio minimaina odlegtost
miedzy rysami wynosi a,,.

Tak wiec do celow. praktycznych mozna
ostatecznie przyjaé ([5], str. 38):

a} maksymalny mozliwy rozstaw rys: s, .,
= 2ay;

© b} minimalny mozliwy rozstaw rys: s, ., =
ay,;

c) sredni rozstaw rys: §,,= 0,5(S, nax + Sy-min)
= 0,5(2a, + a,) = 1,5a,.

Dla N > M, jest to faza ustabilizowanego
zarysowania, dla ktérej przyrosty odksztatcen
preta zelbetowego realizujg sie giownie w ry-
sach (powodujgc ich sukcesywne poszerzanie
sig), Dlatego tez tempo narastania tych od-
ksztalcei mozna praktycznie przyjac jak dla
czystej fazy M, czyli nagiego, odstonigtego
preta zbrojeniowego. Nalezy takze zauwazyc,
ze na calym odcinku miedzy rysami nie jest
zachowana zasada Bernoulliego (ptaskich
przekrojow).

Z uwagi na podang wyzej specyfike po-
wstawania rys, wyodrebnia sie dwa etapy:

1) etap 1. — poczatkowy stan zarysowania
(niem. Erstrisszustand), gdy powstajace rysy

A

Rys. 1. Schemat osiowo rozcigganego preta Zelbetowego
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Gemax = fze- 2le wieoco mig] — nie powstanie juz Zadna rysa

Rys. 2. Schemat powstawania kolejnych rys w osiowo rozcigganym

Iy = 2a,, ale

nieco mniej niz 2a),

Rys. 3. Przypadek 1. zakoficzenia procesu powstawania nowych rys w osiowo rozcig-
ganym precie Zelbetowym
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Rys. 4. Przypadek 2. zakonczenia procesu powstawania nowych rys w osiowo rozoli)-
ganym precie zelbatowym
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sq tak odlegle od siebie, Ze odcinki przyczepnosci a, nie
zachodzg na siebie (rys. 5};

2) etap 2. — koncowy stan zarysowania (niem. Endris-
szustand), ktory jest stanem rozwinietych rys (nowe juz nie
mogg powstac), adcinki przyczepnoéci a, zachodzg na sie-
bie (rys. 6), a na calej dlugosci elementu 7, # 0 oraz ¢, # ¢,

i Tysa e, | 1vsa |

&

Ey = &

gdzie:
A, — A, —roznica pol pod krzywymi £{y) | £.(y),
A — zakreskowane pole na rys. 7 — uzasadnienia interpre-
tacji geometrycznej. '
Mozna jeszcze inaczej powiedziet, ze poniewaz dla
poczatkowego stadium zarysowania powstaje jedna rysa,
potem nastepne — ale w znacznej odlegtosci od
siebie — w zwigzku z tym miary szerokosci rys nie
| moga stanowi¢ odlegtodci miedzy rysami {tym
1 bardziej dla pierwszej, jedyne] rysy), ale odcinki
T przyczepnosci a,. Poniewaz w tej syfuacji odcinki

! L oay o L ' a @y i
I L e B
L TFEO 7, = 0 L WFO

H l ¥ 1

Rys. 5. Efap 1. powstawania rys (poczatkowy stan zarysowania)

I przyczepnhosci a, z obu stron rysy decyduja o sze-
[ rokosci rysy, wiec od sfrony obliczeniowej jest to
taka sama sytuacja, jak przyjecie odlegtosci mie-
dzy rysami rownej 2a,,

Podstawowe zaleznosci
na odcinku przyczepnosci

Rozwazajgc réwnowage preta zbrojeniowego
na rézniczkowym odcinku przyczepnosci d,, mozna
wyznaczyc¢ relacje migdzy o (y) oraz 7,(y) Z rys. 8:

Rys. 6. Etap 2. powstawania rys (koficowy stan zarysowania}
Poslizg zbrojenia wzgledem betonu

Jak wiadomo, catkowity poslizg zbrojenia wzgledem
otaczajgcego go betonu w odleglosci y od poczatku odcin-
ka przyczepnoéci, podany w funkcji odksztalceri jednost-
kowych stali i betonu moze by¢ wyrazony wzorem ([5],
sfr. 35)

8(y)= T[gs (V) =ee(¥)]ey- (1)

Zdefiniowanie poslizgu w powyzszym ujeciu jest dlate-
go tak istofne, ze poslizg jest miarg zrdznicowania od-
ksztafcenr: stali (g,) i befonu (g,) na diugosci dowolnego
odcinka, a wlasnie owo zréznicowanie determinuje szero-
koéé powstate] rysy (w,). Opisujac sprawe jeszcze inaczsj,
mozna powiedzied, ze szerokosé rysy jest sumg czgstko-
wych wartodci poslizgu zbrojenia wzglgdem betonu, Zebra-
nych z odpowiedniego odcinka przyczepnosci ([5], str. 107).

W tym konteks$cie, przypatrujac sie otrzymanej zalez-
nosci opisujgcej poslizg &(y), mozna uznac, ze w interpre-
tacji geometrycznej miarg szerokosci rysy bedzie réznica
pol pod krzywymi £{y) oraz &(y), co pokazano na rys. 7,
dla sytuacji tuz po powstaniu pierwszej rysy ([1], str. 29).

Tak wiec w tym przypadku szerckos¢ pierwszej rysy
wynika z sumarycznego poslizgu na odcinkach przyczep-
nosci z obu stron rysy (bo poza tym obszarem odksztatce-
nia stali i betonu sa z definicji réwne, gdyz jest tam faza |,
niewptywajgca na szerokosé rysy). Mamy wiec

W, =26, = ZT [&s (v) 2. (v)]dy =

- 2{?55 (y)o'y—ﬁ.fgc (y)dy} =2(A,-A)=A

Q 0

[o4(¥) +dog (¥)|As 7 (¥)usd, — 0 () A =0,
do (_V) A =1 ()/)Usdy,
Zp (V) = i—d% (y)

' 3
Us dy {3)
gdzie:
A, — pole przekroju zbrojenia,
u, — obwédd zbrojenia,
! |
| ) | ay N
L I {
ey ]
A — pole liczbowa ‘r(’)wnc . ! o)
szerokosei rysﬁ/ w, PR
| | |
Z |
[ |

Ecl(y}

a1 e
R
igmax ;=5(“b) |

B |
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[ I I [
Rys. 7. Interpretacja geometryczna miary szerokosci rysy dla sytuacii po
powstaniu pierwszej rysy
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Rys. 8. Rownowaga preta zbrojeniowego na rozniczkowym odcinku
przyczepnosci §,
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lub o )ﬁEsAsid"s (-V):EsAsi os{¥)
b u, E, d, u, d,| E, |
_EA de(y) 4
’Eb (J/) - US dy ] ( )

gdzie E_ — modut sprezystoéci zbrojenia.

Z kolei rozwazajac rownowage preta zbrojeniowego na
skoficzonym adcinku przyczepnoscl v (od granicy fazy 1)
{rys. 9), mamy

¥
oo (V)A - ey
0

(y) uydy — i A, =0,

¥
U
+ 5
o5 (V)= &?b (5)
lub
u, '
! &
=g+ ay.
g5 (V)= & EA Drb (y)dy (6)
granica fazy 1
()4, . ) ald,
!
| — y 1
] y;o

Rys. 9. Rownowaga preta zbrojeniowego na skoficzonym odeinku przy-
czepnosci v

Z kolei dla betoenu mamy schemat podany na rys. 10:

y
o0 (¥) Ac + [ 7 (¥)tsdly — oLA, =,
0

Y
c0
[ub
; uy |
_ _ k]
s (v)=2 a%?unw, ®)

gdzie £, — modut sprgzystosci betonu.

Rys. 10. Rownowaga w betonie na skoficzonym odcinku przyczepnosci v

Na podstawie podanej wczesnie) definigji poslizgu
w odlegtosci y przy wykorzystaniu relacji (7) oraz (8) otrzy-
mujemy:

&(y)= (3 .y )y+[EuA EA Jj]/-fb Jdydy. (9)

170

Uwzgledniajac fakt, ze w fazie | £! = &, oraz przyjmujac
us US US

+ = 1+ e \ 10
E A EAEA TR o)

mamy ostatecznie podstawowe réwnanie dla poslizgu:

5(y)=

£ (o) Jij (V)aydy. (11

Rzeczywisty rozkiad naprezen przyczepnosci na diu-
gosci odcinka a, moze by¢ wyznaczony jedynie na drodze
badan eksperymentalnych, poprzez bezposredni pomiar
poslizgu zbrojenia wzgledem betonu, co nastepnie pozwa-
la na dobranie odpowiedniej zaleznoéci analitycznej 7,(5).
Poniewaz poslizg (0) jest z kolei funkcjg potozenia rozpa-
trywanego przekroju (y), ostatecznie mozna to opisac
wZzorem

=5, [5(y)]- (12)

Najczesciej zakiada sie rozktad naprezen przyczepnosci
w formie zaleznosci potegowej, przyjmujgc przykiadowo

Ty =T (é')

7, () = Acs"’;g?,,, (13)
natomiast przebieg naprgzen 7, w funkcji bezposredniego
potozenia rozpatrywanego przekroju () opisuje sie réwna-
niem

7, (y) =ky®. (14)
Pomiedzy parametrami obydwu ww, funkcji zachodzg
nastepujace relacje ([5], str. 36):

2N
__N 15
P=1x (15)
N
(1-NY [ 2 i
= 1 ANELAPIR by Y5 . (16

Z badar doswiadczalnych wynika ([5], str. 20):
1) dla pretéw zebrowanych przy garne] powierzchni:

A=0,80, N = 0,20,

2) dla pretdw zebrowanych przy dolngj powierzchni
(dobra przyczepnosé):

A=095  N=012
czyli dla:
1YN=020»p=2220_040 g
1-0,20 0,80
' 2.012 0,24
IN=012—p= =0,273.
) ~P=1012 " 088

Na tej podstawie, wykorzystujac witasciwosci funkcji
potegowej, opisane wczeénie] odksztatcenia stali | betonu

przyjmujg postac:
Y

Ea el

SSO

& (¥) —5é+

k
y)dy =&l + el 7
)dy &l EAP+1J/ (17)
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¥
t u k
gc(y)= .i Ei\ (y) y = Ec_ y

P (18)
E_A. p+1

Jak wiec widaé, odksztatcenia jednostkowe stali i beto-
nu przebiegajg takze wedtug funkcji potegowej, ale o wy-
ktadniku n=p + 1.

Korzystajgc z podstawowego réwnania opisujacego
poslizg i wiedzac, Ze

¥

_L p+1
!rb(y)dy—pﬂj/ : (19)

otrzymujemy:
k
—(1 S — 20

Jezeli teraz rozwazymy przekrdj y = aj (czyli w miejscu
powstatej rysy), to mamy dla stali:

] Us K p+1 i
ES( b) gS ESAS p+1 b gs ( )
skgd mozna wyznaczy¢ dlugosé odcinka przyczepnoSci:
bs K a,f” _ gl
EA, p+1 s
E.A 1
1 P+1r g
gf+ = =5’ ( el I),

h US k s

1
EAS P+1 ! m
ay = [ = Bl - ss)i| . (22)

Alternatywnie, z zaleznosci dla betonu:
! Us k p+1
g, (a, ) =&, — ——at" =0 23
(@) =ot gt @3
uzyskujemy dhugosé odcinka przyczepnosci w formie:
Us k ag+1 !
E A, p+1
EA p+1
a£+'{ ' P 8;,
u, k

1
L
a, {_E;AC —p;%g}p* _ (24)

5

Dla przekroju y = a, mamy z kolei dla poslizgu:

u K
8(ay)=—2-(1+ ———aPf? =5 (25
( b). EsAs( aeps)(p+1)(p+2) b max ( )
Jak opisano wczesnigj, szerokosé rysy w fazie poczat-
kowego zarysowania;

p .
EA, p+1 p+1
s

oraz naprezenia $rednie na diugosci ww. odcinka:
k T
ab = bmax _

P+ b p+1 (29)

p
k |EA p+10 4 s\ [P9
= { = (.93 —ss) .
p+1 u, k
Definiujac dla catego odcinka przyczepnoéci a, Srednie
odksztalcenia stali i betonu, mamy:

Tom =rbm(ab)=

- I Ug k p+1
o (@) = &5 + E.A; (p+1)(p+2) ?b ' (39)
Eem (ab) =& s a a{f”. {31)

EA (p+1)(p+2)

Srednie odksztalcenie stali i betonu oraz relacje mie-
dzy nimi mozna wyrazi¢ alternatywnymi wzorami, wyko-
rzystujac Zwiazki zachodzace w rysie:

n_ g __Us Ko o
gy —&g = -—————& 32
! Us k p+i
&, =—>———a" . (33)
© A p+1?
Na tej podstawie mozemy obliczyc:
!

i

i,oUs ko o 1 | &5 — &g
a, =& + =g+

n (35) =45 EA p+1° p+2 %s p+2

34
_pet2el vl -l (p+1)5 +el (34)

p+2 p+2
! g k Pl 1
a = J— =
Zam (8 ) = &0 E.A p+1° p+2

_ £l :p£é+2€é—s£:(p+1)eé
¢ p+2 p+2 p+2
p+le,+e, —(p+1 &
(@) ()L 08y
i
5(a,) =|:gsm (@)~ €om (ab)]ab = pgizab = Onax- (37)

Alternatywne rownanie szerokosci rysy:

W, =28, =——— 2 la,. (38)
p+2°

Interpretacja geometryczna
dla fazy poczagtkowych rys

Przyjeto przebieg £.y) i y) wedtug funkgji potegowej

W, = 26« (26) (rys. 11).
stad otrzymujemy: | Wykorzystujgc whasciwos¢ funkeji potegowej, mamy:
u k " 1 1
w,=2—(1+e NI — T 27 A=2|a,(s! —el)——+a,sl —|=
r EsAs( eps)(p+1)(p+2) b (27) [b( ) n+i 2% n41 (39)
Tak wiec, znajac diugost odcinka przyczepnosci ab, 2 ( gﬁ _ gr te ) a, = 2 &Jfab —w..
mozna cobliczy¢ naprezenia maksymailne: 4+ n+1°% r
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Rys. 11. Interpretacja geo- ! v ‘
metryczna dla fazy poczat- =+ !
kowyeh rys tlmﬁccja poiegowsa
dtopnia i

1
|
|
]
1

Poniewaz zachodzi relacja n = p + 1, to otrzymujemy
ostatecznie:
_ i

W, = &: 8
r p+28b=

co potwierdza otrzymane wczesnigj alternatywne wyraze-
nie na szerokosé rysy (wzdr (38)).

Efekt ,tension stiffening” na przykiadzie
elementu osiowo rozcigganego

ZatoZenie wynikajgce z badan: A = const = A,

Aty = &ty = Eir- (40)
Miara efekiu ,tension stiffening” (patrz rys. 12):
A
Ky =2 (41)
As,,
N N

N/ faza 1
faza 11
NE- - - - -
AEL‘J’
1 |
' gy
Ncr - = - 1 |
N Pl : I I
hl | | Ao | |
Rys. 12. Efekt ,tension | H I l
stiffening” na przykta- i I ! I
dzie elementu osiowo ; '} ! ! 'H
rozcigganego for £ & 3 &

Srednie odksztaicenia elementu dla dowolnej sity N
{(ktore mogg by¢ utozsamione ze srednimi odksztatceniami
stali na dtugoéci catego elementu) wynosza:

g =6 -A=¢"-A, =&l —kne,. (42)

Wykorzystujac wezesniej wyprowadzong ZaleznosE, opi-
sujacy $rednie odksztatcenia stali na odcinku przyczepnosci
w fazie poczgtkowych rys (wzor (34)), mozna obliczyé:

p+el +&!
Ag =€£’ ﬁgsm(ab)zgg _(P)#=

_ psd +25] ~(p+1)el-&d _ (P+Med —(p+es _
p+2 p+2
(p-v—'])(gf—gi)
p+2

172

1
= %Agw. (43)

W takim ujeciu efekt ,tension stiffening” dla fazy po-
czatkowych rys opisuje relacja

g = Bor Pt

! Ag,, p+2

A cr

(44)

W tym ujeciu efekt tension stiffening” na tle wynikdw
badan doswiadczalnych wynosi:
1) dla pretéw zebrowanych przy gornej powierzchni:
p = 0,500,

K = p+1 - 0,500 +1 =§=O,600;
p+2 0,500+2 5
2) dla pretdéw zebrowanych przy dolnej powierzchni
{dobra przyczepno&é):

k=

p=10.273,

. p+1_ 0273+1 1273
P p2 7 0,273+2 2,273

Dla fazy ustabilizowanych rys nastgpuje redukcja efek-
tu ,tension stiffening”. Wedtug [5] wspdtczynnik redukeyjny
moze byé przyjety na podstawie przyjmowanego do obli-
czen rozstawu rys. Poniewaz w fazie poczatkowych rys
wynosi on a, = 2a,, natomiast w fazie ustabilizowanych rys
wynosi z kolel a, = 1,5a, — postulowany wspb&tczynnik re-
dukeyjny przyjmuje wartose:

a _1,5a,

Mred = a, 2 ab

=0,560.

=0,75. (45)

Przyktadowe obliczenia dla fazy
poczatkowych rys

Przyjmujgc p = 0, czyli 7,(y) = k = const:

n=p+1=0+1=1-przebieg &(v) i g(y) liniowy:
— efekt ,tension stiffening”;
=P 0 65k, =056,
p+2 0+2 2 ’
— szerokosé rysy:
W, = 2 &‘Ha =
T p+2 57 042
— drednie naprezenia przyczepnosci:
K ap S
p+1 0+1
Przyjmujac p = 0,273 (wg wynikow badan eksperymen-
talnych):

I )
&g 8y = &5 8y,

Tom

n=p+1=0273+1=1273,
— efekt tension stiffening™
p+1  0,273+1 1273
t T py2 0273+2 2273
— szerokoSE rysy:

0,586,

2
w, = i &la, =0,88-£la,,

— & dpy = ——
T p+288 0,273+ 2
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— §rednie naprezenia przyczepno$ci:
k af = k

p+1 0,273 +1

Przyjmujac p = 1:

Thi = a?™® = 0,79 - kag?™.

n=p+1=1+1=2

— efekt ,tension stiffening™

kt:P+1:1_+1:3=0,67>krexp=0,56,
p+2 1+2 3 ’
— szerokos¢ rysy:
2

w ela, = ela, =0,67-¢la,,
T e R FT h P

— érednie naprezenia przyczepno$ci:
k.
Tom =
Przyjmujgc p = 2:
. n=p+1=2+1=3,
— efekt ,tension stiffening™
= DL _ 22 e
p+2 2+2 4

— szerokose¢ rysy:

= 0,56,

t,exp

2 2 I
r= p+2€Sab = 2+2€£ab =O,5‘gsab,
— érednie naprezenia przyczepnosci:
k k 2 2
=——aPl =——a; =0,33 ka,.
Thm o+ b =5 1% b

Podsumowanie oszacowarn efektu ,tension
stiffening” w fazie poczatkowych rys

Biorac za punkt wyjscia zatozong z géry postac funkcji
odksztatcen dla stali i betonu w sgsiedztwie powstatej rysy
(wyrazong potegg n), mozna przedstawi¢ efekt ,tension
stiffening” graficznie, jak na rys. 13.
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Rys. 13. Graficzna inter- |

- " n I= 1 rysi Progta
pretacja efektu ,tension ne? parhboly 2°
stiffening” nE3N Ex parabola 3*

= 1 ~ ‘ |
[ |
| o § B |
— <~
[ | prosdta I
Dla prostej:

— niedoszacowanie efektu ,tension stiffening”
k,= 0,50 < ki ¢,, = 0,56.

Dla paraboli drugiego stopnia:
— przeszacowanie efektu ,tension stiffening”

k= 0,67 > Koy, = 0,56.

Dla paraboli trzeciego stopnia:
— jeszcze wigksze przeszacowanie efektu ,tension
stiffening”

k.= 0,75 > k; 0, = 0,56.
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